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前 言 


本 书 从 1995 年 出 版 以 来 ,历经 十 九 年 的 再 版 和 修订 ,集合 了 编者 几 十 载 的 教 
学 经 验 、 对 考研 命题 的 销 研 把 握 以 及 众多 考研 学 子 的 复习 心得 .实战 体会 ,已 成 为 
广大 考研 读者 的 良 师 净 友 ,同时 也 因 其 重点 突出 的 内 容 总 结 和 典型 题目 的 汇编 ,成 
为 众多 教师 同行 的 教学 参考 。 在 过 去 的 十 几 年 中 ,本 书 帮助 许 许多 多 考研 学 子 圆 
了 梦想 ,帮助 使 用 过 本 书 的 学 子 们 应 用 “数学 的 思维 ”方法 在 学 习 、 工 作 和 研究 中 取 
得 了 丰硕 的 成 果 。 

为 了 帮助 同学 们 提高 使 用 本 书 的 效率 、 解 答复 习 中 遇 到 的 各 种 问题 ,编者 和 一 
些 数 学 同仁 专门 开设 了 “复习 指南 答疑 论坛 (www. wendengonline. com/bbs)”, 以 
更 好 地 和 同学 们 交流 互动 。 从 您 购书 开始 一 直到 考试 ,文登 名 师 将 一 直 伴 随 着 您 ! 
许多 考研 学 子 在 论坛 中 分 享 了 他 们 在 使 用 本 书 的 过 程 中 得 到 的 帮助 和 受到 的 启 
发 。 针 对 这 些 宝贵 的 反馈 信息 ,我 们 曾 数 次 认真 商讨 .仔细 揣摩 ,对 本 书 再 次 做 了 
修订 ,希望 能 更 好 地 满足 同学 们 复习 备考 的 要 求 。 我 们 也 借 此 机 会 向 这 些 考研 学 
子 们 一 并 表示 衷心 的 感谢 。 

此 外 ,在 文登 教育 平台 的 基础 上 ,我 们 随 书 赠送 了 全 套 的 文登 网 校 基础 班 视频 
课 , 建 议 考生 在 观看 视频 的 同时 与 本 人 编写 的 《考研 数学 基础 核心 讲义 》 配 套 使 用 。 
打 好 坚实 的 基础 将 是 考试 成 功 的 一 半 。 在 这 个 基础 上 再 看 指南 ,效果 将 事半功倍 ! 

此 次 再 版 ,我们 做 了 以 下 修订 。 

(1)“ 变 繁 为 简 , 变 难为 易 ”。 将 常 考 的 、 考 生 感 到 棘手 的 内 容 进行 归纳 总 结 ,使 
考生 得 到 既 “ 玄 妙 ” 又 特别 有 效 的 解 题 方法 和 技巧 ,并 给 出 了 详细 的 分 析 , 使 同学 们 
了 解 这 些 方 法 的 由 来 ,让 “玄妙 ” 变 得 顺理成章 。 例 如 ,连续 函数 在 闭 区 间 上 的 性 
质 、 微 分 中 值 定理 、 定 积分 等 式 与 不 等 式 的 证 明 、 函 数 方程 与 不 等 式 的 证 明 , 尤 其 是 
文字 不 等 式 的 证 明 。 特 别 值得 一 提 的 是 那些 辅助 孙 数 的 做 法 ,经 过 我 们 的 分 析 , 原 
题 将 变 得 非常 “初等 ”, 非 常 简单 ,只 要 仿效 , 即 可 自行 解答 。 

(2) 例 题 上 做 了 调整 。 每 章 中 安排 了 一 节 思 维 定 势 及 综合 题解 析 。 思维 定 势 
对 应 对 考试 很 有 用 ,根据 题 型 特点 ,能 很 快 找到 解 题 突破 口 。 综 合 题 解析 可 帮助 同 
学 们 将 各 知识 点 “ 珠 联 壁 合 ”, 以 提高 考生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 。 


(3) 修 订 错 误 。 我 们 仔细 校对 、 核 实 了 全 书 内 容 , 修 订 了 错误 。 通 过 我 们 的 努 
力 和 许多 同学 的 帮助 ,再 版 力求 尽量 做 到 完美 。 为 了 精益 求 精 ,恳请 朋友 们 拨 宛 
指正 。 

最 后 回答 考生 们 的 问题 “如 何 有 效 地 利用 您 的 书 提高 复习 效果 ?”“ 考 好 数学 ， 
书 要 看 几 遍 ?” 

看 我 们 的 书 是 要 有 铺垫 的 。 先 把 大 学 里 学 过 的 四 本 书 看 一 看 ,对 基础 部 分 要 
多 下 点 功夫 ,做 到 概念 .定理 能 用 自己 的 语言 叙述 ,习题 应 全 部 都 做 。 高 数 的 基础 : 
极限 .导数 与 微分 .不定 积 分 ;线性 代数 的 基础 :矩阵 的 初等 变换 .含有 参数 的 线性 
方程 组 解 的 讨论 . 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 概 率 论 与 数理 统计 的 基础 :事件 的 概 
率 古典 概 型 ,条件 概 率 与 乘法 公式 、 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 、 贝 努 里 概 型 、 随 机 
变量 及 其 分 布 (特别 是 二 维 连续 型 ) 、 随 机 变量 的 数字 特征 [ 期望 ECX) 方差 DCX)、 
协 方差 cov(X, 了 7) ,相关 系数 p,, ]。 如 果 是 自学 ,应 先 仔仔 细 细 地 把 本 书 看 一 遍 , 然 
后 再 详细 看 二 三 遍 , 对 重点 知识 点 着 重 理解 .揣摩 ;如 果 是 参加 强化 班 ,最 好 应 该 与 
上 课 “ 同 步 ? 进 行 , 课 后 再 看 一 遍 即 可 。 

送 给 考研 朋友 一 首 诗 : 
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1. 奇偶 性 
设 函 数 /(x) 在 对 称 区 间 X 上 有 定义 ,如 果 对 于 Vz E 和 恒 有 
Jo 六 一 2 (BB fm 二 一 碾 一动) 
则 称 f(z) 为 偶 函 数 (或 f(x) 为 奇 函数 ). 
偶 函数 f(z) 的 图 像 关于 y 轴 对 称 , 奇 函数 f(x) 的 图 像 关于 坐标 原点 对 称 . 
奇偶 函数 的 运算 性 质 : 
(1) 奇 函 数 的 代数 和 仍 为 奇 函 数 , 偶 函 数 的 代数 和 仍 为 偶 函 数 ; 
(2) 偶数 个 奇 (或 偶 ) 函数 之 积 为 偶 函 数 , 奇 数 个 奇 函 数 之 积 为 奇 函 数 ; 
(3) 一 奇 一 偶 的 乘积 为 奇 函 数 . 
常见 的 偶 函 数 : | x | ,cos x,zx”(n 为 正 整数 ) ,el ,er ，… 


1 
常见 的 奇 函 数 :sin zytan zz, 一 ,zarcsin xX,arctan 工 ，…， 
并 


图 Dr + (Cs = 0 是 判别 FCz) 为 奇 函 数 的 有 效 方法 . 
(2) 函数 的 奇偶 性 是 相对 于 对 称 区 间 而 言 的 , 若 定义 域 关于 原点 不 对 称 , 则 该 函数 就 不 是 奇 


函数 或 偶 函 数 . 
【 例 1. 1] 判别 下 列 函 数 的 奇偶 性 : 
加 (2)y = | CD dt, 其 中 f(z) 为 奇 函 数 ; 
(3)y = F(z) (二 二 十 却 ), 其 中 > 0,a 关 1,FCz) 为 奇 函 数 ， 


【 解 】(1) 令 f(z) = ln(z 十 V 亚 十 1), 有 一 z) = 二 In( 一 x 十 Vz 十 1)， 
| fC) 十 F( 一 z) = ln(r+ Vai1)+ln(—z+ Vr +t+1) 
= ln(z+ MTTI)(—z+ Vr +1l)=lnl1=0, 
故 y= 二 In(z 十 VCH 二 1) 为 奇 函数 
2S F(z) = | fd, 
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今 法 二 一 


Ft = | fea e | x wj C= 


过 | 站 0d 一 | Code (因为 f(z) 为 奇 函 数 ) 
= F(zx), 


故 “y 一 | /CDdi 为 偶 函 数 


(3) 舍 gt) 二 一 上 一 十 二 ; 籼 
[el 2 
I 册 1 < 
人 和 2 2 
2 一 ”于 ji 于 QT RE 

人 

所 以 g(x) 为 奇 函 数 , 又 F(x) 为 奇 函 数 . 

故 y 一 F(z) (二 一 十 去 ) 为 偶 函数 

28. 周期 性 


设 函 数 f(x) 在 区 间 X 上 有 定义 , 若 存在 一 个 与 工 无 关 的 正 数 工 ,使 对 于 任 一 ZE XX， 
恒 有 

fl(z+T) = fC), 
则 称 f(x) 是 以 工 为 周期 的 周期 函数 ,把 满足 上 式 的 最 小 正 数 工 称 为 函数 f(x) 的 周期 . 
周期 函数 的 运算 性 质 : 
(1) 若 工 为 FCz) 的 周期 , 则 f(az 十 5) 的 周期 为 


(2) 若 f(x) ,g(x) 均 是 以 T 为 周期 的 函数 , 则 f(x) 士 gCz) 也 是 以 工 为 周期 的 函数 ; 

(3) 车 f(zx) ,g(x) 分别 是 以 Ti,T,,(T 关 T,) 为 周期 的 函数 , 则 f(z) 土 g(x) 是 以 Ti,T， 
的 最 小 公 倍 数 为 周期 的 函数 . 

常见 函数 的 周期 :sin z,cos zx, 其 周期 T= 2x; 


tan zycot x, | sin zx|,|cos z| ,其 周期 == x. 


和 


| al 


; 


性 质 . 
【 例 1.2] 设 对 一 切实 数 z, 有 f (二 十 x) 一 喜 十 V7Cz) 一 FCz) , 则 f(z) 是 周期 为 的 
周期 函数 . 
【 解 ] /| 三 (3 Hz)]= 去 +A/r( 去 +z) 一 普 (到 十) 
= 示 + + VD FD Lf + f(D — VFD PFU) 
一 于 十 A/ 二 一 FGz) 十 户 (az 
= 也 | fc 一 到 |]= Ac) (由 题 设 知 f(z) 之 去 )， 


即 “Al 二 z) = f(z), 故 可 知 f(x) 的 周期 为 1. 
【 例 1.3】 设 f(x) 是 在 (一 co ,十 ceo) 上 以 工 为 周期 的 连续 函数 ， 
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CPR 
GD 如果 f(x) 是 奇 函 数 , 则 函数 F(z) = | 7(pdt 也 是 以 人 了 为 周期 的 周期 函数 ; 


(2) 如 果 | f(z)dz 关 0, 则 函数 GCz) = | /CDdt 可 表示 成 线性 函数 与 以 了 为 周期 的 


周期 函数 之 和 . 
〖 证 3】(1) 由 周期 函数 及 奇 函 数 的 积分 性 质 得 


2 十 人 二 了 
Fw TY =| rar = | fat| fd 


0 
三 | Acod 十 | fa 一 0 十 | Fod = F(z), 
一 0 0 


所 以 ,F(x) 一 | fa 是 以 T 为 周期 的 周期 函数 ， 
(2) 对 于 任意 的 常数 &, 有 
个 C= | Ex 二 沉 二 刘 却 = | bp a 


因为 k(x 一 a) 是 线性 函数 ,所 以 ,只 需 证 明 当 取 某 一 值 时 ,g(x) 一 | [7CO 一 和 di 
以 工 为 周期 即 可 
由 周期 函数 的 定 积分 性 质 得 
g( 并 十 工 ) = | [pe —kldt = | [trew -xdt| Lf —kld 
二 + | rod 一 如 


取 上 一 二 | /CDdr, 有 gz 二 T) 二 g(x), 即 g(x) 是 以 T 为 周期 的 周期 函数 . 


3. 有 界 性 
设 函 数 y = f(x) 在 区 间 X 上 有 定义 ,如 果 3 M > 0, 使 得 对 于 一 切 x € X, 恒 有 
|flz)|<M, 
则 称 f(x) 在 区 间 X 上 有 界 ; 若 不 存在 这 样 的 M, 则 称 f(x) 在 区 间 X 上 无 界 
@ 画 数 /(z) 是 否 有 界 是 相对 于 某 个 区 间 而 言 的 . 


六 个 常见 的 有 界 函 数 : | sin z | 过 1， | os x | 1; rE (一 co 十 ce); 
| arcsin x | 过世 ， | arccos x | 过 x， ZE [一 1),1]; 
| arctan 并 |< 六， | arccot x | 二， 工区 (一 ceo, 十 co) 


最 大 (小 ) 值 法 处 理 . 
【 例 1. 4】 函数 f(x) = 一 一 在 定义 域内 为 


1 二 xz? 
(A) 有 上 界 无 下 界 . (B) 有 下 界 无 上 界 . 
CC) 有 界 , 且 一 于 入 F(z) 之 去 . (D) 有 界 且 一 2 过 f(x) 去 2. r  ] 
a < 川 眶 时， 雪 - 业 流 | 2 
[ 解 ]| f(z) |= |T 闻 | 一 吾 二 < 下 后 1 一 计 (因为 1+ 开 之 21 x 
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ee 
故 ”一 也 之 f(x) 之 亏 ， 可 知 (C) 入 选 . 
【 例 1. 5] 函数 /(z) 一 坚守 在 区 间 | 于 ,1 | 上 为 
Pe 
(A) 有 上 界 无 下 界 . (B) 有 下 界 无 上 界 . 
(C) 有 界 且 2lg 3 之 f(z) 壹 0， ”(D) 有 界 且 1lg 5 RE 邯 . r  ]】 


工 一 一 一 lgz 
【 解 〗 f(x) = 开工 , (x) = -ln10 


1 
一 (lg e— lg zx). 


更 这 
因为 + € | 委 所 以 Pr 全 0. 故 Fa)e 了” 


1 


lg — 
因此 ,一 ep 如， 即 2lg 过 f(x) 过 0, 可知 ,该 选 (C). 


区 
44. 单调 性 
设 函 数 > = 二 f(x) 在 区 间 X 上 有 定义 ,如 果 对 VYzzz EX,zi 二 xX,; 恒 有 
所 站 过 折合 ) (或 次 fm)ys 
则 称 f(x) 在 区 间 X 上 是 单调 增加 (或 单调 减少 ) 的 . 


: 提 ;; 示 ; 若 f(x) 在 区 间 X 上 没有 告知 可 导 , 则 其 单调 性 的 判别 用 定义 ; 若 FCz) 在 区 间 和 上 可 导 ， 


则 利用 导数 判别 更 为 简便 . 
〖 例 1.6】 设 /GE 在 (0， 十 co) 上 有 和 定义 ,zi 2 Os 人 求证 : 


(1) 若 人 如 单调 下 降 , 则 zi 十 也) < f(x) 十 feo); 
(2) 车 个 开 单调 上 升 , 则 f(x 十 x2) 宇 f(z) 十 (xz). 


【证 】 (1) 设 zi > 0,x: 0s 是 Xl < 本 


a ld 
2 Xl 
Hm Tn) i pn 
Xl 小 Xs 
zf rt ra) Sraf Cr) zf xf rt ra) SC fxr) + fxs); 
(2) 证 明 略 . 
【 例 1.7] 设 函数 /(zx) 在 [0, + co) 上 连续 , 且 /(x) > 0, 令 
| a 
和 
F(z) = | fdt 
Ot 工 一 0 


证 明 :F(x) 在 [0, 十 ce) 上 单调 增加 . | 
【分 析 】 只 需 证 明 F(x) 在 [0, 十 co) 上 连续 ,在 (0, 十 ce) 内 下 (Cz) >0 即 可 . 
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| wa 


【证 了 因为 /(x) 二 0, 所 以 . 汝 二 0 时 ,F(x) 二 和 连续 . 
| fd 
0 
| Wa 和 
又 lim F(x) = lim 2 = lim =0= F(0), 
r-0t eg 证 | fd zx-0" f z 


即 FCz) 在 zx 二 0 处 右 连 续 ,所 以 ,F(zx) 在 [0, 十 ce) 上 连续 . 
zf nD)| foDd— FD) tf Cat 
(| reod) 
Ha[z| fea — | fa | 
(| fa) 


入 CY = z| fodr 一 | rcod, 有 


当 工 之 0 时 ,ECz) = 


We | fdrt zf Cx) Cay | fa >> 0, 


所 以 , 当 x 宇 0 时 ,g(x) 单调 增加 , 即 有 g(x) 之 g(00) =0. 故 当 z 盖 0 时 ,FE Cz) 二 0. 所 以 ， 
F(x) 在 [0, 十 ce) 上 单调 增加 ， 


二 分 段 函数 
如 果 一 个 函数 在 其 定义 域内 ,对 应 于 不 同 的 区 间 段 有 着 不 同 的 表达 形式 , 则 该 函数 称 为 分 
常见 的 分 段 函 数 : 


. 1， 当 0 
(1) 符号 函数 | 0 Wz = 0, 
一 上 当 芭 过 人 0 
(2)y 是 zz 的 整数 部 分 , 记 为 y = [xj. 
(3) 狄 利克 莱 (Dirichlet) 函数 
1， 当 z 为 有 理 数 时 
贞 当 z 为 无 理 数 时 
@ 轩 一 般 而 言 , 分 段 函数 不 是 初等 函数 ， 
三 、 反 函数 


设 函 数 y 二 /(x) 的 值 域 为 2/ ,如果 对 于 Zr 中 任 一 y 值 ,从 关系 式 y 一 f(x) 中 可 确定 唯一 
的 一 个 z 值 , 则 称 变量 x 为 变量 y 的 函数 , 记 为 
工 一 DCy)， 
p(y) 称 为 函数 y = f(x) 的 反 函 数 ,习惯 上 把 y 一 f(x) 的 反 函 数 记 为 > 一 广 (z). 
四 (y= f(x) 的 图 像 与 其 反 函 数 工 一 p(y) 的 图 像 重合 ;y 二 f(z) 的 图 像 与 其 反 函 数 》 一 
5 


第 国 篇 | 高等 数学 


广 (z) 的 图 像 关于 直线 y 一 工 对 称 . 
(2) 只 有 一 一 对 应 的 函数 才 有 反 函数 . 


(1) 把 xz 从 方程 y 二 f(x) 中 解 出 ; 
(2) 把 刚才 所 得 到 的 表达 式 中 的 zx 与 y 对 换 , 即 得 所 求 函 数 的 反 函 数 广 〈z). 


0 mi 
求 y == 1 二 站 二 的 反 卫 多 
【 解 ] 令 4 二 VI 干 于, 则 y 一 了 于， 
十 记 
一 下 证 二 
(二 2) y 
改 ™ 人 i Cy 
ep 


Wy | 
ts 1: 寺 = 下 ”过 四 求 闪 二) 
2”， 4 去 x <+% 
【 解 3 求 分 段 函 数 的 反 函数 ,只 要 分 别 求 出 各 区 间 段 的 反 函 数 及 定义 域 即 可 . 
由 y= 二 zx, 一 二 Xz 二 1 > 一 》， 一 之 y 达 1， 
于 是 , 反 函 数 为 :y 二 zx, 一 呈 之 + 达 1. 
由 y= 二 =x?,1 过 ZX 过 4>rx=Vy,l 志 yy 世 16， 
于 是 , 反 函数 为 :y 二 Vz，1<z<16. 
由 y= 二 2,4 二 Zz 过 0， 之 z= 二 logsy，16 二 y < 十 o%. 
于 是 , 反 函 数 为 :y 二 logsz， 16 一 zz 去 十 ceo， 
区， 一 5 过 交 < 
“tne | 1 
logsxs 16< x 去 十 ceo 


四 、 复 合 了 范 数 


设 函 数 y = /ao) 的 定义 域 为 D, ,而 函数 w = g(z) 的 值 域 为 Z,, 若 Z, C Dj, 则 称 函数 y= 
f[g(z)] 为 z 的 复合 函数 . 
其 中 ,x 表示 自 变量 ;4 表示 中 间 变 量 ;y 表示 因 变 量 . 
将 两 个 或 两 个 以 上 函数 进行 复合 是 本 节 的 难点 ,以 下 根据 函数 的 特点 分 别 讲 几 种 复合 的 
方法 . 

1. 代 入 法 
将 一 个 函数 中 的 自 变量 用 另 一 个 函数 的 表达 式 来 替代 ,这 种 构成 复合 函数 的 方法 称 为 代 人 
法 ,该 法 适用 于 初等 函数 的 复合 . 


〖【 例 1. 10】 设 f(x) 三 A A a -万 二 ' 求 九 (7) 
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| 
[RA = FD = = ltz ee 
V1 十 产 (z) + 并 V1 十 2z3? 
(5 去) 
f2 (x) 过 


8 人 = 


VITARG) Viz 


由 以 上 两 式 可 推测 
f(x) = 一 一 一 ， 
1 十 ?zz 
由 数学 归纳 法 可 证 明 该 式 成 立 . 
2. 分 析 法 


所 谓 分 析 法 就 是 抓 住 最 外 层 函 数 定义 域 的 各 区 间 段 ,结合 中 间 变 量 的 表达 式 及 中 间 变 量 的 
定义 域 进 行 分 析 , 从 而 得 出 复合 函数 的 方法 ,该 法 适用 于 初等 函数 与 分 段 函 数 或 分 段 函 数 
之 间 的 复合 .. 

、 多半 天 十 2 下 过 
rg1.10 设 /CD 一 | a we 1 
e82z) 3 PCZ) xx 
p(x) ， pr)=1 


Le 当 g(x) 二 1 时 ， 


0 
og 下 fLo(zx)]. 


【 解 ] /LeCz)] 一 | 


或 XI 二 0， glx) 二 x 十 2 过 1， 即 >r <— 1;s 
2 
天 这 
或 Xx 宇 0， yg(z) 二 x 一 1 过 1， 即 ( ， 0 入 E 忆 
2 < 
2 当 g(x) 之 1 时 ， 
无 过 0 
或 x+ 二 0， g(x) 二 xX 十 2 宇 1， 即 二 一 1 过 工 二 0; 
心安 一 1 
, 无 
或 + 宇 0， g(x) 二 x 一 1 之 1， 即 ，， 二 Zz 宕 V2. 
这 
cn 沽 将 二 才 
Z 十 2， 一 上 委 工 二 0 
综 述 ， 一 。 
宗 上 所 述 , fLp(x)] Bt, i 
Z2 一 1， x 
4—zx:， |z| 过 2 
| 1. 12】 i 二 :人 (x)]. 
【 例 1.12] 设 /zx | i 
(x)| = 3 
[I/D = | Fro 
1” 当 | 六 页 | 委 2 时， 
站 
2 时 < “> 人 - | 4; 
或 | 炙 | 委 冯 ( 雪 完 2 二 愤 苹 6 se 
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| 记 | 汪 多 | f0Y | 三 人 六 中 3 | 让 | 入 入 
2 当 | Fx) | 2 时 ; 


或 | x | 2 | pO | | 总 es 
[zl>V6 或 |z|1<V2 
| zl 委 2 

as whem 

或 1x|>>2,1f(z) |=0>>2， 矛盾 . 
Oy |z1<vZ 

综 上 所 述 ， Mea ”Pe 
i |z|>2 
3. 图 示 法 


所 谓 图 示 法 是 借助 于 图 形 的 直观 性 达到 将 困 数 复合 的 一 种 方法 ,适用 于 分 段 函 数 , 尤 其 是 
两 个 均 为 分 段 函数 的 函数 复合 . 

QO 先 画 出 中 间 变 量 函 数 二 p(x) 的 图 像 ; 

加 把 y= 二 f(w) 的 分 界 点 在 xOu 平面 上 画 出 (这 是 若干 条 平行 于 工 轴 的 直线 ); 

@ 写 出 在 不 同 区 间 段 上 x 所 对 应 的 变化 区 间 ; 

@ 将 @ 所 得 结果 代入 y 二 f(w) 中 , 便 得 y 二 JLpCz)] 的 表达 式 及 相应 xz 的 变化 区 间 . 


RN _、 = 1 十 元 ， =0,， 让 
【 例 1.13] 设 /02) = | i 
1 -sy < 二 间 
【 解 】 令 f(x) = , 则 /w= | 和 he 
1 十 Z，Z<0 
、 性 大 = 见 = 
1 作出 w= f(z) 全 -一 0 的 图 像 , 见 图 1-1 
1 sy 过 0 
2° 再 在 图 1-1 中 作出 > = /co = | sr 的 荔 界 上 
3 & 之 0 


一 0 的 图 像 (z 轴 ); 
3” 从 图 中 可 以 看 出 : 当 工 二 一 1 时 ,4 二 0; 当 一 1 过 x 时 ,u 宇 0; 
4” 将 3 代入 y= 二 flwu) 中 ,得 
ps i cS 
1 rt2 一 1 


Re | 
〖 例 1. 14】 设 f(x) = 去 (z 十 lal 


es <0 
9 局 ( 守 Y |s 
rc = (ofp) 


ok 沁 必 
0 区 六 


〖 解 3 方法 一 :f(x) : (zx 十 |z|)= 


全 2 


Su— pn = | y 
2 0 
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1” 作出 w= g(x) 的 图 像 , 见 图 1-2; 


划 之 u=e™ 
2” 再 在 图 1-2 中 作出 y= /Cw 一 | “的 分 界 点 u 一 0 的 图 
0 u=<0 
像 (zx 轴 ); 
3 从 图 中 可 以 看 出 , 当 x 二 0 时 ,uu 二 ee”, 当 xz 宇 0 时 ,wu = xz?; 


2 天 过 
4” 将 3 代入 y= fl(w), 得 Lp(Cz)] = | a 
Sy 1 图 1-2 
方法 二 :注意 到 p(x) 宇 0， 
os 0 


AN S 一 1 Ss = 
所 以 f[pg(z)] = Lp(7) 十 | PCz) | = 9(Z) ji so 
五 、 初 等 函数 


由 常数 C 及 基本 初等 函数 通过 有 限 次 的 四 则 运算 或 复合 而 成 的 只 能 用 一 个 式 子 表示 的 函 
数 , 称 为 初等 函数 . 


三 个 恒等式 as = zx(zx 记 0) 
arcsinx 十 arccosZx 一 到 € [一 1,1] 
arctanz 十 arccotZz 一 二， E€ (一 coyco) 


六 了 苑 数 的 极限 及 其 连续 性 


.数列 极限 
limz, = aS Ye > 0, 存 在 一 个 正 整数 N, 当 ?> 六 时 , 恒 有 
| 区 一 让 < 区 
2. 函数 极限 
limf(zx) = A 名 Ve 之 0, 存 在 一 个 X>0 当 | zx|>>X 时 , 恒 有 
| Fe A 
lim f(z) 二 A 台 Ve 二 0, 存 在 一 个 8 二 0, 当 0 二 | x 一 zo | 二 6 时 , 恒 有 
| CE) — A | 
3. 左右 极限 
左 极限 : 广 (zo) = f(zxo 一 0) 二 limf(zx) 二 A 
必 Ye 记 0, 存 在 一 个 8 汪 0,; 当 0 二 xo 一 x 二 6 时 , 恒 有 
| f(x)—Al|<=e. 


有 极限 :fi (zo) = f(zxo 十 0) = limf(x) 一 人 


今 Ye > 0, 存 在 一 个 5 之 0,; 当 0 二 zx 一 zo 三 6 时 , 恒 有 
| f(z) CO— A | 过 EE 
全. 无 穷 小 (以 0 为 极限 的 量 称 为 无 穷 小 量 ) 
lim rz) = 09VYe 二 0, 存 在 一 个 X >>0, 当 |z|> 和 时, 恒 有 


工 一 ce 
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| f(x) | 
limf(zx) 一 0 全 Ye 之 0, 存 在 一 个 8>0, 当 0 过 |1z 一 z | 过 6 时 , 恒 有 
| fz) | 
5. 无 穷 大 (实际 上 是 极限 不 存在 的 一 种 形式 ) 
在 自 变量 的 某 一 变化 过 程 中 , 若 函 数 f(x) 的 绝对 值 无 穷 增 大 , 则 称 函 数 f(x) 为 无 穷 大 量 . 
limf(zx) 一 2 舍 YVM > 0, 存 在 一 个 X > 0, 当 |z|> 和 时 , 恒 有 
| f(z) |>M. 
lim f(z) 二 co 今 YVM 0, 存 在 一 个 $ 盖 0, 当 0 二 | zx 一 xo | 二 5 时 , 恒 有 
| f(x) |>>M. 
@ 无 界 变量 与 无 穷 大 量 的 区 别 : 无 穷 大 量 一 定 是 无 界 变 量 , 但 无 界 变量 不 一 定 是 无 穷 大 量 , 例 


如 ,y 二 f(x) = zsin 工 是 无 界 变量 ,但 不 是 无 穷 大 量 . 因为 取 工 一 心 证 2 十 全 时 ,f(x,) = 


2nn 十 克 ， 当 n 充 分 大 时 ,f(zx,) 可 以 大 于 一 预先 给 定 的 正 数 M; 但 取 x 二 x, 二 2nx 时 ,f(x,) 二 0. 
6. 无穷 小 的 比较 (重点 ) 


设 lim al(zx) = 0， lim B(x) = 0. 
5 天 ”0 


(zco) (Yoco) 


(1) 车 lim &z) 一 0, 则 称 w(z) 是 比 BCz) 高 阶 的 无 穷 小 , 记 为 a(x) = o[8Cz)]. 


PCz) 

(2) 车 lim ye = co, 则 称 a(zx) 是 比 BCz) 低 阶 的 无 穷 小 . 

(3) 若 lim es = CC(C 关 0), 则 称 alz) 与 BCz) 是 同 阶 无 穷 小 . 

(4) 车 lim 二 = 1, 则 称 cz) 与 B(z) 是 等 价 无 穷 小 , 记 为 a(x) ~ BCz). 
w(CZ) 


(5) 若 lim gi) 二 CCC 天 0), 民 之 0, 则 称 wCz) 为 B(x) 的 & 阶 无 穷 小 . 


常用 的 等 价 形式 


当 zx 一 0 时 ， sin XX~~xX， arcsinX~X， tanx~z， arctan ZX ~ x, 


本 人 十 二) ~ ze 1l~ zl cosr~ Tr (lx) 1~ i 


【 例 1. 1$S】 设 f(x) = | sinCe dr, gCz) 二 十 ZX, 当 x 一 0 时 , 则 
0 


(A)f(z) 与 g(x) 是 等 价 无 穷 小 . (B) f(z) 是 比 g(zx) 高 阶 的 无 穷 小 . 
(C) f(x) 是 比 g(Cz) 低 阶 的 无 穷 小 . (D)f(z) 与 g(x) 是 同 阶 ,但 非 等 价 无 穷 小 . 
【 】 


( 0 ) 用 洛 必 达 法 则 jim sin(sin*x)cos x 


s+0 Xi 二 x 0 z=0 3z: 十 4z3 


= lim x 一 过 
zz0 3Z2 十 4 3 


Sin 工 | (二 
f(z) a | Sin 
【 解 ] 因为 lim 人 [3 = lim 
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Be 

所 以 该 选 (D). 
【 例 1.16】 当 一 0 时 ,下 列 函 数 哪 一 个 是 其 他 三 个 的 高 阶 无 穷 小 

(A)z’. (B)1 一 cosx. (C)z— tan (D)In(1+ xz’). 【 】 
【 解 】 因 为 当 z > 0 时 1 一 coszr 一 Fx ,nl Em 二 娠 ， 
_ 

lim TT— tanz _ Jim cos’Xx Jim cos:z—1 1 lim Sin2 并 1 

0 zx? 0 Zz 0 2z COSIX zr0 2 六 COS2 并 

所 以 该 选 (C). 


【 例 1.17] 把 x->01 时 的 无 穷 小 量 a = | cost de,p 一 人 tanyt dt,y = [sine a 进行 排列 ,使 排 
在 后 面 的 是 前 一 个 的 高 阶 无 穷 小 , 则 正确 的 排列 次 序 是 
(A)a,B,Y. (B)a,y,p. (C)B,a,y. (D)B,Y,a. 【 】 
【分 析 】 凡 涉及 比较 的 无 穷 小 量 个 数 三 3 ,一 般 这 样 处 理 : 先 写 出 各 无 穷 小 的 等 价 无 穷 小 ,然后 再 
比较 ;或 者 先 求 出 各 无 穷 小 的 导数 ,然后 写 出 对 应 的 等 价 无 穷 小 ,最 后 再 比较 . 
【 解 〗3 当 过 一 0+ 时 ,a’ = coszz 一 11,8 一 2ztanz 一 2z2 ,7 = 


sinz 一 二 
比较 以 上 结果 ,可 知 应 选 (B). 
7. 函数 连续 性 概念 
定义 1 设 函 数 f(x) 在 z 的 邻 域内 有 定义 ,给 z 在 zu 处 以 增 量 Az, 相 应 地 得 到 函数 增 量 
Ay 二 f(zo 十 Az) 一 f(zo). 若 极限 
limAy = 0% 
则 称 f(x) 在 xz 二 xo 处 连续 . 
定义 2 设 函 数 f(x) 满足 条 件 : 
(1) f(x) 在 zo 的 邻 域 内 有 定义 ; 
(2) lim f(zx) 存在 ; 
C3 lim f(z) = f(zxo0), 
则 称 f(x) 在 xz 二 zx。 处 连续 . 
【 注 一 般 来 讲 , 证 明 性 的 命题 用 函数 连续 的 定义 1 较 方 便 ; 判 断 函 数 在 某 点 是 否 连续 ,尤其 是 判 
断 分 段 函 数 在 分 界 点 处 是 否 连 续 用 定义 2 较 方便 . 
定义 ”车 f(z) 在 (a,b) 内 任 一 点 均 连 续 , 则 称 f(x) 在 (a,b) 内 连续 . 
定义 ”车 f(x) 在 (a,b) 内 连续 ,在 x 二 a 处 右 连 续 [ 即 limf(x) = f(a)j], 在 zx 二 5 处 左 连续 


I—*a 


[ 即 limf(zx) 二 了 (2)], 则 称 f(x) 在 La,b] 上 连续 . 


工 - 


8. 间断 点 

定义 ”车 f(z) 在 zo 处 出 现 如 下 三 种 情形 之 一 : 
(1) f(z) 在 xo 处 无 定义 ; 
(2) lim f(x) 不 存在 ; 


(3) lim f(x) 天 f(zxo), 
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则 称 ze 为 f(x) 的 间断 点 . 


间断 点 To 的 类 型 : 
第 类 间断 点 -全 _ PCz) ,fi (zs) 均 存 在 ,其 中 
若 (ao E fr (zs) 5 Fo2 ? 立 一 0 称 为 可 去 间断 点 . 


若 f (xo) 天 了 (wa) srt = Wo 称 为 跳跃 间断 点 . 


第 工 类 间断 点 -全 f_(zxo) ,f(zo) 至 少 有 一 个 不 存在 . 
若 f(z0), fo xo) 之 中 至 少 有 一 个 为 co, 则 这 一 了 0 称 为 无 穷 间断 点 . 


七 .重要 公式 和 定理 
定理 1 limf(z) = ASf- (zo) = f+(zo) = A. 


定理 2 lim f(x) = ASGf(r) = Aa(l(z) ,其 中 lima(x) = 0. 


【 例 1. 18] 设 lim Sn6z 十 2 = 0, 求 lm 二 人 2 


sin6x 二 Xf (x) 
3 
到 


下 6 元 十 完 f (x 
0 A 


【 解 〗1lim 


ZZ»0 


二 0 十 a(x) = a(z), Hlima(x) = 人 0 


Osin6t + zf (zx) = a(x)r’ 
全 6 十 ZF(Cz) = 6r— sin6zr a(x)z. 


当 ee Ss 0 时 9 
is SF = lim dr ee) lim( 于 一 se 二 a (zx)) 
zx—0 还 -0 还 0 


三 和 让 6 二 Gcosh Re 36sin6x _ 36. 
X=0 朵 工 -0 6 并 


定理 3 ”( 保 号 性 定理 ) 若 limf(x) = A> 二 0( 或 A 一 0), 则 存在 一 个 8 盖 0, 当 zeE (ro 一 9， 


nt. 


Zzo 十 6) 且 xz 关 zo 时 ,f(x) 之 0[ 或 f(x) 二 0]. 
定理 4 车 limf(x) = A,f(zx) 宇 0[ 或 f(x) 二 0], 则 A 宇 0( 或 A 过 0). 


xo 


定理 5 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 
定理 6 〈 夹 禹 定理 ) 设 在 ze 的 邻 域内 , 恒 有 g(x) 志 f(x) 志 y(z) ,有 limg(z) = limy(zx)=A, 


则 lim f(x) = 


0 


【 例 1. 19] un 二 

【 解 】 因 为 0 过 x 过 1,V3 过 Vz 十 3 过 2( 把 舍 的 项 留 下 来 )， 
i zr Vii+3 2r ,07rA1. 
于 是 [vd | > VT TF3dz < | 2x"dz. 


tl 
而 lim| V3z"dz = lim V3 | 一 jim5T= 一 0， 
xr"! 1 2 
lm| 2 de = 12 了 |， er 0， 
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1 
故 lim| x” Vx 二 3dz = 0. 


【 例 1. 20】 求 im(1 十 2" 十 3")”. 
【 解 〗3 过 (1 十 2 ee 
而 lim3 。3* 二 3( 因 为 lim Ya = 1(a > 0))， 


故 ”lim(1 十 2" 十 3")* 一 


n zr n 
【 例 1.211 求 im /1 十 z 十 (于 ) (z 宇 0). 


[分析] 比较 1,x" 和 (于 ) 的 大 小 ,首先 看 不 等 式 -起 过 1 是否 成 立 . 


可 


国 海关 芳和。 二 二 ,所 以 工 宇 2 时 ,zx" 过 (5). 
这 


2 
即 必须 将 [0, 十 ce) 分 成 [0,1],(1,2],(2 十 ce) 三 部 分 进行 考虑 . 


【 解 ]1” 当 0 过 zz 入 1 时 ， 
< 站 + 十 | () EE 


因为 im 3 = 1, 所 以 当 0 x 过 1 时 ,lim 广 +z 十 位 i 


2 当 1 之 Zz 过 和 2 时 ， 
各、 再 
总 之 十 厂 汕 [全 V3z. 


站 -co 


有 从 巷 
所 以 , 当 1<z 委 2 时 ,lim | = 


3” 当 工 之 2 时 ， 


多 1+z' 十 ( 夺 ) < 
思 2 BS 2 

于 这 2 
又 2 


所 以 , 当 工 之 2 时 ， lim /1 x Sa! (本 


7 过 
综 上 所 述 。 lim 十 mm+( 写 ) = 人 
EE 下 2 


定理 7 ”无穷小 的 运算 性 质 
(1) 有 限 个 无 穷 小 的 代数 和 仍 为 无 穷 小 ; 
(2) 有 限 个 无 穷 小 的 乘积 仍 为 无 穷 小 ; 
13 
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(3) 人 


3) (2 十 cosz 一 3sinz)， 


对 一 2 十 5 
【 解 】 3 or 0, | 2 十 cosrz 一 3sinz | 和 去 6， 


x" 一 2 关 十 5 
所 以 lim (3 十 2z 十 3 


【 例 1. 23】 求 limsin《 Vn 二 1x). 


: 提 ;: 示 : 凡 函 数 的 表达 式 中 含有 a 十 V6 (或 Va 十 V5 ) , 则 在 运算 前 通常 要 在 分 子 分 母 乘 以 其 共 粥 根 


式 4a 一 V0 (或 Va 一 V0), 反 之 亦 然 ,然后 再 做 有 关 分 析 运 算 . 


)® Feosr = Basinw) = 和. 


【 解 】 limsin( Vn 二 1x) = limsin[ ( VR 十 1 一 n)x 十 nxj 
= lim(— 1)"sin( Vr 十 1 一 mx 一 lim( 一 1)"sin 一 一 一 一 . 
neo 3 7 十 1 十 7 
因为 当 n -> ce 时 ,sin ~ 于 > 0 (n— co). 


Vn 十 1 十 n Vn 十 1 十 n 
又 | (一 D" | 一 1 所 以 limsin( VW 十 1x) 一 0. 
定理 8 (无 穷 大 与 无 穷 小 的 关系 定理 ) 
在 同一 变化 趋势 下 无 穷 大 的 倒数 为 无 穷 小 ; 非 “0” 的 无 穷 小 量 之 倒数 为 无 穷 大 . 
定理 9 极限 的 运算 法 则 
设 lim f(x) = A, lim g(x) = B, 


TI"xo 


(x—>00) (rz—>00) 
则 (1l)limlL Foz) 士 gCz)]=1limFz) 士 lmg(Cz) 一 A 士 也 . 
(2)limf(x)g(zx) = limf (x)limg(zx) = AB. 


fx) _ mA) _ 
g(xz) limg (zx) 


定理 10 洛 必 达 法 则 
法 则 I 《全 型 ) 设 函 数 (zx),g(z) 满足 条 件 : 
(C1) lim f(x) 0, limg(z) ="08 
(2) f(z) ,gCz) 在 x 的 邻 域内 可 导 (在 部 处 可 除外 ) 且 g 人 Cz) 天 0 
(3) lim 信号 存在 或)， 


(3)1im 


A 
万 (了 和 0)， 


和 Fe pC) 
Wm ny 


法 则 I” (局 型 】 设 函 数 /(z),g(zx) 满足 条 件 ， 
(1) lim f(x) 一 0，,limg(Z) = 03 
(2) 存在 一 个 外 守 0, 当 |x | 之 耻 时 ,f(x),g(zx) 可 导 , 上 且 g (zx) 关 0; 


(3) lim 万 4z) 存在 (或 co)， 
z= (xz) 
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i 2 (zx) 
则 lm SC) Wn 到 《二 


法 则 了 (这 型 ) 设 函 数 /(x),g(z) 满足 条 件 : 
Cl) Bm Ce) 一 co 8 一 ce; 
oy py 在 ze 的 邻 域内 可 导 (zo 处 可 除外 ), 且 g (x) 关 0; 


(3) lim fe 存在 (或 o0). 


六 0 g( 
jt 三 可 ta 
有 一 Sy 


法 则 于 Pe 
纺 用 治 必 达 法 则 应 注意 的 事项 : 
(1) 只 有 -5 或 2 的 未 定式 , 才 可 能 用 洛 必 达 法 则 ,一 次 利用 洛 必 达 法 则 后 得 到 的 式 子 只 要 是 


则 可 一 直 用 下 去 ; 
(2) 每 用 完 一 次 洛 必 达 法 则 ,要 将 式 子 整理 化 简 ; 
(3) 为 简化 运算 ,经 常 将 洛 必 达 法 则 与 等 价 无 穷 小 结合 使 用 ; 


人 9 Hm Lt 不 存在 ( 非 co 型 ) 为 lim (2 不 春 查 4 
ra g (x) SN\ 工 


Ce a 


(5) 当 工 一 ce 时 ,极限 式 中 含有 ap nih 
当 工 一 0 时 ,极限 式 中 含有 sin 二 ,cos 二 二 ,不 能 用 洛 必 达 法 则 . 


【 例 1. 24] 求 lim 毕 一 Sinz 一 | ( 型 | 


(arcsinz)’ 


【 解 】 因 为 arcsinz ~ z, 原 极限 = lim = 2 二 


、CO 
车 或 S， 
CO 


【 例 1. 25】 求 下 列 极限 


Bi 
SO— 


be me (三 型 )， (2) lim 本 (0 型). 


zeo 3T— 2cosz ce z=0 (arctanzx)’ 


Ls in 
[ 解 ] (1) lim ne lim z < 


一 2cosX 同 除 以 x x 一 ~ > 
es 


( 国 汶 时 0 时 车 之 二 | | | 
和 ;下 
(2) 当 过 一 0 时 ,arctanz 一 工 ， 


ss 
Si =— 


原 极限 = lim 7 0 limzsin 二 一 0. 
定理 11 初等 函数 在 其 定义 域 的 区 间 内 连续 . 


sinz 
lim 二 1 
r=0 并 


重要 公式 (1) : 
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ya 
0 击 
该 极限 的 特点 ， ja LE 
@sinD] 与 分 数 线 下 方 的 变量 口 形式 一 致 . 
Oi 
2 
es 6 SE 
| 1. 26】 求 1i -一 一 一 一 一. 
【 例 】 a 
1 , 
re a RR 加 S1 贡 一 一 1 V2 
UR 2 VD 三 一 et 1 2 好 一 ss 二 a Voz —1 有 
公式 (2): lim(1 +x)* =e 
QD1” 型 未 定式 ; 
Rn I 括号 中 1 后 的 变量 (包括 符号 ) 与 雷 互 为 倒数 . 


ntl 
【 例 1. 27】 求 lim 大 二 过 一 1 
noo n 


n 


nt1 nt1 Sin 

【 解 ] lim (n 二 1) i 1 lim (2 十 十) n 
no0 n” n noo a 可 
n 


= lim (1 十 三 ) +i) =e1.1—e 


(1]) 设 limulx) = 二 a 记 0,limv(x) = 5b, 且 limu(x)v(x) 存在 , 则 lim[u(x)j]*? 二 a 
[limul x) J ™® ; 

(2) 设 limu(x) = 二 0,limv(x) = co,， 且 limnx(Cz)oCz) 存在 ， 则 lim[1 十 w(x)j]”*” 

limu(z)uCz) 。 


三 


(3) 设 limu(x) = 1,limv(x) = ce, 上 且 limLx(z) 一 1]vCx) 存在 , 则 lim[u(x) 7 


lim[ wz) 一 1]oCz) 


= € 
证 明 : 对 于 (2) 给 出 证 明 如 下 ， 
lim[ 1 十 u(xz) ] ”7 lime™*™ te)] a elimv(z)InLI+w(z)] _ 等 价 无 穷 小 代 换 _ Elimw(xz)wz) 


【 例 1. 28】 求 下 列 极限 : 


= 于 aa 入 


(1) lim(1 + sinz )i 5 ] 十 sinzx 


(2) lim(1 一 2z) 本 3 (3) lim( 
【 解 】(1) 该 极限 为 1” 型 ,因此 其 底 必定 为 e, 转 而 求 其 究 的 极限 ， 


jardin 
J SINT “这 cos 


， 6 Ly 2 
lim(1 十 sinz )Feos 一 ee = 全 学 ， 
-0 
3 lim (—2z7) a 2 
(2) lim(1 — 27)™ 一 @* 一 e . 
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(3) 原 式 = lim (1+ 


i 
一 e: ”一 ee 一 e: = 
【 例 1. 29】 求 下 列 极限 : 
;一 和 /nn 十 1nn\ 高 1 
hel Tol? High eT) * ll) 
【 解 】(1) 原 式 = lim 人 (1 一 二 2 ) 二 
zo0 Ka 
入 十 Inx 二 2lnz \ 访 
《2 党 呈 二 到 则 lim (> | lim (1 一 | 
_ 
故 原 极限 一 e. 
| i i 
(3) 原 式 = lim (cos | = lim (1— sin 全 | 
i x 和 
ee (一 sin +) 豆 mm (于) 二 交 说 
ee 1 sr 
【 例 1. 30】 求 lim (cos 一 十 sin | 
Tc bs py 
a , 1 eh : 人 
【 解 】 原 式 王 lim| (cos 本 十 Sin ) | es lim (1 十 sin 二 
lim sin 二 .到 lim “ns 
E 2 » = 人 @ 
【 例 1.31] 求 iim (ee) 
r=0 n 
【 解 】 原 式 一 lim (1+° 十 ez 十 … 十 e = 
-0 n 
车 ia te 用 洛 必 达 法 则 由 下 2 人 etD 
(Zz 十 a) 玉 (zx 二 6) 下? 
| 1. 习 
【 例 1 32】 Rlim (并 十 @ 十 D)2rre1 
(za) (天 十 br 1 
式 一 1 = 
U1 = nT 6 EE 


因为 如 人 二 和) = elm( th) —e 


有 一 十 8 ， 
所 以 原 极 限 一 示 = 省 全 的 
六 二 WM 
重要 公式 (3); |lim az 十 aa 十 必 十 arlz 十 mu 一 


rc box” bir™! 十 … 十 Di 工 十 D， 0， 二 而 
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求 z+ 一品 时 的 极限 ,通常 用 “ 抓 大 头 ” 的 方法 处 理 .所谓 “ 抓 大 头 ”, 就 是 抓 住 关于 z 的 最 高 
次 数 的 项 ,而 把 其 余 的 项 略 掉 , 例 如 : 


lita 2 az” 十 … 十 an 一 lim Gd 
-oo Bw sp bx” l 十 ep 二 五 ， 并 ce box™ 
【 例 1. 33】 求 下 列 极 限 : 
. 2zt 一 1 . ln(1l00zx’ 十 2z 一 5) 
(Dbm 2) Um Tt Br 1 
(2x— 3)”(3zx++2)” 
(3 Ht (2x + 1)5 
4 
请 原 式 = itm 至 三 
工 -co 3 元 3 
nioorcey nm lnl00-3lis 32 _ 3 
1 
We DB 
(2 原址 = lim (2 过 )5 (3) 
2 
【 例 1.34] 已 知 lim (于 3 6 二 3, 求 常数 46. 
sp 
zo0 工 十 1 
和 公式 G) 有 | -> 1 
ee 


重要 公式 (4): ”函数 f(x) 在 x 二 zo 处 连续 合 f_ (zo) 二 f+(zxo) 二 f(xo) 


Al(cos2x — cos3z) 


2 过 必 
【 例 1.35] 设 /(z) = ”0 在 zx = 0 处 连续 . 试 确定 A,B. 
Bsinz +| cost” dt 
2 ， 区 2 0 
区 
【 解 】 六 (0) = lim 和 Ceos2z 一 cos37) _ lim A(— 2sin2x 二 3sin37) 
TO x TO0 2 
三 过 人 (一 4cos2z 十 9cos3z) _ 5 A 
im 


TO 2 2 
Bsinz 十 i cost: dt 
9 二 lim(Bcosz 十 cosz2) 一 1 十 B， 


0 


0 二 


因为 f(x) 在 z= 0 处 连续 ,所 以 f_-(0) = (0) 二 了 (0). 


5 | 8 


当 二 十 ce 时 ,以 下 各 函数 趋 于 十 ce 的 速度 
lnzsz(a>0), a(a>1); x” 
由 慢 到 快 ~ 
当 n -> oo 时 ,以 下 各 数列 趋 于 十 ce 的 速度 
lnsn (a> 0), a’(a>1), nl,n" 
由 慢 到 快 


重要 公式 (5) : 


> 
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知道 了 函数 趋 于 无 穷 ( 十 ce) 的 速度 后 ,可 求 出 一 些 极 限 ,例如 : 


lim 和 = 0, i RL 
mco nN n=o0 lnn 
几 个 常用 极限 
limvYa (a > 0)=1 特例 :limVn = 1 
lim arctanz 一 到 lim arctanz 一 一 二 
工 二 十 co 工 -一 cc 
重要 公式 (6) : 
lim arccot 工 一 0 lim arccotz = x 
wa 5 
lme 王 0 lim ez 一 co 
了 -一 CC 工 -十 ce 
limz” 1 
z=0t 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 ”未 定式 的 定 值 法 


1. 1 型 的 求解 方法 

(1) 通过 因 式 分 解 或 根 式 有 理化 ,消去 “0” 因 子 ,再 用 极限 运算 法 则 或 连续 函数 极限 的 求法 
求解 . 

所 谓 根 式 有 理化 是 指 极限 式 中 含有 Va 士 V5 (或 a 士 V2 ) 的 题 型 ,在 求 极限 之 前 先 用 它们 的 共 
罗 根 式 Va 干 V6 (或 a 干 V6) 分 别 乘 以 分 子 、 分 母 ,使 其 <0” 因子 呈现 出 来 的 一 种 运算 . 

(2) 利用 等 价 无 穷 小 的 运算 性 质 : 

设 limaCz) =0， limB(z) = 0， a(z) ~a’ (zr), BC(z) ~ B" (7z), 则 


acCZz) _ 和 a” (ZX) 
Bz) B* Cx) 


图 采 . 除 可 用 等 价 无 穷 小 代 换 , 加 减 运算 最 好 不 用 等 价 无 穷 小 代 换 . 因为 掌握 不 好 “ 度 ”, 易 
出 错 . 
(3) 洛 必 达 法 则 (这 是 求解 了 型 极限 的 最 有 效 方法 )， 


lim 


(4) 变量 替换 ( 数学 运算 的 原则 是 一 步 比 一 步 简单 , 若 用 洛 必 达 法 则 后 , 式 子 反 而 比 原来 的 


复杂 ,说 明 用 法 则 达 不 到 求解 目的 . 此 时 应 想到 变量 替换 法 ,通常 是 令 工 一 妆 必 为 自然 数 ) 


【 例 1. 36】 求 下 列 极限 ， 


1 一 Vcosz 1 十 tanz — Vi sinz 
(mw 一 epg 2y fn sion 
zz0t TX(1 — cosVz) x0 zln(l+zx)—z 


[sinz — sin(sinx) lsinz 
+ ; 


(3) lim 
0 
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1— Vceosz . (1l— Vcosz)(l+ Wcosz) 
【 解 】(1) lim 一 lim ( 根 式 有 理化 ) 
zt T(1—COSVT) rorfz(1 一 cosVz)(1 十 Wcosr) We 


1 1 一 cosz 1 
二 二 lim -二 cos (等 价 小 代 换 1 Es 2 
7 J ee , ( 无 穷 小 代 COS 工 2T ) 


EW 
一 二 lim 2 二 二 
i 
(2) lim Vl 十 tanz 一 V1 十 sinzx 
0 zln(1 十 Z) 一 2 
= i tanz 一 Sin ( 根 式 有 理 ) 
<0 (zln(l++zx)— 7x) (Vitanz + Vi sinz) 化 
十 本。 后 攻克 由 一 C08 i sinx ji 
“2 li 小 ln(1 十 和 工 ) 一 并 2 lips 外 ( 洛 必 达 法 则 ) 
1 
sinz We 
一 一 也 lim 一 (1 十 z)= 到 
(3) lim [sinz 一 Sn Jsinz 


_ 1. sinz 一 sin(sinz) 次 ,， cos 工 一 coszcos(Csinz) 
一 lim 一 一 一 limn 一 一 一 


Te0 pe wd) 37x? 
ER 
= limcosz » lim 工 二 cosGsinz) jim et 兰 , 全 - 
的 x0 37° 0 32 6° 


[因为 1 一 cos(sinz)~ 到 Csinz)9] 


【 例 1.37】 求 lim 工 一 arcsinzZ 


(arcsinz)3“ 
Se 
2 ; i 
【 解 ] 原 式 一 lim 一 Slim— 人 一 二 =limYli—£ 1 
z=0 ;a zr0 3 z=0 3x? MI— zx: 


ty 


rz"0 3xz2 VI— zx (VI—zx +1) 6 
【 例 1.38] 设 f(x) 在 zx=12 的 邻 域内 为 可 导 函 数 , 且 limf(zx) = 0, limf’ (x) 二 1000. 求 极限 


| 加 feau lde 


J 
12 12 
es | Red J i 
—3(12— x)’ -12 6(12— ww) zl12 = 


= ~ limf(z) 皮 汪 limzf’ (x) = 1 x 12 x 1000 = 2000. 
3 zl12 6 zl12 6 


1 


【 例 1. 39] 求 lim es. 
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S 


【 解 ] 若 直接 用 洛 必 达 法 则 , 则 原 式 = lim 一 - 训 - = 去 lim S 襄 , 比 没 用 法 则 前 复杂 ,可 见 此 路 
不 通 ! 


用 变量 替换 法 : 令 = 去 ， 


1 
Ho|- 
FS 


/ 原 式 = 二 lim OS = lim Dt 一 … 一 lim 一 0. 
2. 二 型 的 求解 方法 


(1) 洛 必 达 法 则 ; 
(2) 变量 替换 法 化 为 上 型 . 


| er dz 
【 例 1. 40】 求 lim 一 一 
ze ze” 
十 co 本 二 2 ee i 到 0 2 


1 | dz 
nw 二 = 
2 lnt 


1 (™ dz 
二 | 区 十 Inz .1j 
【 解 】 原 式 = lim ed nk ns = lim 
Zz 十 oo 


I IT 十 co sy 工 - 十 co 


【 例 1. 41】 求 lim 


一 二 


x 一 十 吕 与 x 一 一 0o 的 极限 ,两 者 相等 , 则 x 一 ce 时 的 极限 存在 ,否则 不 存在 . 


【 例 1.42] 求 lim 一 Zarctanz. 
X00 e 十 工 


并 
1 二 arctanz 
人 


【 解 】lim e — xarctanz _ J 3 
zt 时 十 工 se 本 


1 
一 er — arctanz 


: lim 世 二 开 , 故 极限 不 存在 . 
工 一 一 co € 十 : 刻 XI>—oo 二 er 十 1 2 


ee” — Xarctanz _ 


8.co 一 co 型 之 站 型 或 二 型 ,再 用 法 则 或 “ 抓 大 头 ”方法 处 理 ,求解 方法 有 三 种 
(1) 通 分 ; (2) 根 式 有 理化 ;(3) 变量 替换 . 
【 例 1. 43】 求 lim (三 一 cotz】 (co 一 co 型 ). 


2 人 
【 解 】 原 式 = lim (= OF = lim Sa COS2 x 


Xx: sin’z 就 区 2 sin x 


， sin2z 一 xX:cos’x Sinz 十 zcosz sinx— zcosz 
= lim 3 = lim 。 
-0 这 x0 光 le 
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.Sinw ©— xcosz :COST 一 cosz 二 Xsinz 2 
= 2 linm E = 2 lim 本 十 一 过， 
z=0 并 xz-0 3 未 3 


【 例 1.44】 求 lim [z+ 一 zln(1 守 二 ) |= 一 co 型 ). 
【 解 】〗 该 题 不 能 通 分 ,更 不 可 能 用 根 式 有 理化 ,因此 只 能 用 变量 替换 法 . 


大 二 


了 二 Fl ln(l1 十 2) -FO— ln(l1 二 2) 
Ra te} et] tn + 


t>0 


= lim = ln 


10 2 :0 i 2 
【 例 1.45] 求 lim (Wz Vityz 一 Vi) (> 一 型 ). 
ER 原 式 = lim 一 一 人 十 笃 二 上 
dt 
和 .0. 型 之 了 型 或 型 ,再 用 法 则 或 “ 抓 大 头 ”方法 求解 
设 lim f(x) = 0，lim g(x) = 0, 则 


I>zx0 


( 抓 大 尖 ). 


(z ee 人 ee) 


lim f(x)g(x) = lim 人 省 [2 型 ) , 称 将 FFCz) “下放 ”. 


并 0 


(zo0) Ey fx) 


limf Cx) g(x) = lim 2 (5 型 , 称 将 g(z)“ 下 放 ”. 
2 
【 注 ) 对 数 与 反 三 角 函 数 一 般 不 “下 放 ”, 因 为 下 放 后 的 导数 比 原来 的 复杂 ,违背 了 数学 运算 的 原 


则 ,例如 (Clnz) 二 I,( . = La 后 者 比 前 者 复杂 ， 


lnz 


Z(Cln 


【 例 1. 46】 求 lim ( — arctan2x’ jw (0 。co 型 ). 


凶 . 
2 
TT 2 4 并 

二 一 arctan27 2 ] 


i _ 1+ (C2) : 
【 解 ] 原 式 一 lim Ime ln 


半数 恒等式 
省 和 0 oo 型 之 0 型 或 22 型 
N=€" 0 CO 


现 以 0" 型 为 例 , 设 limf(zx) = 0,limg(x) 二 0, 则 
limf (x).™ (G0 a limes /7 二 站 elmeg(z)in7(z) ,指数 为 0 。 CO 型 . 
ce" ,1” 可 作 类 似 处 理 . 


图 1- 型 的 极限 有 两 种 求法 ; (1) 用 对 数 恒等式 化 为 0。 cc, 再 化 为 二 或 习 ; (2) 利用 公式 


65.0",ce" ,1” 型 


lim(1 十 z) 二 e 或 lim (1 十 二 ) 一 求解. 一 般 来 讲 , 圭 指 函数 的 底 呈 [1 十 x(z)] ,或 易 化 
成 这 种 形式 的 [其 中 u(x) -> 0], 用 后 者 简单. 
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【 例 1. 47】 求 下 列 极限 : 


(1) lim Zr re lim (cotx)* ms (9) lim (Sarctanz ) 1(4) lim (en) 


z=0t zs0t 0 
li -地 
【 解 ] (1) 原 式 = er 一 二 六 
1 2 
二 2 2 
) 
lim，sinz* ln( cotz) lim a lim a Cre cot lim 和 lim x 
(2) 原 式 = 一 er -01 Ss ez 一 0 es eo ez er 到 er ] 
2 2 1 
i (Saretane—1 了 lim he lim 工 二 入 2 
(3) 原 式 = er = ee = = 
1 
= 
1 。 Wi VE 
站 arcsln 之 一 并 22 lim esine—# 考 lim lim 三 
(4) 原 式 二 lim (11 | 站 ， 一 ez~0 站 ve Gz0 3 一 er-~03z Vie 
Se 下 


lim 一 一 一 1 
一 GEz-03r Vl (1+Vi-z ) 一 一 


[出 工 全 水 ja [十 本 十 一 十 太 ]”, 扫 中 sa,-…16, 均 为 正 数 


» 


有 1 
ai 十 cz 二 
n 


【 解 】 原 式 = lim (1+ 


tt 1 ,lna tte Ina, 5 
lim 一 im 本 - 2 ln Wai 由 
一 ez 一 0 n 二 ez-~0 7 一 Ge . 一 ee 一 -| A/ Gn ths wm *0 oe 他， 


题 型 类 未 定式 的 计算 


ee ,f(z) 与 g(x) re f(x) 十 g(x) 的 极限 不 存在 ,而 
要 具体 问题 具体 分 析 , 又 如, 若 f(z) 有 极限 ,g(x) 无 极限 ,也 不 能 肯定 f(x)g(zx) 的 极限 
不 存在 . 
【 例 1. 49】 求 下 列 极限 : 
(CILy》 lim (sin Vr 1 — sinVzr); 


(2) Tim xz’[lnarctan(z 1)— lnarctanz|. 


工 -十 co 


【 解 】(1) 因为 sin Vz 十 IT 一 sinVz 一 2cos 二 全， Vz Vz 


SA 1 十 wz 1, lim sin 一 EE lim sin 1 


si ie 2(VZTIT 二 VC) 
所 以 原 极限 = 0. 
这 类 极限 有 个 特点 就 是 被 减 函 数 与 减 函 数 的 自 变 量 的 差 恰 为 1; 因 此 这 类 极限 的 求法 可 借 
助 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 


【 另 解 〗 令 f(2) = sinV ,显然 当 xz 二 0 时 ,f(z) 在 [x,z 十 1] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,于 是 有 


n VZz 十 1 一 sinVz _ f(x+1)—f(zx) wm 二 1 
《 基 十 一 元 rs fF (8) i 


sin VZz 十 IT 一 sinwVz 一 cosVE 。 汪汪 
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故 原 极限 = lim cos VE。 1 二 0. 
和 十 co 2x/E 
(2) 令 f(z) = lnarctant, 当 工 过 0 时 ,jb 在 Lz,z 十 1] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,于 
是 有 lnarctan( 并 十 1) 一 lnarctanz = et 。 这 这 六 有 过 无 十 业 5 
1 2 


故 原 极限 = lim hn 1 os 
【 例 1. S0】 求 lim zi CYzTE—2 /ETI HY 
【 解 〗 原 式 二 limzi[(VzT3— Vzt1)— (Vzt1 Vz)] 


| 


人 1 1 
ln TITE 


= lim zx Vr — Vr+2 
rt (Vz 十 2 十 Vz 十 1)C(Vz 十 1 十 Vz) 
六 人 
= lim zx? 
sr Mf Tt 
= lim x —2 = 者 
zim 2 人 rr。2Vz .2VWz 4 
天 5 rw 15 一 人 0 
| 1. S1】 1; 一 2 二 :) = 
【 例 1.51 设 f(z pe i | Se 
求 limf (x)g(z). 
Ts X11 令 zl=w ut+l1l, >0,， 
(zx—1)= (= 和 
【 解 3/(zx . ja we 1 人 wi uO 
由 于 函数 表示 法 与 用 什么 字母 表示 无 关 , 所 以 ， 
1， 0 
Fly = I 0 
下 sr 下 和 0 
于 是 二 tbs wx0 
a e(r—1), zrz<O 
因为 lim f(x)g(z) 一 一 lim[ 一 人 (zx 十 1)] = 一 1， lim f(x)g(x) = limer (zx—1) =— 
0 z=0t 0 TO 
所 以 limf(x)g(zx) = 一 


题 型 三 ”数列 的 极限 


1. 子 序列 的 极限 与 函数 的 极限 等 值 
【 例 1. 52】 求 limtanm” 全 十 元 )， 


n 


【 解 】 先 求 lim tanz EF 征 二 )= a an[it Cuan (F137)] a 


1 
HE) 


一 er--:Heo 2 一 e2 . 


“(x 2) 
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故 limtam (于 十 去) 一 e2 . 


1 1] 、 直 tan 下 十 tan 二 
【 另 解 ] limtan (于 十 三 )= lim[ tan( 到 十 元 ) | 
ee a 2 全 一 |1 一 tan 开 。tan 一 
4 
(1+tan 元 ) 
三 :省 ,ea 
im 二 e 


【 例 1. 53】 求 lim (Farctan Vn ) . 


【 解 】 先 求 lim (Farctanz) 
z=+ocoo\ TT 
| a 
极限 = e 一 人 二 :证 一 0. 故 原 极 限 == 0. 
2. 单调 有 界 数 列 必 有 极限 
【 例 1.54】 已 知 z 一 Var = Va 二 Va az 一 Va 十 Va 十 … 十 Va ,a 之 0. 求 limz. 


@ 设 {z,} 的 极限 存在 , 记 为 limz 一 1, 将 其 代入 给 定 的 z, 的 表达 式 中 , 则 该 式 变 为 /的 
代数 方程 , 解 之 即 得 该 数列 的 极限 . 
【 解 】 先 证 {x,) 为 单 增 数列 ,由 于 


Z2 = Va 十 Ti 之 Ti， 
设 当 nn 二 上 时 ,xz 之 zc, 则 有 
& wy p> 


一 Mat zs Be Ma Bi , 即 人 HH1 2 
由 数学 归纳 法 知 {x,) 为 单 增 数 列 。 
再 证 {zx,》 有 界 , 显 然 my 一 wa 二 Va 十 1， 
设 n 二 上 时 ,zi 二 Va 十 1, 则 当 n 二 十 1 时， 

zi = Va < Vat+vVat+l < vat2at+l= VWatl)’ 一 Ma 十 1， 
可 知 {zx,} 有 界 , 因 此 {x,} 当 n-> ce 时 ,极限 存在 . 
设 limz。 王 /, 则 
limz, = lim /aa 十 zz 1 之 /一 Va 二 !l 
二 一 二 (LVITT 和 ) (= 坦 G1 一 VI 王 三) 会 去 )， 


故 limz, 一 到 1 十 VI 下 15)， 
3. 利用 极限 定义 求 极限 
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limz, ,再 证 z, 的 存在 性 . 


【 例 1. SS】 设 z， = a 二 2 十 二 ,nn 之 1, 求 limz，. 


n 


【 解 ] 令 limz, 一 7 则 limzn 一 lim (2 十 过) , 即 1 一 2 十 十 过 /一 1+V3, 因 为 xz, 之 2， 


所 以 1 宇 2, 故 1 = 1 十 V2 (4 = 二 1 一 V2 使 去 ). 以 下 证 limz, 存在 . 
对 任意 的 s 二 0， 


二 1 1 1 
| xz， 中 = |(2+ 款 ) (z+ 了 )|= | 全- l 
_" ga = A | | wi 7 | | 一 如 
en [ri < 4 ~ 42 < < PE 


= (当即 足够 大 ) ， 


由 极限 定义 lim(Cz, 一 2 一 0, 故 limz， 三 世 一 工 十 V2 
和 .7 项 和 , 当 ?~>co 时 的 极限 
求解 方法 : 
(1) 利用 特殊 级 数 求 和 法 ; 
(2) 利用 寡 级 数 求 和 法 ; 
(3) 利用 定 积分 定义 求 极限 | f(z)dz = lim > 76)Aze 


( 作 取 Arzrx (6 oD) ,=a 二 二 (b a) , 则 得 


.这 kis b—a _f’ 
lim > [e+ kb ao) | | reopar， 
es 1 a k—1 2 
取 Azxi 一 二 (一 0)， 和 二 4 十 一 一 (一 a), 则 得 
网 A 5b—a._ Pe 
lim Df[at G | = | fdz; 
(Dasd] = [0,1], 则 Axs 一 过 


nh 
取 扣 一 “一 ， lim > /( = = | f(z)dz, 


n 


取 & = 各 ,得 lm 2 F( 生 氏 = | .ropdz. 


(2) 若 每 一 项 可 提 一 个 二 ,提出 过 后 剩 下 的 可 表示 为 一 个 通 式 , 则 用 定 积分 定义 求解 . 


【 例 1. 56】 求 下 列 极 限 : 


1 1 1 
(1 im 人 tt he) 
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B= 
(的 lim ( 喜 十 部 十 剖 十 + 和 一); 
2 lL 

(3) lim : ; 

lim 2 /十 过 十 ] 

72 
了 1 1 

4) 1i 十 … 十 ); 
i ) lim (7 十 1 Ta 十 骂 Vn 二 +n 


im|( | 1 CE 

二 Vn Vn 十 2 722 十 和 

2 十 22 十 … 十 722 
nt! 


(p> LD. 


= la(1=3F7)= 
i 2n—1 a 2n—1 2n m1 2 
Co 三 关 全 
= 一 27 一 1 2 一 2 1 二 所 ss ” / 
jay =| i | 
让 
Le 2 一 人 ly )= 2 二 zx? 
1 2—zx (2— x)? 
2 
2 
故 原 极限 一 f(D) = HS 
2 -2 
(3) 因为 所 i < 所 以 36 € (二 ,二 ), 使 避 一 二 大 .于 是 
n n n n 
4 Wl es 1 
] Se 2 1 
和 各 | 并 十 名 n+ | 
路 
; 1 : : ue wg 
st 2 二 oo — 
一 + 和 | + | 本 十 0 4 
1 1 1 n 
) < 十 十 … 十 < ; 
Mn: 二 +n VR 二 1 vn 二 2 Vn 二 +n vn: 十 1 
因为 lm 一 了 一 二 1， lim 一 -< 二 1, 所 以 原 极限 = 1. 
”nT Tn ey 
1 
| 
(5) 原 式 = lim | 局 i | 
n (5 n 
1 
= ln 。 二 | 
1=-=co “一 > 2 n 2 
pe ee 
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1 
= In(z+ MIF)| = In(l +Y2). 


四 醋 - 芭 中 (人 -Je - 赴 
5.7 项 乘积 , 当 n 一 co 时 的 极限 


求解 方法 : 
(1) 分 子 ,分 母 同 乘 以 一 个 因子 ,使 之 出 现 连 锁 反 应 ; 
(2) 把 通 项 拆 开 ,使 各 项 相 乘 过 程 中 中 间 项 相 消 ; 
(3) 夹 逼 定理 ， 
(4) 利用 对 数 恒 等 式 化 为 n 项 和 形式 . 
【 例 1. 57 了 求 下 列 极限 ; 
(DD 当 |z jl lm eT I 1 


4 
中 e( 一 (一 提 ……( -其 


(4) lim 过 me 1 ee 


(2) 当 交 天 0 时 ,limcos 可 cos 


“0 并 
COS D7 


1 一 z)(1I 十 z)(1 十 z)(1 十 zi 。……。(1 十 xz ) 


1 


【 解 】(1) 原 极限 = lim ( 
(1 一 Xx?)(1 十 xX?)(1 十 Xx)。…。(1 十 x?) 


= Mn 1—w 
Ne ned Wa 0 i 2 
Po 二 -二 
2 天 二 
= ji 和 HIT jim zx 
noo 1—z n>o0 下 一 交 


因为 当 | z | 二 1 时 ,limz”” 一 0, 所 以 原 极限 一 了 二 一. 


2"sin 之 cos 之 。cos 之 。…。cos 之 
Dn 2 4 区 人 


(2) 原 极限 = lim 


Br Ee pe a 入 BY 
2™!cos 二 cos 对 (2eos 二 。Sin 本 


5 2 2 
= lim 
一 co 到 fe 
2"sin 六 
7 一 2 之 be 二 
2" cos 于 cos 于。 (2eos Ft sin 3 ) 
= lim 
Se i 
” 2 Sin D7 
到 
Sin -一 一 一 一 
说 Sinz 2 Sin 并 sinz 
lim lim 
了 一 > CO 27 sin 3 -co pa Es 
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1 DO+I1) 一 1 .A++1l 
(3) 因为 1 


i ;) (1 一 去) … (1 一 圳 ) 


eT 
= lim( 去 . 壮 ) (了 "人 针 )…: 人 


3 n n 


es 
2 


1 co n 


CY li -- 下 1 


1 -> co 


lim Clowplncnt D+ DI im nt ) tn (lt ) + tin( it ) 
一 En 一 en-= 


nl 
we Ct 2 一 enataer, 


而 sg 二 dz 


IN 二 闻 太 二 若 


故 原 极限 一 co 一 全 


€ 


不 也 可 表示 成 :e225 人 )* 二 oi 一 21n2 一 1. 


题 型 四 SR 


【 例 1. 58】 确定 正 数 4 和 2 ,使 lim 


| dz = 2. 
a 2 
WE £2 2 
t Sm 
2 
【 解 ] 原 式 一 lim 一 Me 十 (全 ) 一 lim 
x—*0 


bx 一 Sin 并 0 


zx’ 


= lim 
z*0 (b— cosr) Va xr 


因为 x 一 0 时 ,极限 式 的 分 子 之 一 0, 整 个 极限 存在 ， 


所 以 必 有 lim(& — cosz) Vat+zx: = 0=> lim(b — cosz) = 0， 
于 是 ,b= 二 1. 
原 极限 = lim 人 
7 (1 一 cosz) Mair 于 5 a + Wa 
尝 记 二 了 
【 例 1.59] 设 (zx) 一 lim 开 一 机 全 二 4 为 连续 函数 , 求 < 
az 十 D， 当 | xz | 二 1 时 ， 
二 ， 当 |z | 之 1 时 ， 
PY fC) 3atatD, 当 z 二 1 时 ， 
到 (一 1 一 a 十 及， 当 z 一 一 1 时 . 
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B= =| 
因为 f(x) 连续 ,所 以 f_ (一 1) = 请 (一 1) = f( 一 1). 
i = 的 
zx>—1 着 
和 a+b 一 记 ( 一 1 一 a 十 b). @) 
同样 ,C7 二 f= Fi) 
fF = lm(ar+ WD =adb, Fl = li 二 | 
I>] xr—l1 
->1=a 二 5 一 (1 gy @ 
由 回 ,@ 式 得 ,6 = 二 0，a=1. 
【 例 1.60】 已 知 当 x ->0 时 , (1 十 az?)? 一 1 与 coszx 一 1 是 等 价 无 穷 小 , 求 常 数 w. 
【 解 】 由 题 设 有 lim 马 十 az 2 一 1 1， 
-0 GOs 关 一 工 
国 海 人 T 十 让 允 寺 一 1 saz?， cosz 一 1 ~ 一 也?， eS.0) 
L 
ee 2 3 
所 以 原 极限 = lim 有 = 1, 所 以 a 二 一 也 
工 -( = 
2 
/1pery 三 
【 例 1. 61] 已 知 lim 二 C,C 关 0. 求 常数 a 与 5, 使 得 当 x->0 时 ,函数 f(z) ~ 
axr’. 
厅 二 二 fay 1 
【 解 】 因 为 lim 二 
| RS | 
地 20 ,这 区 2 zx 
a fly 
有 lim 7 一 C, 即 lim De 二 C. 所以, 当 zx 一 0 时 ,f(x) ~~2Czx’, 因 此 ,a 二 2C,b6== 3. 


【 例 1. 62] 求 常数 a, 使 极限 lim|” 上 (1 一 |)cosCa 一 Dde 存在 ,并 求 此 极限 值 . 


Ky 


【 解 】 因 为 上 二 (1 一 | )eosCa — Da 
一 rz TX Xi 
一 | (1 == [人 ) Ccosacost 十 sinasint) dt 
一 cosa| 三 (1 一 | 
= 2cosa| (1 一 [| jcoszd: 
0 


三 | | 要 costdt | 
pr 0 


jcoszdz 十 sina| 二 (1 Sa )sinedt 


yy 


| 
No 
〇 
O 
We 
和 
8 | 一 
二 一 一 一 
Le 3 
(e) 
©) 
on 
ww 
[a 请 
Ds 
| 
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Ee 
| costdt — | | zt | costdt 
一 2cosa。 = 
刻 
& | 过 | 
所 以 lim 二 |1 一 一 |cos(a— 1t)dt 
人 E 
| costdt -| tcostdt 
= 2cosa lim 一 一 
TO 
| costdt a 
= 2cosa lim 盖 = 2cosa lim -一 一 = cosa; 
z=01 并 工 -0 2 


im | (1 = 上)eosc 二 人 
a 于 


z=0 > 二 


z| costdt +| tcostdt 
0 0 


= 2cosa lim 
-0O z 
| costdt 十 2xcosz 
= 2cosa lim 一 一 一 一 一 
TO 2 
一 3cosa. 


因为 极限 存在 ,所 以 cosa == 3cosa. 即 cosa 二 0,a 二 nx 十 本 ,n 为 整数 , 且 极 限 为 0. 


【 例 1. 63】 设 函数 F(z) 在 工 = 0 的 某 邻 域内 具有 二 阶 连续 导数 , 且 f(0) 夭 0, 广 (0) 天 0， 
天 (0) 关 0. 证 明 : 存在 唯一 的 一 组 实数 和 ,hh,X%3， 使 得 当 h 一 0 时 ,入 fh) 十 
Xz (2h) 二 43 了 (3h) 一 了 (0) 是 比 大 高 阶 的 无 穷 小 . 

【证 一 】 只 需 证 明 存 在 唯一 的 一 组 实数 A,X ,)s ,使 

Jim 27 Ch) 上 一 Fo) 


A-=0 


0. 


由 题 设 和 洛 必 达 法 则 得 
1i A fh) tA f 2h) + As fh) — £0) 
1m he 


h—=0 


0 = 


+ 2); f (2h) + 3Xsf (3h) 
1m 
hr0 2h 


= 和 Ch) + 4 f (2h) + 9s fF (3h) 
一 LI 2 


h—0 


二 去 Qi 十 44s 十 945) 了 0). 
所 以 ”如 十 44z 十 9X4s 一 0. 
lim[A f (Ch) 4 2X4sh’ (2h) + 3Asf (3h)] = Qi 二 2A 二 + 3A)f (0) 一 0， 
in[h fh) 十 Xz (2h) 十 A3 《3h) 一 了 (0)] 二 1 十 入 十 %3 一 1) 了 (0) 二 0. 
因此 ,is ,as 应 满足 方程 组 


Al 十 2， 十 3As Os 


' 十 和 十 As 3 1， 
Ai 十 4A。 十 9As = 0。 
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el 
1 于 本 

因为 系数 行列 式 |1 2 3| 二 2 关 0, 所 以 方程 组 存在 唯一 解 , 即 存 在 唯一 的 一 组 实数 ， 
1 4 9 


h2 ,Nhs ,使 得 当 及 一 0 时 ,和 1 了 OR) 十 hfC2h) 十 A3f(3h) 一 了 (0) 是 比如 高 阶 的 无 穷 小 . 
【证 二 】 由 麦克 劳 林 公式 得 
f(D) = (0) + fA+T3 OR + oC), 
fC2h) = f60) +2fF 0h+2fF (0h + oh’), 
fC31) = fC0) +3f Oh+t DFO + ok). 
故 有 A 和 1fCh) 十 Aaf(2h) 十 Xs 了 (3h) 一 了 (0) 
一 (1 十 A 十 hs 一 1)fC0) 十 Ci 十 24z 十 3X43) 了 CO)h 十 到 十 44z 十 9X3) C0)h? 


十 oC(h’), 
所 以 和 ,hs ,hs 应 满足 方程 组 


人 1 十 A2 十 As 二 1 
: 十 242 十 3X 三 0， 
Al1 十 4 十 9As 一 0 


以 下 同 证 法 一 . 


题 型 五 ”函数 连续 或 间断 点 的 判定 


【 例 1. 64】 求 下 列 函数 的 不 连续 点 且 判 别 类 型 : 


i cos Lz, |z| 过 1 
CD A = eo Xf) = Eh gy yy -| 2 Ee 
i ee 让 汪汪 


【 解 】(1) f(x) = 一 一 的 间断 点 为 :使 tanz 二 0 的 点 
tanz 


Ey kn,(k = 0， mw 2 
以 及 使 tanz 无 定义 的 点 


因为 lm -全 =1， lim -二 一 0,( 一 0, 士 1,…) 
z-=0 tanz ka 各 tanzx 


所 以 t= 二 0 及 z= Rx 二 0, 士 1,…) 为 第 工 类 间断 点 (可 去 间断 点 ). 


因为 lim 一 二 co,(& 一 十 1, 士 2,…) ,所 以 工 = Rr,(R 一 十 1, 士 2,…) 为 第 [类 间 


zkr t 
断 点 . 
(2) 显然 xz 二 0 为 间断 点 ， 
工 一 
因为 lim f(x) = lim 2 ee lim f(x) = lim 2 上 |s 
zs0t -0 二 3 于 TO0 TO 3 1 


所 以 xz = 二 0 为 第 一 类 间断 点 ( 跳 幅 间断 点 ). 
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ES 
cos Fx, 一 1 受过 1， 
(3) flz) 一 1 一 1， ee 
| = 不 过 一 1], 
因为 Ly lim f(z) 全 limeos 人 入 
= lim Fa = lim(z—D) 0; 
fC = eos 3 2 = 0, 
所 以 z= 二 1 为 f(z) 的 连续 点 . 
因为 flD)= limf(z)= lim (1 一 z) 一 2， 


IT 一 ] Z 一 一 1 


六 (一 1) = lim f(z) = lim cos FT 一 0， 


了 一 上 了 一 


所 以 z= 一 1 为 jz) 的 第 一 类 间断 点 ( 跳 轻 间断 点 ). 
【 例 1. 65】 研究 下 列 复合 函数 的 连续 性 : 


2 
(1) 设 y= f(z) = i Tig = | .研究 f[g(z)] 的 连 
续 性 . 
(Gy = f(D = | “二 gz = 人 ”二 全 研究 /Le(z)] 的 连续 性 
gm), gz) 1 
CM] CD7[eCo] = | SL 
Su gD = | ah i 
区 站 4。 区 让 1 2 一 My 沪 之 1 
用 图 示 法 求解 FLg(z)]( 见 图 1-3): 
T， 区 有 
先 作出， = g(x) 一 | 的 图 形 , 再 在 xOu 平面 上 夯 出 
元 赴 和 | 
wu 一 1 的 图 形 . 
由 图 可 见 , 当 z 委 1 时 ,一 Z， 
当 工 之 1 时 ,一 并 十 4， 
Ly 充 妆 了 
于 是 ， FLg(Cz)] = 1 i 


因为 lim flig(x)] = limz 一 1， 


lim flLg(z)] = lim(—2— Zz) 一 一 3， 
所 以 工 = 一 1 为 FLg(Cz)] 的 第 工 类 间断 点 ( 跳 妈 间 断 点 ). 
(2) 同样 可 用 图 示 法 得 出 
再 基 25 
FLg(Cz)] = 0, 二 总 人 


可 见 z= 二 1 为 其 间断 点 (可 去 间断 点 ). 
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[ee 
zx:—1, —1 过 x<=0 
【 例 1. 66】 设 f(x) = | 0 委 工 志 1, 则 结论 ( ) 正确 . 
2 — py 1 由 雪 之 冬 2 
(A) 在 xz = 0,x == 1 处 间断 . (B) 在 x = 二 .0,zx 二 1 处 连续 . 
(C) 在 zx = 二 0 处 间断 ,在 x = 1 处 连续 .(D) 在 并 = 0 处 连续 ,在 z= 1 处 间断 . 
【 
【 解 】 因 为 f- (0) = de 一 Tima 一 1) = 一 
fs -ee 二 lim f(z) 一 一 limz = = 0, 
所 以 zx == 0 为 f(x) 的 第 工 类 间断 点 . 
又 因为 f- (1)= lim f(x) 一 lim x Sy 


疗 Co es 又 f(1)=1， 


z=1t 


所 以 二 1 为 f(z) 的 连续 点 . 故 (C) 入 选 . 


第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 


〖 例 1. 67】 设 z， En LO yi 5 M6 二 x; (n = 1,2,… ) , 求 limzx,. 


【 解 】>， 10. .ms = A 二 轴 = 4, 可 知 Wn > ZX, 
设 立 > za ; 则 XktH 一 V6 zs 2 V6 十 zin 一 ZEH ， 
于 是 由 数学 归纳 法 可 知 对 一 切 自然 数 有 z, > zw, 即 {x; ) 单 调 减少 . 
又 由 题 设 可 知 i 0,n 一 1,2,…, 即 {zx} 有 下 界 . 
由 单调 减少 有 下 界 数列 必 有 极限 ,可 知 limz， 存在 . 
令 limz, 二 1, 在 zi 一 V6 十 zx, 两边 取 n 一 ce 时 的 极限 ,得 = V6 十 7. 
解 之 得 /一 3,/ = 二 一 2( 舍 去 ). 
故 1 imz, = 3. 


思维 定 势 2 若 从 数列 和 S， 一 了 a 中 每 项 提出 2 或 十 后 ,n 项 和 可 写成 


” f[a+ 好 = 晤 | 或 10) 的 形式 ,要 立刻 想到 定 积分 定义 . 


具体 方法 : [war = im > 7(e | 和) ee, 
特别 有 | .rcodz= lim/(): 二 
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EV 
〖 例 1. 68】 求 下 列 极限 . 
n n kd n 
CD lm (T+ 访 于 训 ] 
.XX 工 BNR | (2n— Jn 
(2) lim S (cos 2x eos a7 十 | 7 ) 
1 1 1 
. 十 
【 解 】(1)7 = lim 下 2 0? 1 \ 2 |。 一 
四 | 二 人 | 一 1 二 人 | n 
” J 1 1 1 ! 元 
= lim 和 =| d 二 arctanz | 一 一 . 
me 2 n ol 二 xz? 0 4 
1+ (a) 
(2) 令 S, 三 x (cos 下 十 cos 十 cos 人) 一 2 cos 引 i 
S, 可 看 做 f(x) 一 cosz 在 | 0, 到 | 上 的 积分 和 式 
2yVFCSJAz 有 一 经 二 学 本 = 
1 一 1 


于 是 I 二 limS, = ?| coszdz 3 2sinz| 二 多 


: 思维 定 势 3 


遇 到 “1=” 未 定式 时 , 要 立刻 想到 极限 Il + rz)]xo[ 其 中 


limf/(z) 二 ovlimg(z)= co], 若 不 是 lim[1 二 kz)]e” 形式 , 则 要 将 其 化 成 该 形式 ，| 
其 结果 为 1”=e,A= limf(z)g (+). : 


【 例 1.69】 计算 下 列 极限 : 
(1) lim(1— sin3z)™; 


: zx? 2x 过 
(3) ti et | i (人 mn (Ts) 1 
【 解 】(1)A = lim (一 sin3z) -一 尘 lim( 3z) 二 一 一 3， 故 了 一 e 3. 
人 二 和 2 a 2 让 a 和 
DA= 吉 (oD 一 归 (起 一 和 站 1= 


2 (a 一 6)x? 十 qbx _ 抓 大 头 准则 _ ab 
(A= lim| aT 1 lp a cr Tb) "i 
(A = lim (Te 1 广 , 故 工 一 


: 思维 定 势 4 当 z 一 0 时 , 求 含有 时 


二 0 和 xz 一 0- 时 的 左 \ 右 极限 , 当 
; 一 co 时 ,极限 式 中 含有 er ,arctanz,a 


rn |z| 的 极限， 要 想到 分 别 求 


并、 右 极限 相等 时 ， 极限 存在 ， 否则 不 存在 . (或 当 z . 
rccotx， |z| 要 分 别 求 z > 十 和 zz 一 一 ce 时 的 左 、 


: 右 极限 , 当 左右 极限 相等 时 ,极限 存在 ,否则 不 存在 . ) 
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EC 
ez arctan 
【 例 1. 70】 求 极限 lim 一 一 一 = 
Be0 1 ez 
迁 业 
ez arctan 一 
【 解 ] 令 f(z)== lim 一 一 一 二 ,于 是 
#0 二 汪汪 
1 
ez arctan 一 i 1 
六 (0) = limnpz)= lim— ,<= lim ~。 limarctan 二 一 0。 (= 等) 二 0， 
0 xz-0 1 工 十 er re 十 er zr-0 Zz 2 
e= arctan 二 arctan 工 
fA.(07 = lm f(x)= lim 一 -一 于 = lim 区 
-OF 0 1 十 er 0 er (le) 
arctan 
故 lim 一 一 二 全 = 0, 
er ] 二 er 


【 例 1.71] 求 极限 lim 1 十 2arctanz 


【 解 】 令 f(x)== 上 二 2 2 arctanz, 于 是 


二 季 1 十 2|z| 
i 


arctanz 一 2 。 一 x; 
lim f(x)= lim 1 ?lz | stans 一 (一 2)。 (< 到 )= 让 
一 co 1 十 工 2 


故 lim 1 二 2 arctanz 一 Xx. 


思维 定 势 5 确定 形 如 lim 三) 一 人 极限 式 中 的 常数 时 ,要 想到 ， 


(1) 若 1lim 0 二 (k 为 常数 ), 且 limg(zx) == 0, 则 limf(zx)==0. 


: (2) 着 lim 二 上 之 0k 为 常数 ) ,是 limf (Cz) 二 0(o0) limg CL) 0(oo), 


| (3) 若 分 子 分 母 均 为 多 项 式 的 | 去 ) 型 未 定式 中 的 常数 ,一 般 用 *“ 抓 大 头 ”准则 ， 


[ 便 1.72】 设 函数 f(x) 在 x = 二 0 的 某 邻 域内 有 一 阶 连续 导数 , 且 f(0) 了 关 0,f(0) 关 0， 


基 jiim af (h) 二 2 一 了 ko 0 , 试 确定 a,6 的 值 . 


h—0 


【 解 】 由 已 知 有 lim af (h) 4B Cop (07 0, 而 limh = 0， 
0 a 


得 lim[af (h) 二 bf (2h) 一 f(0)] = 0， 

即 af(0) 十 5f(0) 一 了 f(0) = 0, 由 于 了 (0) 关 0， 

于 是 a 二 +b 一 1==0. OD 
又 由 洛 必 达 法 则 得 
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人 
lim m of PR) 二 二 = lim af” (h) 二 (2) -ao) 十 257'(0) = 0， 
由 于 F007 天 0 
于 是 & 十 2 一 0， © 


所 以 ,由 @@ 得 a = 2,b = 一 1. 


【 例 1.73】 WE 全 二 区 二 c(c 尖 0), 试 确定 a,b,c 的 值 . 
一 dt 


【 解 】 因 为 c 关 0,lim(az Pe = 0, 


3 多 3 
所 以 lim| nt ) gr = 0, 而 当 z -0 时 ,二 全 恤 起 沪 0, 所 以 二 信 . 


ar 二 sinzx _ 1. & 十 cosz a 
i Lee Me Ty te se WM ne 


js 3 
1 一 
所 以 a 1,c = lim— pe = lim 2 = 工 ， 
0 zx 2 2 
故 a= 一 1,6 二 0,c 一 一 方 : 
【 例 1.74] 设 /(z) 是 多 项 式 , 且 lim 一 
27zx* 十 3ZxX 十 1 0 和 
f(x)— be 3 
【 解 】 由 lim 于 二 3 十 一 4 可 设 f(z) 一 8zs 十 8z2 十 az 十 5， 
又 lim 帮 一 六， 则 limf(x) = = 0 全 0 = 0， 
工 -0 
则 lim /wm = pi 8zs 十 8z2? 十 az 三 


TI—0 TO0 人 
故 ey = 8xs 十 8x! 十 8x. 


: fi(z)— gi (x) ze fi (0)— Bz) ; 
ep 3 和 (7T)— go (72) Re en ~ : 


: 形式 ， 且 用 洛 必 达 法 则 求解 较 复杂 或 不 可 用 时 ,要 想到 用 泰勒 公式 求解 . 一 般 用 泰勒 公 : 
: 式 展开 到 相互 抵消 后 的 后 一 一 项 . 


[ 例 1.75】 求 下 列 极 限 : 


Ee 让 
(1) lim y WY li 
Sh aot WT 一 工 一 cosVz 
1 到 (到 一 1 
【 解 】(1) Vl 十 zx 1 4 FT 5 Z2 十 o(Cz2 )， 
1 去 ( 却 一 1 
V1l—x= FT1 5 Z2 十 o(z2 )， 
一 二 过 十 二 本) 1 
故 原 极限 = lim 5 二 
工 -一 0 NY 
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| 
2 
二 
fT 
二 [一 一 1 
We 0 
Vl—zx J 3x 5 w= or yy 
bd 1 1 2 2 
cos Vx = 1 Ft+Az 人 
| 1 2 
Te 到 十 只 到 
故 原 极限 = lim I I lim | 二 一 一 3. 
i 十 o(x?) E>0t 主 十 人 所 
二 、 综 合 题解 析 


【 例 1.76】 设 FCz) 在 (一 ce, 十 ce) 内 可 导 , limf (zx) 到 .69 又 


lim (三 <】 = lim[/(zx) 一 /zx 一 1)], 试 确定 < 的 值 


oo \T 
[ 解 ] lim (EE) 一 im 人 (1+ 二 2) = 他， 
由 于 f(x) 在 (一 co ,十 ce) 内 可 导 , 则 根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ,3 4 € (zx 一 1,x) ,使 
flx)— f(z—1)=/f(8) 
当 zx 一 吕 时 ,一 ,所 以 limf (8 洁 e, Blim[L f(x) — f(x—1)]=&, 
1 
gs 


Ea EL sin)" + Sin 
【 例 1.77] 求 函数 f(z) i 1 十 [1 十 sinC(xz)]” 


【分 析 】 当 z 取 不 同 值 时 ,极限 lim[1 十 sin(xz) 了 的 取 值 不 同 ,所 以 ,应 对 之 的 取 值 进行 讨论 . 


【 解 1(1) 显然 有 f(0) = 0,f(1) Ff 六 :三 5 


(2) 当 0 二 zx 二 1 时 ,1 十 sin(xx) 这 1, 有 lim(1 十 sin(xz))” 二 co, 所 以 ,Fz) 一 工 . 
(3) 当 一 1 二 zx 二 0 时 ,0 二 1 十 sin(xx) 二 1,， 有 lim[l1 十 sin(xzx)]” 二 0, 所 以 
fx) = sinCrZ). . 


所 以 ez e>2c = 1 一 c 


» le wss 1; 


一 广 ， £ =—1 
sin(Crz)， —1<~=zx=0 
2 » ( ) 

i 7 TX, 0 和 次 才 1 

广 ， ps 1 
【 例 1.78】 求 下 列 极限 : 
f(xw) | 
lIn{1 十 一 
(GD 设 lim TI 
z=0 az 一 ey 


(2) 设 f(x) 是 三 次 多 项 式 , 且 有 
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lim f(z) m -2 = 1];(a 3 0)s 求 lim 人 


pe py 和 er od 


所 : 示 : 这 类 由 已 知 的 极限 表示 eA 切 ee 


边 ,因为 这 实质 上 增加 了 题 设 条 件 . 一 般 来 讲 , 这 类 题 是 利用 "逐步 分 析 法 ”, 极 限 与 无 穷 
小 的 关系 定理 ,等 价 无 穷 小 替换 等 方法 解决 . 


In (1 证 A2) 
【 解 】(1) 因为 lim EA, Blim(a'—1) 一 0， 所 以 lm £2 一 0 
Ed Wi sin 并 
mn(1+ 二 人) Ae 
所 以 lim aj SE 三 iin Fl) i 
x0 az 一 1 -0 Xlna z-0 I lna 
所 以 mt - = Alna. 
im 
Lk 他 


(2) 因为 im 他 = lim 妈 2 一 1 (a#0),， 


所 以 f(2a) = wh 一 0( 和 否则 极限 为 ce). 
可 知 z 一 24,x 一 4a 均 为 f(x) 的 因 式 ,又 因为 f(x) 为 三 次 多 项 式 , 因 此 
令 f(x) =AGz 一 2a)(z 一 4a)(z 一 B), 其 中 A,B 为 待定 常数 ,于 是 
fx) 一 lim A{txe— 2a (lr— da (2 B) — Anatda — BY 
ws = Za x2a TT— Za 
> 一 2Aa(2a 一 B)=1， 
Fx) lm 全 Cz 一 24)(z 一 4a)(Z 一 也 ) = 2Aa(4a— B) 


zndw Ea zha 天 一 42 


>2An(da— B)= 1， 


B = 3a， 
解 以 上 联 立 方程 组 得 和 ok 
eye 
2a 
Ey 4 


2 


1 
= (£20) (r= da) (x — a) 
故 lim -La = lim 2 一 二, 


z= WH 30 x3a 到 一 34 


【 例 1.79】 已 知 f(x) 在 x 二 a 处 可 导 , 且 f(x) >0 光 为 自然 数 . 
ee eh 


/tl ) -ra 
lim [ /Cati ) /01 ]n 一 Lo) 


【 解 】 ae = ee 0 一 
巨 下 一 | 
1. 填空 题 . 

(1) 设 lim (二 ) = | _ierdi, 则 常数 a 人 


ey 


39 


第 国 篇 | 高 等 数学 


: 1 | 2 Ee RN 
(0) lm (Ti : eh et 
rsSiig _ > We ES 
(3) mF mat, c 关 0, 则 4a 一 ,0 一 We 
(4) 已 知 (3) 一 2, 则 lim A -一 大 2 一 
1 » | X [党 全 ~ 
上) 各 因 请 守 J 二 | 出 FFC] = 
0 9 | 二 | 


(69 limC Ant 3 一 一 友 ) 一 
(7) 设 函 数 f(x) 有 连续 的 导 函 数 ,f(0) = 二 0, 且 F(0) 一 D， 
f(x) 十 asinZ 


yw 
# rc -| 在 工 二 0 处 连续 , 则 常数 A 一 
A 9 es 0 
(8) 设 当 z 一 0 时 ,f(z) 一 e 一 2 为 的 三 阶 无 穷 小 , 则 4 一 ,6 
(9) limeotz( 一 过)= 
1990 
(10) 已 知 lim RE i 二 A( 关 0,; 关 吕 ), 则 A= ,二 
2. 选择 题 . 
(1) 设 f(z) 和 q(x) 在 (一 0, 十 oo0) 内 有 定义 ,f(x) 为 连续 函数 , 且 f(x) 天 0,p(z) 有 间断 
点 ， 则 
A.g[Lf(x)] 必 有 间断 点 . B. [eCz)]? 必 有 间断 点 . 
C. f[yg(zx)] 必 有 间断 点 ， D. 必 有 间断 点 . [ 
(2) 设 函 数 f(x) 二 ztanzes , 则 f(x) 是 
A. 偶 函数 . B. 无 界 函 数 . C. 周期 函数 D. 单调 函数 . 【 
(3) 要 w-= 1 工时， 画 数 三 en 的 极限 
A. 等 于 2. i 0. C. 为 oo. D. 不 存在 但 不 为 co. 
【 
Te 
(4) 若 f(z) 一 1 zi， 天 0 在 x 二 0 处 连续 , 则 a 的 值 是 
cis Cy 
A.0. B. 1. C. 2. D. 斑 . 【 
3 5 2 二 1 
(5) 极限 lim| 于 二 二 十 i | 的 仁 是 
A. 0. BT, C. 2. D. 不 存在 . 【 


he ak i 
(6) 设 lim ED - 8, 则 a 的 值 为 
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A.1l. B. 2. GNE. D. 均 不 对 ， 【  ]】 


(Z 一 1)(z 一 2)(z 一 3)(z 一 4)( 工 ) 
(3 六 一 2)e B 关 0, 则 a,B 的 数值 为 


(7) 设 lim 
A.a 一 1,8 一 可. Bi Ca 一 5,8= 市 . D. 均 不 对 【 】 


1 
3 
(8) 设 F(z) 一 2 十 3 一 2, 则 当 工 一 0 时 ， 


A. f(x) 是 工 的 等 价 无 穷 小 . B. f(x) 与 工 是 同 阶 但 非 等 价 无 穷 小 . 

C. f(z) 是 比 工 较 低 阶 的 无 穷 小 . D. f(x) 是 比 工 较 高 阶 的 无 穷 小 . 【 】 
(9) 设 lim dtdQ Tat 二 a 6, 则 wa 的 值 为 

A = B. 1. G5 六 D, 3 【 】 
(10) 设 lim atanz 十 b(l CO— cosx) 二 2, 其 中 4a? 十 c? 关 0, 则 必 有 

zr0 cln(1— 2x) + d(l—e™) 
A.b = 4d. B.b 一 一 44d. Ca = 上 D.a =— 4c. 【 】 
3. 计算 题 . 

(1) 求 下 列 极 限 : 

OO im (Cw ez} © lim(2sinz + cosz)*; 

二 . /1 十 tanZ 看 
@im(sn 芝 +eos 工 ) @im(iTsz | 


(2) 求 下 列 极限 : 
3 Be 
HT Ti ln(1 十 > i @ lim( 广 一 cotz); @ lim ln(Ccosz V1l—zx > 


z~1 arcsin2 yg 一 z0 zx0 tanzln(1 十 2 并) 
(3) 求 下 列 极限 : 
2n 
oto +) 2 


@ lim| (> 十 人) (z 十 下 ) 寺 …… 十 全 1, 


n 


1 1 1 
十 十 下 十 一 一 一 一 ; 
ea (正直 1 和 3 


GG fim } @ lim( 交 二 中) . 毕 审 各 多 05,65 0. 
了 -CO 二 n—>00 
Eos), 区 
Ey 
4. 设 f(x) = 1 工 一 0. 


二 | cose dr, rz>0 
TJo0 
试 讨论 f(x) 在 工 =0 处 的 连续 性 与 可 导 性 . 
5. 求 下 列 函 数 的 间断 点 并 判别 类 型 . 
zC2r+ 


1 2coszx 


0 
= 站 Of = lim Hz @f(z) = 


第 国 篇 | 高 等 数学 


6. 试 确定 常数 4,6 的 值 ,使 极限 lim ( 急 十 古 十 如 | e* di 存在， 并 求 该 极限 值 . 
1 


sin’z 


7 设 了 29 三 [Vi 十 sinz 十 sin2z 一 (a 十 Bsinx) |, 且 二 0 是 f(x) 的 可 去 间断 点 , 求 和， 
B 的 值 . 
8. 设 lim L(x -7x* 十 2)* 一 zj] = 二 0,6 关 0, 求 asb 的 值 . 


win, 东 之 0 


9. CD 一 并 在 工 一 0 处 的 连续 性 . 
Sm 立 委 0 


10. 设 f(x) 在 x 二 0 的 某 邻 域内 二 阶 可 导 , 且 lim( 3 9 )= 0 来 fC0), 了 (C0), 了 1(0) 及 


Li Tet 

x0 

参 考 答 案 

1. (1)a 二 2， (2) 极限 一 亡 . C= Td = We = 


(4) 极限 = 一 1。 (5)f[f(z)] = 二 1. (6) 极 限 二 2. (7)A= 二 a 十 b. 


tt od a 
(8)a = 5 ,D (9) 极 6 (10)A 199T? 1991. 
2. (19D (2)B (3)D (DA (5B (6)C (7)C (8)B (09)A (10)D 
二 1 2 
3. (le @e Oe OE, (WD = 1, 
2V2 3 
= Z< 0 
(3)@Oe ©I! Or @1, 提 示 : 利 用 夹 允 定理 a| 0, r=0 @ va. 
bs 更 之 0 


4. 在 x 二 0 处 连续 且 可 时 . 
5. Oz 一 0, 第 一 类 间断 点 . @@x 二 土 1, 第 一 类 间断 点 . 


(x 二 0, 第 一 类 (跳跃 ) 间断 点 ;Xx 二 1, 第 二 类 间断 点 ; 工 = 一 也 :第 一 类 (可 走 ) 间断 点 ; 


Kr a kn 了 汪 一 1,2,3,… ,第 二 类 (无 穷 ) 间断 点 . 


| 2 pe 

6 二 3 = 1, 极 限 10° 
1 二 
7. a 1,8 元 8. a 5 5 


9. 当 wc 二 0 且 B8= 一 1 时 ,jjFGz) 在 一 0 处 连续 ; 
当 a 二 0 且 B 关 一 1 时 ,二 0 是 f(x) 的 第 一 类 (跳跃 ) 间断 点 . 
当 a 达 0 时 ,ZX 二 0 是 f(x) 的 第 二 类 间断 点 . 


10, fC0) —= 35 0600) = 0 (0) = 9,lim D3 = > 


提示 :将 sinz, f(x) 泰勒 展开 . 
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第 1 节 重要 概念 \, 定 理 和 公式 的 剖析 


一 、 导 数 与 微分 的 定义 
定义 1 设 函 数 y 二 f(x) 在 zo 的 邻 域内 有 定义 ,给 z+ 在 zx。 处 以 增 量 Ax( 隆 0) ,函数 > 相应 地 


得 到 增 量 Ay 二 f(zo 十 Ax) 一 f(zo). 如 果 极 限 


Ar-*0 ANX Az-=0 人 工 


~ / dy 
fF (wds VY (Nds dz be 


即 


/ 三 和 六 f(A) fro) 
Ts Ar 


令 zi 十 Az 王 了 则 四 >@ 
Wi a i @ 


me 于 一 次 9 


0 


纺 导数 是 一 个 分 式 的 极限 ,其 中 分 子 是 函数 在 两 点 处 的 差 值 ,分 母 是 两 点 处 的 差 值 . 
定义 2 ”函数 f(x) 在 ze 处 的 左 、 右 导数 分 别 定义 为 


> Ar>0” AZ 
-= 格 m fe — Cm? 
zz 7 | 
F + (Xo Em Re 
= FE) = fo 
- EO wo 


zzo 


导数 的 几何 意义 : 
y 二 f(x) 在 zo 处 的 导数 (zo) ,表示 曲 线 y 二 f(x) 在 M(xo ,yo) 处 的 切线 MT 的 斜 
率 , 即 tana 二 了 (xo), 如 图 2-1 所 示 . 
八 在 导数 的 分 式 极限 定义 中 ,分 母 的 极限 一 0+ 或 一 0 ,如 果 只 是 单 边 行为 ( 即 仅 一 01 或 
仅 一 0-), 则 该 极限 只 能 是 函数 在 该 点 处 的 左 导 数 或 右 导 数 , 而 不 是 在 该 点 的 导数 . 
【 例 2.1]】 设 f(0) = 0, 则 f(x) 在 点 x 二 0 可 导 的 充 要 条 件 为 
(A) lim 去 /(1 一 cosh) 存 在 . (B) lim Ff (1—e). 
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EE 

CC) lim 雯 /Ch 一 sinh) 存 在 . CD) lim Ff 2h)— fh)]. r  ]】 
【 解 】(A),(C) 项 极限 式 的 分 母 均 为 大 ,而 limh? 一 0f ,所 以 可 排除 (A)CC). 
对 于 (D) 项 , 令 f(x) = 名 上 ， 则 f(z) 在 点 x 二 0 不 可 导 , 但 


lim 二 [fC24) 一 了 (h)] 一 lim -+ 一 0 存在 . 
故 选 (B). 
定义 3 ”如 果 y= jz) 在 (a,b) 内 每 一 点 均 可 导 , 则 称 该 函数 f(x) 在 (a,p) 内 可 导 ; 若 y= 
f(z) 在 (a,b) 内 可 导 , 且 在 x 二 a 和 x = 二 6 处 分 别 具 有 右 导 数 f“(a) 和 左 导数 f (6)， 
则 y = f(z) 在 La,6j] 上 可 导 . 
【 例 2. 23〗 设 (zo) 存在 , 求 下 列 各 极限 . 


(1) lim f(zo t+ 3A7) — f(r) (2) lim Ct — A) fro), 
Azr-0 AZ j->0 h , 
(3) lim Jia — 2A Oo fo 3A7), (4) lim flwo hh) = fw A) 
Ar0 Ax h=0 h 
AN m Lz + SAw) 一 六 Go A 
【 解 】(1) iim 从 光 lim 3Ax 3 3f zo). 
(2) fi Fro = = f(ro) = jem Flo — Ry-= f(y) ( TY = f(xo). 
hr0 h h>0 一 几 
(3) i fxo — 2AFE)— f(x6 + 3AL) 
一 0 Ar 
fxzo 一 2Ag) 一 大 2o 天 aa 让 SA 一 六 xzo 
lim| 从 下 Ar ] 
my AR = f(zxo) | f(xot 3AT) — f(xo) ， | 
lim| —2Ax 人 3Az 
=—2f (zx0) —3f (xo) =— 5f (zo). 
h=0 h i h 


= f(x)—[— f(x) = 2f (zr0). 
【 例 2.3] 设 f(x) 在 x 一 1 处 连续 , 且 lim 万 2 一 2， 求 1(1). 


0 


【 解 ] 因为 /(1) 一 limf (zx) = lim(z 一 1) 人 


Ew 
1 U 


一 limGCz 一 1)。lim 
x] i 


ll 


一 2. 


所 以 (1) = lim 大 2 二 大 到 et 
-1 rE 


Fe er 

【『 例 2.4] 设 f(x) 在 (一 2, 十 %) 内 有 定义 ,对 任意 x,; 恒 有 f(x 十 1) 二 2f(x). 当 0 过 x 过 1 时 ， 
f(x) = zx(1 一 zz), 试 判断 在 zx = 0 处 ,f(zx) 是 否 存 在 . 

【 解 当 一 1 过 zz 二 0 时 ,0 声 十 1 二 1, 于 是 


ps > f(z y= (z+ DE (r+1)’] = 二 这 十 (一 22 一 起) 


二 we 2 
Fz) EON lim et 


fy = lm 二 | 入 


xz-=0 
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1 
六 (0 = lim DT 一 lim 一 


0 z xr—=0 这 


(19 (2 


—1]1， 


因为 六 (0) 关 六 (0) ,所 以 f(x) 在 zx = 二 0 处 不 可 导 . 
定义 4 ”如 果 函 数 y = f(z) 在 点 xz 处 的 某 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 在 点 xz 取得 增 量 Az 时 ，, 画 
数 的 增 量 Ay 可 表示 为 
Ay 一 AAz 十 a， 
其 中 A 是 与 Ax 无 关 的 量 ;a 是 当 Az -0 时 比 Az 高 阶 的 无 穷 小 , 则 称 > = f(z) 在 zx 
处 可 微 ,AAz 称 为 F(Cz) 在 点 处 的 微分 , 记 为 dy 或 df(z), 即 dy 二 df(x) 一 AAz， 
由 于 当 xz 为 自 变量 时 ,dz = 二 Az, 同 时 可 证 广 (z) 二 A, 所 以 上 式 又 可 写成 
dy = f (zx) dx. 
转 当 广 (z) 关 0 时 ,dy 二 了 (xo)dzr 是 Ay 的 线性 主 部 . 


二 、 重 要 定理 


定理 1 f(zo) 存在 舍 f_ (zo) = f+ (zo). 

定理 2 ”车 y= 二 f(x) 在 点 xo 处 可 导 , 则 y = f(x) 在 点 zo 处 连续 ,反之 不 真 . 

定理 3 ”函数 f(x) 在 zz 处 可 微 全 f(z) 在 xz 处 可 导 . 

定理 4 设 y 二 f(x) 在 点 x 的 某 邻 域内 单调 连续 ,在 点 xz 处 可 导 且 了 f(x) 天 0, 则 其 反 函 数 在 
点 工 所 对 应 的 y 处 可 导 , 并 且 有 


dz_ 1 
dy dy 
dz 
三 、 导 数 与 微分 的 运算 法 则 
设 丸 二 u(x),v 二 v(x) 均 可 导 , 则 
(tv) = 二 wu 土 v， d(x 士 上) = dx 士 du; 
(2)(zo) = uv’ 二 wu’, d(uv) = udv+t vdu; 


C3) (2) = i 0),d(#)= We tw 的. 


四 、 基 本 公式 
(1)y = 二 c( 常 数 ) 多 一 0 dy 一 0 
(2)y 二 zx" (a 为 实数 ) y = az 一 dy = az dz 
(3)y 一 a” y 一 arlna dy = crlnadz 
特例 y 二 CE 二 这 d(e*) = (e’)dzx 
让 1 
(4)y 一 logszya 盖 0 天 1 dy 了 dz (wi 0 
特例 y = lnz Clizy” = 二 dC ,= 二 dz (zx > 0) 
(5)y = sinz y = cosz d(sinx) = cosZzdz 
(6)y = cosz y 一 一 sinz d(cosz) 一 一 sinzdz 
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| 
续 表 
Cy = "tan y = 一 一 seczz dCtanz) = sec’ xdx 
COS’ Zz 
(8)y = eotz y' 一 一 dCcotz) =— csc: xdzx 
sin’z 
(9)y = Sec 并 y = secrtanz d(seczx) = secztanzrdz 
(10)y = cscx y 一 一 csczcotz d(cscz) =— csczcotzdz 
(11)y = arcsinzx y = L d(arcsinx) 一 dz 
1— zx’ V1l—z’ 
(12)y = arccosz y 一 一 5 dCarccosZz) 一 一 1 dz 
i = 
(13)y = arctanx y= 于 dCarctanz) 一 Td 
(14)y = arccotx y 一 一 二 dl(arccotx) 一 一 id 
五 、 约 微分 与 曲率 
弧 微 分 :dy* 二 Vl 十 y*dzx,(dz 之 0),ds 一 Vz (ft) 二 y(t) di(di > 0),， 
ds = Vp (0) + p (0) dg(dg > 0). 
曲率 :曲线 y 一 f(z) 在 点 (x,y) 处 的 曲率 为 一 一 [2 
(1 二 Ty )? 
(zt 小 I ___/ / 
对 | 9 CD (2) oO CE | 
y= y(t) [Lo (CD + (iD 
曲率 半径 :曲线 在 点 M 处 的 曲率 &(&R 天 0) 与 曲线 在 点 M 处 的 曲率 半径 p 有 如 下 关系 : 
“1 
Re 


曲率 圆 : 曲 线 y = f(x) 在 点 MGCz,y) 处 的 曲率 圆 方程 为 

(一 ao 十 (y 一 0): = R. 
其 中 ,(a,B) 称 为 曲线 在 点 MGCz,y) 处 的 曲率 中 心 ;R 为 曲线 y = f(z) 在 点 MGCz,y) 的 曲率 半径 . 
设 y = f(z) 的 二 阶 导 数 y 在 点 z 不 为 零 , 则 曲线 在 其 对 应 点 MCz,y) 处 的 曲率 中 心 D(a， 
B) 的 计算 公式 为 


/ /2 
be 类 ， 


1 十 yy 
一 一 十 六 
B= 


【 例 2. 5】 求 抛物 线 y = Vz 在 点 M(1,1) 处 的 曲率 圆 方程 . 
【 解 】 由 题 设 可 知 : 


7 1 4 1 
vO 和 9 
2 4 Vx 
/ yw 1 1 
出 二 一 -一 ER | 一 一 一 可 
则 ? |om 2Wz GD 2 G1) 4 /rs lay 4 


设 y= 二 VX 在 点 (1,1) 处 的 曲率 圆 方程 为 
(rz 一 ao 十 (> 一 D)2 = R’, 
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Be 
1 5 
/ ra ee Te 
其 中 a 二 1 一 了 二 > ) i 
y (1,1) 1 多 
4 
1 
/ 1 十 二 
1 十 y? 4 
i 六 一 1 一 一 
有 y caly TT 4 
4 
,6 
只 王建 十 到 33 _ 8 5V5 
| (UD 1 2 °° 


故 y 二 Vz 在 点 (1,1) 处 的 曲率 圆 方程 为 
ty ， 125 
E g (yh) 二 
六 、 高 阶 导 数 的 定义 与 基本 公式 


定义 ”车 y= f(z) 的 导 函 数 f(z) 在 点 x 处 可 导 , 则 称 六 (z) 在 xz 处 的 导数 为 y 二 /(x) 在 
点 工 处 的 二 阶 导数 , 记 为 和 ,f(z) , 即 


rr、 fr+Ar)— f(z) 
f(z) Hn AEA “ 


同样 可 定义 nn 阶 导数 J (zx) 为 f(x) = lim eh er C9 
Ar—0 


人 Ax 
高 阶 导 数 公式 
(D(a) = arlnra (a 放 0), 特 别 (e*) 人 "==@ 
， 人 _ i 
(2)(sinkz)'™ = sin (kz 十 7 2 ) 


(3)(cos&z ) ”一 如 cos (kz 十 2 。 | 


(4 TY 一 (一 1)。…。(7M2 一 姑 十 1)z 


CD nse) = (一 了 天 Lo Dl 
a 


(6) 莱 布 尼 欧 公式 : 若 ul(z) 这 (元 ) 均 n 阶 可 导 , 则 


n 
We > ™ ) ee 0 = 二 放 
(wm ) = CE Ui 六 其 中 uo = 2， dU 一 vw. 
i=0 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 求 复合 函数 的 导数 或 微分 


y 三 fLp(z)j] 在 z 处 可 导 , 且 有 
= ftw px) 或 dy 一 dy . du 
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sl 
这 种 求 复 合 函 数 导 数 的 方法 称 之 为 连锁 法 则 . 该 法 则 可 推广 到 多 个 函数 复合 的 情形 
中 去 . 
i 2 / a A dy 

【 例 2.6] 设 y= /( 演 二 5)， f (x) = arcsin’, 求 地 _ 

dy d 3 太一 和 Pes lm 3 元 一 2 /3xz—2\’ 12 
ER 

于 是 科 一 (arcsin1)。3 一 Fx. 
【 例 2.7】 求 下 列 函 数 的 导数 : 


(1)y = zLcos(lnz) 十 sin(lnz)]; (2)y = 户 Lp"(sinz")]; 
(3)y= zx ca ta (a>0). 


CR Cy 三 oC la) 4 aticlaad 天 到 一 a 二 十 cos(lnz) 8 三 | 


cos(lnz) 十 sin(lnz) 一 sin(lnz) 十 cos(lnz) = 2cos(lnz). 


(2)y 一 majf[Lor(Csinz)]。 f Lo (sinz’)] » ng™ (sinz”) » 9 (sinx”) « cosz” » nr™ 
= nx™ cosr™ * fg sinz)] op (sinz”)» f [y'sinz’)] *» 9 (sinz"”). 
(3)y = az 十 or 。lna* ar”!+a’” lna 。arlna 


一 ar -十 alnazrela” 十 lnza 。ara”. 
【 例 2. 8】 设 /(#7)= sinz, 求 EfCz)], {fF C2)])’, {fFLf(z)]). 


【 解 】 令 上 = 二 方 z, 则 Fi) = sin2t, f (1) = 2co0s2t,f (4) 一 一 4sin21. 


于 是 fF [Lf(x))] = 2cos2[L f(x)] = 2cos(2sin27); 
{fFf[Lf Cx)]} = FLf x), f(x) = 2c0s(2sin2x) » 2c0s27 
= 4cos(2sin27x) » cos27x; 

{FLf O67) = (fF EF] fF C72) = FEAF CF +FLA) TF (x) 
=— 4sin(2sin2x) 。 (2cos27x)* 十 2cos(2sin2z)。( 一 4sin2z) 
=— l6sin(2sin2x)cos:2x — 8cos(2sin2x) (sin27z). 

【 例 2. 9】 作 变换 x = tany,z 一 e', 试 将 方程 
2 9 十 2z2(tany) ( 衬 ) 十 工 于 一 sinycosy 一 0 


化 为 u 关于 t 的 方程 . 
【 解 】3 由 于 > 二 arctanu,t 二 lnz, 故 有 
dy_ 1 dt 


du 1+u "dz 


1 u 
一 一 . 又 sinycosy = 一 一 一 ， 
多 ~ eeey 1l+w 


dy_dy,du,dit_ 1 .1 .du 
于 是 人 
dy= 0(i. 1 学 )= 1 半生 ( 生 学) 
dz dz\z lw 出 rx 1 二 id xz dr\li+wuw dt 
i i | 1 学) dt 
zz liu dt x dti\l+u dt/ dz 
1 1 ll de 路 1 和 
pd re ee od ea dz | 
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代入 原 方程 并 整理 得 9 一 


题 型 二 求 参数 方程 的 导数 或 微分 


u 一 0. 


芭 二 天 ( 共 
忆 = y(t) 
所 确定 的 函数 y = y(Cz) 的 一 、 二 阶 导数 : 
dy _ y(t) 
dr x (tf) 
g 5 
有 
(CD 一 y 于， 1 ryD— yD) 


[zx’ C0) x (1) [zi 
v= CO 


] 2. 10 i . dr de 
|， = tcos(t?) -| cosudust >0 来 5 


1 2Vu 


【 解 】z“ 一 一 2zsin(2) ， 


y = cos(f) 一 20sin(2) 一 元 cos(B) « 21 一 一 22sin(22)， 
dy , Oy 二 (全 )= d 1) 1 
dx ”dr dx \dzx dz 2tsin(t? )° 
二 21 十 | 了 | d 
例 2.11] 设 | , 求 当 z = 二 0 时 的 导数 他 . 
【 例 】 ee 数 地 
z= 3 z=1 
【 解 ] 当 :> 0 时 ,| 一 9, 当 :<<0 时 ,人 一， 
y= 9t y= 
2 
tt 
2 
FD lm = tim A 6, 
Ar>0 公 工 人 
dy| 一 
故 | 二 六 
二 f (0), 


【 例 2. 12] 设 其 中 f(2) 的 三 阶 导 数 存 在 , 且 f(z) 和 0， 


y= tf (tC— f0), 
dy dy dy 
求生 ,2 ”dz3 
dy wv Eo 
【 解 】 人 7 人 


i， 


拉 - 直 (时)- 直 (75)- 吝 (pt) 由 
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题 型 三 “” 求 隐 范 数 的 导数 或 微分 


有 三 种 方法 : 
1” 方程 两 边 对 zx 求 导 , 要 记 住 y 是 z 的 函数 , 则 y 的 函数 是 x 的 复合 函数 ,例如 一 ，y， 


lny,ey 等 均 是 二 的 复合 函数 .对 z 求 导 应 按 复合 函数 连锁 法 则 做 . 
人 公式 法 .由 F(x,y) 二 0, 知 
dy yy 
dz F(x,y)” 


其 中 ,F(z,y) A fe 分 别 表示 F(zx,y) 对 过 和 > 的 偏 导 数 . 
3” 利用 微分 形式 不 变性 ,在 方程 两 边 求 微分 ,然后 解 出 经 


【 例 2. 13】 设 方程 zy: 十 e* 二 cos(x 十 y)， 求 y.. 
【解法 一 】y’ 十 2zyy 十 ey = 一 sin(Cz 十 风 )。(1 十 2yy )， 
/ yy 十 sin(z 十 vy) 
y 2zy 十 e? 十 2ysin(Cz 十 允 ) 
【解法 二 】 令 FCz,y) 一 zy? 十 ep 一 cos(Cz 十 交 ). 
因为 F',== y: 十 sin(zx 十 y)， F,= 2xy 十 外 十 2ysin(z 十 y)， 


所 以 dy F’, (zx,y) y: 十 sin(zX 十 y) 
dz F',(x,y) 2zy 十 @? 十 2ysin(z 十 yy 


【解法 三 ]d(Czy? +Te>) 二 dL[cos(zx 十 y)]， 
ydz 十 2zydy 十 edy 二 一 sin(z 十 y*)(dz 十 2ydy)， 
[2zy 十 ez 十 2ysin( 并 十 史 )]dy = 二 一 [y 十 sin(z 十 y)j]dz， 
dy yy 十 sin(z 十 y) 
dz 2xy 十 @? 十 2ysin(z 十 yy)， 
〖 例 2. 14】 设 有 方程 2z 一 tan( 工 一 y) 一 | secrde, 求 9 


【 解 了 方程 两 边 对 工 求 导 ,可 得 
2— sec (x—y)* (I—y)= sec (rz—y). (1—y) 
1 


1 一 y = 一 二 > yy 1 eo(z—y) 一 sin(zs Co: 
sec ( 工 一 y) 


= 2sin(z— y)cos(z—y). (1—y)= 2sin(z— y)cos(z— y)cos: (并 一 y) 


< 
| 


= Zsin(z— Yeo (站 一 y). 


题 型 四 ” 求 款 指 函数 的 导数 或 微分 


提 : 示 ;> 一 &CZ) (uz) >0ulz)AA1) y= ezCeInw(z) 


| 


/ vr)lnu(r) / 
y 一 |» (xz)lnul(z) + v(x) CE) 
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三 大 (元 ) | ceinwcz) 十 v(xX)。 | 


【 例 2. 15】 设 > 一 x 十 a” 十 x” , 求 y. 
【 解 】y 一 eatnr 下 er ne 


yy (elnz 。lna 十 ar。 三 )+ as erm(lnz 十 1) 。 ed Ca 。 一 | 
条 
= a (inalnz 十 过) 十 大 (Chis FID ng zetalng4 1), 


【 例 2. 16] 设 由 方程 x? 二 y 确定 y 是 zx 的 函数 , 求 虹 . 

【 解 】e 二 e*" ,两 边 同 时 对 xz 求 导 , 得 
eo (ylnz+y 二 )= es (lny 十 z 世 | 
一 (yInz 十 过) 一 大 (lny 十 于 > 


人 > dy yr ry "lny) 
dz x(xy’ CO— yr’lnz). 


题 型 五 ” 求 表 达 式 为 若干 因子 连 乘 积 、 乘 方 \ 开 方 或 商 形式 的 函数 的 
导数 或 微分 


3 
oe s 人 十 353 一 32 
【 例 2.17] 设 y= (z 一 2) /70 一 3 


〖 解 3】 先 将 表达 式 写 成 分 式 指数 究 的 形式 . 
y= (zx—2)(Cr+ a3— 2 ri) (5— 3r)3, 


, 求 了 


jny 二 席 环 一 各 了 ln(z 十 3) 十 全 In(3 2z2) 了 ln(1 十 z) 一 于 In(5 一 3z3)， 


上 式 两 边 对 工 求 导 ,得 
yy 瑟 ， 2 16zxz 2 3 
y zx—2 3(z+3) 3(3 一 2z2) ， 3(1 十 zz2) 5 一 3z3， 
ee 
(1 十 zz)(5 一 3z3) 
2 2 16 工 2x 3z? 
[es 3(3 一 2z2) | 


题 型 六 ” 求 分 段 函 数 的 导数 或 微分 


一 定 要 用 导数 的 定义 求 


y = (z— 2)? 


| Acad， w>>0 
【 例 2. 18】 设 f(x) 连续 , 且 lim 大 一 一 2, 令 ee = 
站 ma+2pd 
攻 


之 


闪光 < 
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i 
求 FF (C0). 
和 邻 & 一 i I 
【 解 ]| fC | fo = 1 /fondu, 
0 0 er TJo0 
| | fod 
Pod) = lim TOPO jin jm FY 1, 
I—0 区 一 虱 wd 并 PY 27x 
| ma + 20) di 
pr DY = Ti SE 一 
x0 站 0 -0 ya dl 2 
故 ”F'(0)=1. 
| 
a Sm we0 
【 例 2. 19】 设 p(x) = | 并 ,又 函数 f(x) 可 导 , 求 F(x) = LPGCz)] 的 导数 . 
O05 二 0 


f (z'sin 三 )， 工 尖 0 


大 (07， X=0 


和 


【 解 3 F(zx) = fLyp(x)] -| 


当 Zz 关 0 时 ,F(zx) 一 f (z'sin 去)| 3zsin 二 十 meos 二 (一 闷 )] 


= f (x'sin 三 ) (3z’ sin -- 一 元 695 三 ). 


因为 分 界 点 之 = 0 的 两 侧 f(x) 的 表达 式 用 同一 形式 表示 ,所 以 分 界 点 处 的 导数 只 用 一 种 
形式 求 即 可 . 

be 
yi jz sin 二 70) 


0 区 一 0 工 w0 东 一 (0 


由 关机 :| 
flzisin—)— f(0) xz’sin— 


XxX—*0 


| zr 
Zasin 一 一 0 
并 


ey f (z'sin 过) 一 70) 


TO 


lim (zx’sin 三 )= f(0).0=0. 


cal 
Zasin 一 一 0 
工 


A z#0 
0y 工 一 0 
题 型 七 ” 求 高 阶 导 数 
1 .直接 法 


所 谓 直接 法 ,是 指 求 出 所 给 函数 的 一 ~ 三 阶 或 四 阶 导 数 后 ,分 析 所 得 结果 的 规律 性 ,从 而 
写 出 ” 阶 导 数 的 方法 . 
【 例 2. 20】 设 y 一 ercosz, 求 y”. 


【 解 】y 一 ercosz 一 ersinz 一 er(cosz 一 sinz) 一 VZercos(z 十 FE gy 
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y= V2|ercos(z 二 至) e'sin(z 二 + 择 ) |= W2)?ercos(z 十 2 * 4 ， 


y= Wa)’ [ecos(x+2 。 玫 。 持 )]= Wa) ercos (z+3 。 于) 


g ”三 (Wa)"ercos (z+n 。 rn 
【 例 2.21] 设 函数 xz 二 f(y) 的 反 函 数 y== 让 (x) 及 产 [ 广 (z)], 产 [ 广 (Cz)] 均 存在 , 且 
FT 0D] #0 = 


[PKz)] fF [F(z)] 
Mo Tp pp 


CY FLAF C2) (D) LF Ce)] 【 】 


CE Ey {f LF) 
【 解 】 因 为 [f(z)] 关 0, 所 以 由 反 函 数 的 导数 公式 有 
df to od 1 -1 
dz dz dr” fly) 六 区 于 
dy 
二 dl 1 -== -=I 
dz dz \f [Lf (zx)] {(f Lf x) {fF LF Ce 
-Ly 1 = [Lf (2) 
(fF [LF CT FEF CR (FE ] 
所 以 选择 (C). 


【 例 2. 223 设 f(x) 任意 阶 可 导 , 且 了 (x) = ee ,了 (0) = 1. 求 Am (0)， 
【 解 】 f(z) 一 一 e /2 f(z) = 

r(x) = 2 ® f(z) = 2€ 5, 

大 0 (2) 三 一 3。26 /2 。 f(z) 一 一 3 。26r4ra ， 


FDCz) 一 (一 1 一 1)1ev ， 

所 以 ,ff (0) = (一 D™ nm Dlew® = (1D)"™ (nm1)le™. 
8. 间接 法 

利用 已 知 的 高 阶 导 数 公式 ,通过 四 则 运算 ,变量 代 换 ,泰勒 级 数 等 方法 ,达到 将 给 定 的 函数 
求 出 阶 导数 的 方法 , 称 之 为 间接 法 . 

(1) 分 式 有 理 函 数 的 高 阶 导 数 . 


分 式 之 和 ,最 后 仿 (x”")” 的 表达 式 写 出 所 给 定 的 有 理 函 数 的 n 阶 导数 . 
【 例 2.23] 设 y 一 罕 二 9, 求 y"”. 


+d 
【 解 】3 若 c 关 0, 用 多 项 式 除法 ,可 得 
t= 1 iik—ad dy _d 
es ce Es 人 (= (zz 二 )， 
C 
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LE 
故人 DD) 1 (r+) 
c c 
pc 一 ad (ln! _ (~ lmnlc (Cpc 一 ad) 
2 n+l 7 十 1 
C (z+ 二) 【人 Fy 
C 
3 
【 例 2. 24] 设 y 一 二 一 3 二 5' 求 y(n 之 2). 
7T——.6 4 8 站 于 
人 


We = ( 工 十 3)6 十 [8Czx 一 2) 1] —[(zOom1) 1]™ 
二 0 十 (一 1)*。8。6nl(r—2) "一 (lmn!l(zr m1) 


| 


8 1 
CT (C1) | Ee 


(2) 由 cosraz sin"Bz (m,n,a,B 均 为 自然 数 ) 的 和 、 差 \ 积 所 构成 的 函数 的 高 阶 导数 


人 Dmn!| 


和 、 差 形式 ,再 用 公式 sin"” kz 一 krsin (kz 十 元 。 汪 ,COS™kz 一 krcos (ko 十 2。 到 ) 将 给 


定 函 数 的 二 阶 导 数 写 出 来 . 
【 例 2. 25】 设 > = sinzsin2zsin3z, 求 >”. 


【 解 】> 一 地 (cos2zx 一 cos4z)sin2z = sin4z 一 开 (sin6zx — sin2x) 


一 (sin2z 十 sin4zx 一 sin6Zz). 
6 9 亚 nn 和 nT RY 好 工 
学” 二 本 [2 sin (2z 十 了 )+4 sin( 4z 十 2 ) 6 sin(6z 十 7 
【 例 2. 26】 设 > = sinsz 十 cossz， 求 y". 
【 解 】y 一 〈sin2z)3 十 (coszz)3 一 〈sin2 并 十 cos2zr)(sin4z 一 sinzcos 十 cos z) 


一 sin4 工 十 cos4 并 一 sin2zrcos2z 一 〈sin2 并 十 cos2z)2 一 3sin2zcos2 工 


_ 年 人 2 = 3 .1 一 cos4z _ 5 3 
二 二 sin 2 二 三 1 机 5 8 十 8 cos47， 


y” 一 。4"”。 cos(4z+n 。 让 


(3) 利用 函数 的 泰勒 级 数 展开 式 , 求 函数 在 一 点 处 的 高 阶 导数 . 
〖 例 2.27】〗 设 y= 二 arcsinz， 求 y”(0). 


【 解 】 因 为 y = 让 = x)=1t D135 XX Dn, | 和 发 < 弄 
人 n=1 . 
\ ES < 1X3X5 XX (nO — 1) 2n+] 

所 以 ?一 z 十 之 / TO wy hs | ls (0 

但 由 麦克 劳 林 级 数 知 
2 (Cn) 0 

y= >， 人 2zr， @ 

7 一 0 


对 比 鳃 与 @ 中 之 的 系数 ,得 
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YAO 一 FWAO = 0 C0) SS, 


1 X3 庆 5X 2k 1) 
2*。k1(2k 十 1) 


【 例 2.28】 设 f(z) = arctanz， 求 f'?(0). 


i (0) 2 FD ee (2k 二 1)1,k 一 1 ,2,.…. 


1 a 广 二 1 
〖 解 】 因 为 y = f(x) 一 (4arctanzxz7 过 Ti 
二 1 一 十 Xx 一 Xx 十 十 (一 1)"z”? 十 …， |z| 过 1， 
\ 3 5 人 n 1 2z 二 1 CR 
所 以 y= f(x)=zx 十 二 十 《一 了 元 二 1z 十 …， @ 
又 f(x) 在 zx 二 0 处 的 麦克 劳 林 级 数 展开 式 为 
(Cn) 
y= f(2) = Dr, @ 
四 妨 一 0 © 
对 比 @,@ 中 x” 的 系数 ,得 
FO) =0, 
far 00) = (2 十 DID 一 (一 1)4C2k)1, 其 中 ,一 0,1,2,… 
a | 3 ~ 9 ?上 9?》Ly9 


(4) 利用 弟 推 公式 求 n 阶 导 数 . 
【 例 2.29】 设 y= 二 万 二 arcsinz, 求 y'™ (0). 


一 这 


/ be 1 : 下 
【 解 】 有 一 二 ne 


>(1—zx)y —zxy—1=0 


>(1—zxz)y—3ry 一 y 一 0 


之 (1 一 z2) 交 一 5z 光 一 4 一 0 
之 (一 妇 )yo 一 (22 十 1)xzy 一 yo 一 0. 
显然 ， 当 z 一 0 时 ,y 一 1， 允 一 0， 闪 一 4 
故 y2 (0) 一 0,yc2rt (0) 一 和 (21) 
(5) 利用 莱 布 尼 茨 公式 求 高 阶 导数 
对 于 形式 为 GCz) = xf (zx) 或 F(x) = x 了 f(z) 的 函数 ,经 常用 莱 布 尼 茨 公式 求 高 阶 导数 . 
此 时 : 
CD (8 = wf (a) nf (ry), 
F(A) = x2 (rT 2 (ry), 
【 例 2. 30】 设 f(x) 一 求 f™ (0). 


〖 解 〗f (x) = 2xln(1+z) 十 本 a (0) = 0， 


二 二 sR en 0 


ee 1 十 工 (1 十 人 
fid) = fln(1 十 z]m 4 2nz Lintl + zx)? 十 2 。 te 二 x) J] 
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en 
2 (一 1) 一 (2 一 1)1 


可 (一 1)m2(2 一 2)1 ne 3)! 
i a 


所 以 f*(0)== (一 1 有 22 一 1)(2 一 3)! (n> 3). 
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第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 


思维 定 势 题 设 条 件 中 出 现 /; (a) 或 六 - 人 或 六) 时， 则 不 省 ” 先 写 ; 
.出 该 点 的 导数 的 定义 ,然后 结合 极限 的 保 号 性 处 理 即 可 | 


Ei. 313 设 f(x) 在 [a,6] 上 可 导 , 了 f(a)，。 扩 (6) 二 0, 证 明 : 存 在 一 成 EE (a,b), 使 (8) 一 0. 


【证 了 不 妨 设 fi (a) 这 > 0,f (5) 二 0, 于 是 
天 ay = lim Te = 过 0 
rzat Ta 
由 极限 保 号 性 知 , 存 在 一 个 6 过 0, 当 zE (a,a 十 61) 时 , 恒 有 


{2D)— fH) 0 fr) > fla). @ 


雹 一双 


同 理 ， 
CD) 
站 


f° (6) = lim 二 
由 极限 保 号 性 知 , 存 在 一 个 6 盖 0, 当 zE (5 一 6;,6) 时 , 恒 有 
A(x) 一 A 2 Opa) Ss C6Y. @ 


zr—b 


由 f(z) 在 [a,65] 上 可 导 知 ,f(z) 在 [a,6] 上 连续 ,所 以 f(x) 在 [a,6b5] 上 必 存 在 最 大 值 ,由 
@Qe 知 , 最 大 值 只 能 在 (a,5b) 内 取得 . 
令 &€ (a,6),f(e) = max {f(z7)},X f(z) 在 z= 二 《处 可 导 , 故 由 费 尔 马 定理 知 ,了 (8&) = 0. 


二 、 综 合 题 解析 


【 例 2. 32 了 已 知 f(x) 是 周期 为 5 的 连续 函数 , 它 在 z=0 的 某 邻 域内 满足 关系 式 f(1 十 sinz) 一 
3f(1 一 sinx) 二 8z 十 a(x), 其 中 ,a(x) 是 当 x 一 0 时 比 z 高 阶 的 无 穷 小 , 目 f(x) 在 
工 一 1 处 可 导 , 求 曲线 y = f(x) 在 点 (6,f(6)) 处 的 切线 方程 . 
【分 析 】 曲 线 y = f(x) 在 点 [6,f(6)] 处 的 切线 方程 为 y 一 f(6) = 广 (6)(z 一 6). 由 周期 性 ， 
f(6) = 二 1(1) ,了 (6) = 了 (1), 故 内 需求 f(1) 与 六 (1). 又 已 知 只 给 出 f(z) 在 x 二 1 处 
可 导 , 所 以 利用 导数 定义 求 (1). 
【 解 】 由 连续 性 ,有 
limL f(1 十 sinz) 一 3f(1 一 sinzx)|] = lim[8z 十 c(Cz)]， 
即 GD) 一 3FG) = 0, 故 f(1) 一 0. 
因此 ,f (1) = lim A 二 i 二 地 汉 


ur”0 
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EE 
Di fl(1+t sinz) —3f(1 — sinz) = 8z+ta(tz) 
Zz—>0 sinz z=0 sinx 
即 lim | 人 |- Ti 8z 十 cz) ， 
-0 SI 一 SInZ Ze0 > 
也 即 了 (十 3 了 (1) = 8, 故 (1)=2. 
由 周期 性 fC6) 一 lim A 二 lim 二 全 一 六 二 三 a 一 2. 


所 以 ,要 求 的 切线 方程 为 y = 2(z 一 6). 


【 例 2.33]】 设 o = p(x) 是 抛物 线 y = Vz 上 任 一 点 M(x,y)(z 宇 1) 处 的 曲率 半径 ,s 二 s(z) 是 


该 抛物 线 上 介 于 点 A(1,1) 与 M 之 间 的 弧 长 , 求 3p qe— (4a) 的 值 . 


复 ,二 1 We 1 
2 1 和 
p= p(x) | F ‘47z 十 1) 9 
:= 一 VET7dz= 上 | 1 十 二 dz 
后 六 。 写 (4z 十 1) 宇 。4 
所 以 ， 二 = 一 6Vz， 
ww 
dz 4 
de 一生 ( 健 ) 了 了 6 LE 二 
ds’ dz ds ds 2wVz 1 十 了 V4z+1 
dx 
do_ (do 一 3.。 工 | gw- 
因此 ,3p9 一 ( 尘 ) 二 3 村 十 二 J 
2 .n(x—1) 
【 例 2.34] 设 f(z) 一 lim 三 i 十 2， 求 f(z) 并 讨论 f(x) 的 连续 性 与 可 导 性 . 
ZX:， 无 六 1 
【 解 ] f(z) 一 12 二 2 一 ， 工 一 1 


az 十 D， 东 云 寺 
仅 当 Al1) = (1) = f(1) 时 ,f(z) 在 工 一 1 处 连续 ， 


即 a+b 二 1 一 方 (a 十 6 十 1) 


四 


因此 , 当 4 十 5 = 1 时 ,f(x) 在 x == 1 处 连续 ,显然 f(z) 在 zx 关 1 处 连续 , 故 当 a 十 b= 二 1 


时 , f(z) 在 (一 co ,十 ceo) 上 连续 . 
当 f_(1) = (01) 时 ,f(z) 在 z= 1 处 可 微 .又 注意 到 可 微 必 连 续 ,于 是 


pL = tn ED nt et 
| zl Z 一 1 人 区 一 
，， 、_ ff EO rl 


故 仅 当 & = 二 2,6 = 一 1 时 , 广 (1) 二 (1), 即 了 f(z) 在 x 二 1 处 可 导 , 显 然 在 zx 隆 1 处 ,f(x) 
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也 可 导 . 
【 例 2. 35〗 设 函数 f(z) 在 点 工 = 0 的 某 个 邻 域 内 有 二 阶 导数 , 且 
lim| si 十 大 天 |- 0， 
求 :(1) Fo) ,Po) 和 产 (0) 的 值 ; 


(2) 极限 lim| 访 十 契 嫁 


【分 析 】(1) 由 题 设 知 , f(x) == f(0) + 了 (0)z+ 广 (0 十 ol(z)(f(z) 在 点 x 二 0 的 二 阶 泰 


勒 公式 ). 于 是 可 由 lim| ss 和 I |- 0 计算 Fo) ,PC0) 和 (0) 的 值 . 


(2) 由 上 述 f(z) 的 泰勒 公式 计算 所 给 的 极限 . 
【 解 】(1) 由 题 设 知 f(x) 在 点 xz 二 0 的 充分 小 邻 域内 有 


FC = F007 | CO BAOE 十 oCz2)CFCz) 在 点 xz 二 0 的 二 阶 泰 勒 公式 )， 


所 以 ,0 一 lim| 守 汪 十 信 2|= lim 2 二村 <2) 
-0 杰 Br 人 Tx 
[37— 训 (37 oz) 二 [oz 寸 了 Co) 之 十 到 Po)m 十 oz 
= lim : , 
xr—0 Tr 


[3 fC0)Jz+ f(z 十 [= 十 S| + oCz:) 
= lim 5 , 
-0 | 


3 十 f(0)= 二 0 
fF (0)=0 


Ey 
i 0 


于 是 有 


即 f(0) = 一 3,f (0) = 0,7(0) = 9. 
(2) 由 (1) 知 在 点 x == 0 的 充分 小 邻 域 内 有 


f(z) = 一 3 十 了 x! 十 oCz!)， 
9 
3 十 | 一 3 十 方 x? 十 ol(z?) 
所 以 ， lim| 冯 十 业 玫 |= lim | < jv 


z=0LX z=0 次 2 


纺 (2) 的 极限 也 可 如 下 方式 计算 : 


加 + 人 三] 


x0 0 
三 lim( SE)+ lim (2 于 下 四 ) 
0 \X 0 尼 
+ 2 
一 lim 3<— sin3z 洛 必 达 法 则 |. 1 一 cos3z _ |， C90 0 
im SS i i 
x0 完 rsh Tz 0 rx 2 
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ES 
村 “是 二 
1. 填空 题 . 
d 0 
(1) 2| xcost: dt = 
dzJz2 
(2) f(z) 一 也 , 则 f(x) 一 
一 1 十 2 
C3) 疫 全 , 则 93 一 
y 一 cosi dz 
(4) 设 函 数 y 一 y(z) 由 方程 er 十 cosCzy) 一 0 确定 , 则 9 一 


(5) 已 知 f( 一 xX) 一 一 rz) 且 太一 zo) = 二, 则 (zo) 一 


(6) 设 f(x) 可 导 , 则 lim fzotmAzr)— fxo nAr) _ 
Ar>0 人 Arz 
C9 tin et AR)— /Can) 


Ar-0 AX 


ee 有 [= Ef) 


= 请 (zo), 则 ee 


(9) 设 太 为 可 导 函 数 ,y = sin{J[sinf(z)]), 则 9 = 
(10) 设 函 数 y 二 f(xX) 由 方程 erh 一 cos(Czy) 一 e 一 1 所 确定 , 则 曲线 y 一 f(x) 在 点 (0,1) 


处 的 法 线 方程 为 
2. 选择 题 . 
(1) 设 f(zx) 可 导 ,F(x) = f(x)(1 十 | sinz |), 则 f(0) 二 0 是 F(x) 在 X= 二 0 处 可 时 的 
A. 充分 必要 条 件 . B. 充分 但 非 必 要 条 件 . 
C. 必要 但 非 充 分 条 件 . D. 了 既 非 充分 又 非 必 要 条 件 . 【 】 
(2) 设 f(x) 是 连续 函数 , 且 F(x) =| f(t)dt, 则 F(x) 等 于 
A. —e fl(e*)— f(z). B. —e “fl(e”)+ fz). 
QC EF) — FR). D.e pe) 十 大 Cz). 【 】 


(3) 已 知 函 数 f(zx) 具有 任意 阶 导 数 , 且 f(z) 二 [f(x)]?, 则 当 n 为 大 于 2 的 正 整 数 时 ,f(x) 
的 n 阶 导数 J" (XT) 是 


A.n!l[L f(x) 1™. B.nLf lz) J™. CL Fw I D.n![L f(x)]”. 
【 】 
(4) 设 函 数 对 任意 工 均 满足 F(1 十 z) = 二 af (zx), 且 了 (0) = 二 0, 其 中 a,b 为 非 零 常数 , 则 
A. f(x) 在 x 二 1 处 不 可 导 . B. f(x) 在 x 二 1 处 可 导 , 且 ff (1) 二 a. 
C. FCz) 在 工 一 1 处 可 导 , 且 广 (1) 一 0. D. f(x) 在 x 二 1 处 可 导 , 且 f (1) 二 ab. 
【 】 


(5) 设 FGz) 王 3z 十 z2 | 之 |, 则 使 fm (0) 存在 的 最 高 阶 导 数 nn 为 
A.0. B, 1. CG. 0 【 】 
(6) 设 通 数 y 二 f(x) 在 点 zo 处 可 导 ，, 当 自 变 量 工 由 Zzo 增加 到 zo 十 AZz 时 , 记 Ay 为 1(X) 的 


增 量 ,dy 为 f(z) 的 微分 ,lim 人 2 一 dy 等 于 
Ar 一 0 A 
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> 


| 
下 .= B. 0. C. 1. D. cc. 【 
，，1 
zsin—,， ZX>0 
(7) | 并 在 X= 二 0 处 可 导 , 则 
az 十 b， < 
A ls = 0., B.a = 二 0,b 为 任意 常数 . 
Gus 0 &=0, D.a = 1,6 为 任意 常数 . 【 
(8) 设 f(0) = 二 0, 则 f(x) 在 x 二 0 处 可 导 的 充 要 条 件 为 
A. lim 点 f(1 一 cosh) 存在 . B. lim 工 F(1 一 es) 存在 . 
je0 h n=0 用 
C. lim 直 fC4 一 sinh) 存在 . D. lim 记 [f (2h) 一 f(h)] 存在 .【 


(9) 设 函 数 f(x) 在 (一 co 十 ce) 上 可 导 , 则 
A. 当 lim f(z) 一 一 ce 时 , 必 有 lim 广 (z) 一 一 5c。 
B. 当 lim f(x) 二 一 00 时 , 必 有 lim f(z) =— 到 
C. 当 lim /Cz) 一 十 ce 时 , 必 有 lim /'(z) 一 十 en 


D. 当 lim 广 (Z) 一 十 se 时 , 必 有 lim f(z) 一 十 ce 【 
(10) 设 函 数 FCz) 在 工 一 Q& 处 可 导 , 则 函数 | f(z) | 在 x 二 a 处 不 可 导 的 充分 条 件 是 
A.fl(a)=0 有 f(a)=0. B.fla)=0 且 f(a) 关 0. 
C.fla) >0H f(a)>0. D. ra) <0 且 f(a)<o. 【 
. 计算 题 . 


(1) y 一 ln[cos(10 十 3z2?)], 求 y. 
(2) 已 知 f(u) 可 导 ,y 二 f[lIn(zx 十 Va 十 x? )], 求 y.. 
2 


(3) 己 知 | 二 | suid a 
0 0 


(4) 设 y 为 工 的 函数 是 由 方程 In Vx 十 y 二 arctan 之 确定 的 , 求 y. 
(5) 忆 知 人 i 


全 2° 
y= ecost dz 


r= f(D))—x | d2y 


(7) 设 函 数 f(x) 二 阶 可 导 ,j 矿 (0) 天 0, 卫 | 


y= res 一 1)” dz j= es py 
= bet 
(8) 设 曲线 工 一 zt)，y 一 y(1) 由 方程 组 | ， 确定 , 求 该 曲线 在 一 处 的 曲率 大 
e e” 一 Le 
gzZ) 一 cosz， 各 
.已 知 f(x) -1 并 ,其 中 g(x) 有 二 阶 连 续 导 数 , 且 g(0) 一 1] 
Q， 工 一 0 


(1) 确定 a 的 值 ,使 f(x) 在 工 一 0 点 连续 ;(2) 求 矿 (z). 


.已 知 当 工 过 0 时 ,f(x) 有 定义 且 二 阶 可 导 , 问 a,b,c 为 何 值 时 


F(x) = 2 
8 bre Fe0 
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= 
是 二 阶 可 时 . 
. 
6. 已 知 f(x) 一 pp em (0)， 
75 设 六 一 2nz, 求 大 (1 六 


8. 证 明 y 一 (arcsinz)? 满足 方程 
x — yt sn (27 一 lxy™ oid (72 一 Dy 0. 


参 考 答 案 


人”2 。72! dy sint 一 tcost 
2 2 4 . — 
工 . GD)| ， cost* dt 2X° cosZ ， (2) C1 ) | (3) ] 2 £3 . 


: _ orty 
(4) 2Sin(zy) — EY (5) PCzo) = (mt+nf ro). 


eo— rsin(zy). 


1 7 
3 (f(z#)= 让 
(9)f’ Cx)cosf lz)f [sinf (zx)] » cos{fLsinf (zx)]}. (10)z 一 2y 十 2 一 0. 
2.(DA (2)A (3)A (WD (5)C (6)B (DC (8)B (9)D (10)B 
/ / 2 
3.(1)y = 一 6ztan(10 十 3z2z).， (2)y = 大 LIn(z 士 va 十 二 )] 


(7)k 一 


VQ& 十 和 
2 
全 有 MY = ey 
@” 一 2ycosy 本 下 以 
py 2 / 史 
5 = % 6 = ， 
(5)y e'(cost 十 sint)’ oa 3(2y 十 1)(2z 十 1) Vz 十 工 
dl ss, Sy| (0) A 
dz t=0 , dx” t=0 [Lf (0) 


(8)k = el(l++4e’)Y. 
Z[g'(z) 十 sinz] 一 [g(Cz) 一 cosz] 
2 


gO DF) 一 1 
本 (人 (0) 十 1)s 工 一 0. 


4.(1)a 


5.a 一 也 大 (0 


6. 当 n= 二 2k 时 ,3(0) 二 nl，n 二 2k 十 1 时 ,f*(0)= 二 0 (k= 1,2,*…) 
7 FS n=. 
8. 提示 : 先 求 y ,得 关系 式 :(1 一 zx) 二 2 十 xy ,再 两 边 求 (n 一 1) 阶 导 数 ,利用 菜 布 尼 茨 公式 . 
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第 三 章 不 定 积 
第 1 节 ”重要 概念 ,定理 和 公式 的 剖析 


一 、 不 定 积分 的 基本 概念 


1. 原 函数 的 定义 
设 函 数 f(x) 在 区 间 工 中 有 定义 ,如 果 存 在 函数 F(Cz) ,使 得 对 于 区 间 了 中 任 一 个 zx, 均 有 
F(z) = 二 f(x) 或 dF(zx) = f(x)dzr， | 
则 称 F(x) 为 f(x) 在 区 间 了 中 的 一 个 原 函 数 . 
如 果 函 数 f(x) 有 原 函 数 F(x), 则 有 无 穷 多 个 原 函数 , 且 其 全 部 原 函 数 可 表示 为 
F(z) 十 C (其 中 CC 为 任意 常数 ). 
2. 不 定 积分 


函数 f(x) 在 区 间 了 中 的 原 函 数 的 全 体 , 称 为 F(z) 在 区 间 了 中 的 不 定 积分 , 记 为 | f(z)dz. 
设 F(z) 为 f(x) 在 区 间 了 中 的 一 个 原 函 数 , 则 
| reodz 一 下 (z) 十 (C. 


其 中 ,f(z) 为 被 积 函 数 ;f(zx)dz 为 被 积 表达 式 ;z 为 积分 变量 ;C 为 积分 常数 
八 (1) 不 定 积分 和 原 函数 是 两 个 不 同 的 概念 ,前 者 是 个 集合 ,后 者 是 该 集合 中 的 一 个 元 素 ， 
因此 


| reodz = 


(2) 设 F(z) ,GCx) 均 是 f(x) 在 区 间 了 中 的 原 函数 ,显然 有 | f(z)dz = Fzyt 0 


| redz 一 GCz) 十 C, 即 有 F(z) 二 C= G(rz)+C, 中 
但 F(z) 一 GCz) 不 一 定 成 立 (因为 C 是 任意 取 值 ,@D 式 两 边 的 C 不 一 定 相等 ,所 以 不 能 
随意 去 掉 ). 
二 、 基 本 性 质 


CD) af Cx) dz 可 | fz) dr, Ch 大 0 为 常数 ); 
(2) [Lrc i 


= {ficadzt [flr)dzt et file)dz; 
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Bes 
|r)ae] = 六 当 d| /cadz = 


|F' Cdz 二 F(x 十 或 Jarcz) 让 


wt (天 天 一 1 
1 
+C | 二 az = 2vz+Cc 
Vx 
dz=lh|izil+c 
ne >0aFD) Jeaz=etc 
(|coszdz = Sinz 十 C |sinzaz 一 一 cosZz 十 C 


G5)| sd 一 |seezdz 一 tanz 十 C | 过 dz 一 Jese: Zdz 一 一 cotz 十 C 
coOS 2 工 


Sin2 x 
dz 一 | sczdz 一 ln| cscz 一 cotz | 十 C 

dz 一 |seczdz = 一 ln | secz 十 tanz | 十 C 
csczcotzdz 一 一 cscz 十 C 


secztanzdz = Sec 并 十 C 


一 jn | cosz | 十 C cotxdz = ln | sinzx | 十 C 


一 arcsinz 十 C 


1 1 十 工 


a 一 记 


1 arctan 二 和 一 arctanzx 十 C 
a a 


1 


以 上 公式 把 zx 换 成 zx 仍然 成 立 ,u 是 以 xz 为 自 变 量 的 函数 . 
【 例 3. 1 若 f(x) 的 导 函 数 是 snz, 则 f(x) 的 一 个 原 函 数 为 


(A)1 十 sinz. (B)1 一 sinz. 
的 《DJ 工 一 的. 【 】 
【 解 】 因 为 (x) == sinz, 所 以 f(x) 一 一 cosZz 十 C. 
取 f(x) 一 一 cosZ， 
平 是 Jf car = | 人 


令 C 二 1, 则 得 f(x) 的 一 个 原 函 数 为 1 一 sinz, 故 选择 (B). 
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> ZX, 0 过 天 和 受 1 工 
【 例 3.2] 设 西数 1Cz) 一 | Se ; 记 F(z) = | fqi,0 < 之 z 之 2, 则 F(x) = 
2—zx，1<~=zx<2 0 

3 Ue El, 
(A)F(z) = 

训 十 2z 一 去 x， 1 过 2 

1 8 

本 9 0 所 1 
(B)F(zx) = a 

一 于 十 2z 一 六 x， 1 过. 贡 受 汉 

1] 3 

= 0 wa 1 
(C)F(zx) = 

57 +2r— Fr, 1 

Br 0 和 区 1; 
(D)F(z) = ， 

27 Fx 1 过 沁 入 


[ 解 ] 当 0 过 x 之 1 时 ,F(z) 一 | forar a | dz Ex. 
0 0 


元 1 Br 
当 1 过 zx 之 2 时 ,F(z) = fndz = | zadz+| (2— dz = 一 了 二 2z 一 上 x 
0 0 1 
Ee 0 1 


故 F(z) = y i 
Ft2— sr， 二 要 让 过 


因此 选择 (B). 
【 另 解 】 也 可 以 从 连续 函数 的 原 函数 也 连续 的 特性 去 分 析 处 理 . 


四 、 基 本 积分 法 
(一 ) 第 一 换 元 积分 法 (也 称 凑 微分 法 ) 


设 | reouu = Fao +c， 


u = PCZ) 


则 |7EecpD]wcoDdz = [fyCz)Jdplz) Es [fau 


= Pie 
©@ (1) 由 |f[gCz)]g Cz)dz 一 |f[g(z)]ap(z), 这 一 步 是 竣 微 分 的 过 程 ,所 以 第 一 换 元 法 也 称 
次 微分 法 ， 
(2) 运算 熟练 后 不 必 再 设 中 间 变 量 x 三 g(x). 
(3) 凑 微 分 法 是 非常 重要 的 一 种 积分 法 ,要 运用 自如 ,务必 熟 记 基本 积分 表 , 并 掌握 常见 的 
凌 微 分 形式 及 “ 凑 ” 的 一 些 技巧 . 
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Ee 
常见 的 几 种 凑 微 分 的 形式 
fear + dz = flar thdcar+tb) 
G2) | fCar" er 过 | rar* 十 六 darn bh) 
C3) fe Yerdz = Jceyace') 
Jr 人 得 -Ga() 
(5)|fdnz) 衬 dr [dn ddnz) 


‘9j7wa) 蜂 一 ?| /Wayava) 
Lr 汉 


(7)| /sinz)coszdz 一 | rcsinzydGsinr) 
(8)| /cosz)sinzdz =— [fCcosz)d(cosz) 
G9) {fCtanz) sec: zdz 一 | ranzydctanz) 


G10)| Feotmescezdz 一 一 | readceotm 


(arcsinZ) 
(11 )| Carestne) 一 | fCarcsinz) daresinz) 
术 旺 计 > 


G2)| Fra qr 一 [fCarctanz) dCarctanz) 
【 例 3. 3】 设 | fcz)dz = 太 十 C, 则 | zy7d 二 展 )az 胃 


(AY— 2 RG. (B)201 — zx) 十 C 
(C) — 志 1 一 z+C. (D) 却 G 一 22)2 十 C. r 1 


【 解 ] [zf 一 zdz = 一 立 |7G 一 二 dd = ee 22)2 十 C， 


故 选择 (C). 
【 例 3. 4】 求 下 列 各 式 的 不 定 积分 . 
CD)|edz (2)| 2 二 Cos 二 dzi 
2\100 1 ， 1 2arctanzx 
(3)|zG1 十 了 2) dr; (人 | :全 村 和 Stanz tn dz 
co | 0 (6)| de . 
| Vsing (arcsinz)2 Vl—x’ 


【 解 】 erar = Je ace’) 一 ee 十 C. 


(2)| 二 cos 二 dz 一 jeos za( 二 )= a 
六 区 汶 人 过 工 


G3)|zqa 站 型 ji 本 二 去 |G+z)mddl tx) 一 + +C. 
VM 1 
| dr 一 一 到 | 61 + 2arctanz) Yd(1 十 2arctanz) 
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一 了 (1 十 2arctanzx)Y 十 已 ， 


G5)| cotg 及 一 | cosb d0 = dCsing) 一 2Ksing) 上 二 十 C. 


Vsing (sing)3 (sing)¥ 
dz = | 1 . oe i 
<6)| RE Ca dCarcsinZ) 十 所 


ee 12 ss 即 当 f(w) 分 别 取 wr ,a* ,sinu,cosu,sec?u， 
等 形式 ,而 二 p(x) 分 别 取 az 十 b,ax’,e” ,lnzr,sinz， 


csciu, tanu, cotu,—— 
和 
coszyatrctanzyarcsinzytanzycotz 等 函数 时 ,也 仍然 成 立 . 

【 例 3. S】 求 下 列 各 式 的 不 定 积 分 . 


| COs2x dz， C2) | — De dz; 


1 sinzxcosz 


dz 2 | sinz 
G)| sin2 工 十 2cos2 (4) 和 a 


sinx 一 coOszx dz 
(9 ee le 9]| i 壬 二 


【 解 】 | ] 下 9 dz = d41 十 sinzcosz) 一 ln | 1 十 sinzcosz | 十 C. 


SinZzcosZ 1 二 sinzxcosz 


2 | gs De 一 te -一 27x) = pind 下 他 


(3 | dz =| dz =| dCtanz) _ 1 arctan tz EC 
1nd 2 2 和 
sin wt 2608 x (Sa 更 2) a 2+tanz 万 [5 


COS2 
sinx es sinzx(l1 — sinx) =] sinx — sin: x 
co] 1 十 si | (T+ sinz) (1 — sinz)™ cos’x a 
=| Wns | dz a dosz) +|(1 ) 
COS Zz cos:z COS 并 COS 工 


一 SecZz 一 tanz 十 工 十 (C. 


SIlnZ 一 COS 工 d(Ccosz 十 sinz) 1 me 号 
( | 工 Ce 1 (coszX 十 sinzx)“ 十 C. 
(6)| 二 or | Darctan Ey 


复杂 积分 式 的 凑 微 分 法 


' 提 :; 示 ;将 被 积分 式 g(x) dz 写成 f(x)g(z)dz 或 2 dz, 其 中 f(z) 较 p(Cz) 复杂 .对 f(x) 或 构 


成 f(z) 的 主要 部 分 求 导 , 若 其 导数 为 p(x) 的 常数 倍 , 则 plzx)dz 二 kdf(z) 或 p(x)dz = 
kdf.(zx) ,其 中 为 常数 ,f,(zx) 为 f(z) 的 主要 部 分 . 


【 例 3.6】 计算 下 列 积分 : 
GD| V(XT 十 TX)e* (zz 十 3z 十 1)erdz; C2) | (zlnz) (lInz + 1)dz; 
arctan = 
G3)|。 (cos 工 一 Sinzr)erdz; | 本 于 dr; 
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ES 
5)| ln(z4 i) co sin2z en 
vA Va’ cosi z+ bsin x 
【 解 】(1) 因为 [(Czz 十 z)er] 二 (2x 十 ]D)e 十 (zx* 十 Xx)e” 一 (Xz? 十 3zX 十 1)e”， 
所 以 原 式 =| V(x’ 二 x)e’d[(z:+zx)e’]= SL 十 zx)e] 十 C. 
(2) 因为 (zlnz) = lnz 十 z， 一 lnz 十 1， 
所 以 原 式 = | zine) tdcinz) 三 (zlnz) Cs 
(3) 因为 (ercosz) 一 ercosrz 一 ersin7z 一 er(Ccos 并 一 SinZ)， 
所 以 原 式 = [bn d(Cercosz) 一 es sosz 十 C. 
、 Yi 1 
(4) 因为 (arctan 三 ) i = ei 
FH 
2 
所 以 原 式 = 一 |aretan Td (arctan 过 )= 一 1 (arctan 过) 十 G. 
蔗 ya 2 小 
， / 1 Zr 1 
(5) 因为 [In(z 十 MI 二 如 ) 十 5] = 一 一 一 一 (+ 二 去 ) 一 = 
xz 十 M1 十 2vV1l 二 x 1+x? 


所 以 原 式 = | nt i dita TT) 
os 了 [ln(z 生生 于 亲生 十 必 


(6) 因为 (azcoszz 十 sin2z) 一 好 。2cosz( 一 sinz) 二 b 。2sinzcosz = (82 一 0 )sin2z， 


所 以 原 式 一 1 | et 是 
原 严 


AWa2zcos: 并 十 bsin2z 十 C 


= Vaicosirt+ bsinz 外 一 
〖 例 3. 7 本 计算 下 列 积 | 
cos’ x 一 sinz 8 ] = iis 
| cosZ(1 oemo dr? cl ee 
lInx 十 2 | Xz: 十 1 
G)| Znz(l 十 ls 6 we 下 
提 ; 示 分 子 分 母 同 乘 (或 除 ) 以 一 个 因子 ,再 仿 前 法 资 (或 次 其 中 一 部 分 形式 )， 
【 解 〗(1) 因为 (coszesm) 一 一 sinzesr 十 cos” esinz 一 〈cos2 并 一 Sinz)esnmz ， 
原 式 二 | (cos2: 工 一 Sinz)esm | d(coszxes™ ) 
coszesmz (1 二 cosxe”™) coSsZesinz (] 十 cosxe”™) 


COSXxe 
1 二 cosxe™ 


一 It 2 2 )dCcosze™) = | 


coszesm coszesm 十 1 
(2) 原 被 积 式 的 分 子 分 母 同 除 以 二 ,得 


1 一 lns 


| oy FE | | d= 1 C= 二 已 
工 一 lnz 并 一 lnz 并 Zz— lnz 元 一 lnz 


(SS 2} 


(3) 因为 (zlnzz) 一 lnzz 十 z。2lnz。 二 nln 让 27， 
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所 以 只 要 分 子 分 母 同 乘 以 Inz, 便 有 
原 式 es | d(xln x) | a | 1 1 . jdCzlmz) 


Zn zl 十 zln2z) 到 二 元 ek 


一 ln|xznsz | 一 ln|1 十 zln2z | 十 C. 
(4) 原 被 积分 式 的 分 子 分 母 同 除 以 x? , 则 


二 df(z 一 二 ) 
诛 式 = | 经 dz=| 半 
“ 淹 二 二 (z 一 过 ) +2 
元 淆 
1 \ 
一 万 aretan -二 十 C -en 人 (2 ! 用 已 


(二 ) 第 二 换 元 积分 法 


.利用 三 角 函 数 代 换 , 变 根 式 积分 为 三 角 有 理 式 积分 
被 积 函 数 /(x) 含 根 式 三 角形 示意 图 


转 记 住 三 角形 示意 图 可 为 变量 还 原 提供 方便 . 
【 例 3. 8 了 求 下 列 不 定 积分 . 


,| xdz . (2) )| 一 二 此 二 :qd 
(zz 十 1) Vl—x: (1 xz) 
We | 六 
G3)| | dx; (a> 0) (4) id 
2 
| ed co)| 
z 1 二 + vl—x’ 


【 解 】(1) 因为 被 积 函 数 f(x) 中 含有 v1 一 x ， 
所 以 应 作 变 换 x = sint,dz 一 costdl， 


省 ee sintcost 人 d(cos?) 
于 征 原 式 | 1 2— cos’t 


| i 
2V34 V2 一 cost V2 十 i )dceost) 
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A 


ln n| 娄 十 
2 V2 — cost a "a = 人 — x 


(2) 因为 被 积 函 数 f(x) 中 含有 V1 十 x ,所 以 应 作 变 换 x == tant， 
原 式 = a 。 sec’tdt = 上 sin Ld | = pe Ldq(cost) 


COS21/ 


GG 


COS 
可 1 e 
| (= rt 有 + Vits 十 C. 


(3) 因为 被 积 函 数 f(x) 中 含有 Vx 一 a :所 以 应 作 变 换 x 三 asect， 
原 式 王 | 0 » asect »。 tantdt 一 二 | ta zd 


a'sec't sec’ 0 


| 


下 训 me ; 
二 | sr tcostdt = 三 | si td(sint) 
a ly 他 :， 


| 


] ， 3 1 Vr — a 上 ~、 
sn = = (Ee ) 寺 -G 


3a 区 


zz | tan’t , 
‘| (1 dr CI ramsec tdi 


| sinezd 二 | Ds = a 1 sin2t 二 C 
Y 4 


| 


二 


1 
要 TT 
(5) 邻 工 = 二 3sect, 则 dx 二 3sect，tantdt, 于 是 ， 


Mx 一 34 ee 3 ang 
元 人 9se 


一 neta 
2 


i sect »。 tantdt 


a | tan’ < | se 一 cost)dt 


Sect 


一 ln | sect 二 tant | 一 sint 十 GO 


十 iE -ro 


党 In|z+ YZ 一 二 J 


(6) 令 工 一 sint, 则 dz 一 costdi， 
本 i 
原 式 = | cost di 一 | 畦 cos’ i l Td(sint) =| | -Sin tg, 
sin 5 


1 十 cost 1— cos’t sin’t 


Ne 2 
ent 
sint ke sl 


om 


十 三 
【 例 3. 9】 求 下 列 不 定 积分 ， 
dz dz 
be (| -二 入 ， 
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5)| 上; ‘| 
(十 rz 十 zx?) zx? 


【 解 】(1) 令 z= 于, 则 dz 一 一 方 由 ,于 是 


Ee | 一 | 
少 


i 
1 al) ,ORTE po Se 
a 2 VaB 41 a? | 


i | (去 )d 


d(l 十 27) 


呈 1 1 
上 证 | 于 
二 7 和 
一 4ln | 1 十 2 | 十 'C Taln | 2 十 | 十 序 mn | z | 十 CC 


(3) 原 式 一 | 2 a ee (十)d 
[(<+) | ( 妆 + 字 ) 
tdt Be .六 (1+ a 
这 3 
Cr rp 
2 2 之 生 1 十 
3 MI 十 zx 十 x? 
令 z 一 十 本 | 
| | 
加 t 
| 
V1l—t ML 一 亲 2 Vi—# 


由 


一 一 arcsint 十 WV1 一 此 十 C 一 二 
3. 指数 代 换 (适用 于 被 积 函 数 f(x) 由 a” 所 构成 的 代数 式 ) 


一 arcsin i 十 C. 
这 


沽 芝 4v =- du- 记 , 
【 例 3. 10】 求 下 列 不 定 积分 . 
2°dx 
| TF (2)| sot; zc 下 
dz Ee 
(3) z3 | . 
Fr A 
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【 解 】(1) 令 2 一 必 dz 一 工 。 粳 ， 
ln2 £z 
r= 2 .dt 
原 式 1 十 t 二 请 * ma) 上 四 
中 本 
d(: 十 王 】 jz 二 二 
= 吉 | 1 \? - 5 = 5 ， arctan 2 平 从 
六 全 
2 2 
arctan 二 C= arctan 十 C 
V31n2 /3 M31n V3 
(2) 令 ee =t，dzr 一 于， 


Wy 了 .dt 得 
原 式 | 二 二 六 Ws Ta 
< 一 arctan(er) 十 (C. 


二 一 二 一 arctant 十 C 一 一 e- 


(3) 令 后 一 4z 一 6lntdz 一 人 dt， 


加 1 6 6 3 ”3t 二 3 
原 式 | I 1 :it 了 


一 6lnt 一 3ln(l1 十 一 了 In 十 刀 ) 一 3arctant 十 C 


= z—3ln(l + ef)— Sin(l+e)— 3arctan(et) 十 C. 


(4) 令 = 二 t,x 二 lnt,dzx = zd, 
1 1 V1l++tz 
原 式 一 | ,十 击 三 ;| 而 
于 Vit+vVi—~t t 2 
1 VL 十 上 4 1 V1l—ty 
下 £2 


区 
厅 干 令 VIT 二 zt 一 tx 一 十 1 
| 了 td | pn 。2udu 一 2 Cy 一 -一 一 一 qd 


es du | du 
引 ta vy 


We du 1 1 1 1 1 
-2 时 z+ 圭 |[ ey re i 
& 十 ] 1 i 1 
bh i 


1 
二 mx 十 1 一 PE re 


Ee ! YI 直下 


1 二 ee” er” 


1 


|au 


Y 了 
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V1i—t, 令 Vi—t=vw | — 2v: dv | vy 
d 一 一 a 
| We i ee 


1 in el a nk- ye 
a 
将 国 , 田 代入 @ 得 


由 
原 式 = 二 ln 二 ln 
4 |Vise+1l| 4 |Vi—e+l 2e" Ze 


设 x = u(x),v 二 v(x) 具有 连续 的 导数 , 则 公式 


jus 二 uv 一 | 
称 为 分 部 积分 公式 . 
关键 :如 果 把 被 积 函 数 分 成 两 部 分 ,如 何 选取 w 和 dz. 
选取 的 原则 :(1) 积分 容易 者 选 为 dv; (2) 求 导 简单 者 选 为 u. 
在 二 者 不 可 兼 得 的 情况 下 ,首先 要 保证 的 是 前 者 . 
可 用 分 部 积分 法 求 积 分 的 类 型 : 


+ ee! TT MI 


1 JP dr, |P, Csinardz, |P, (ZX)cosardzx, 其 中 上 ,a 为 常数 ,P, (x) 为 nn 次 多 项 式 


选取 :u(x) = 二 P, (zx),dv 二 esdx (或 sinazr dz,cosardz). 


【 例 3. 11】 求 下 列 不 定 积分 . 


GD| 十 1)eszdz; C)| 十 2z 十 5)cos2zdzr. 
【 解 】(1) 原 式 二 (ze! 十 1)e2 一 到 |2zerdz 三 Re 十 1)e*” 一 |ze=dz 
3 上 时 dx 业 2z 1 2z 
F(T -1)e 元 Ze te 十 C. 
(2) 原 式 二 F(z 上 2 n= 六 | (sz 4 2)singsdz 

= Cz 十 2z 十 5)sin2z 十 (3x 十 2)cos2z 一 3 |zcos2zdz 

1 3 = 是 2 3 本 3 

= FT 十 2ZX 十 5)sin2z 十 本 《37 十 2)cos2z 一 可 zsin27 一 可 cos2z 十 (2 


由 以 上 可 看 出 ,这 种 类 型 的 积分 可 反复 利用 分 部 积分 公式 进行 下 去 ,但 较 繁 且 易 错 ,以 下 


介绍 一 个 分 部 积分 法 的 推广 公式 . 
设 u = u(x),v 二 v(x) 有 nn 十 1 阶 连续 导数 , 则 


ee 1 一 3 =- 
ur az nk zy (CD 机 UU 1) 二 wv UU 3) 十 十 (一 al ls vdxz. 


【证 】 当 ”= 0 时 ,Juv’dz 一 uv — |w'dz, 
当 n 宇 1 时 ,| wdz = 1 -Jao" dz， 
Be dz ie Uv — | dz, 
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LU < Ls = - 克 
| yD dr Wy -| Wr 


a 
[Bs 二 uro— [ur nvdz 


由 下 往 上 依次 代入 , 即 可 证 得 推广 的 分 部 积分 公式 . 
用 表格 法 表示 推广 公式 如 下 : 
& 的 各 阶 导 数 


ZHU 的 各 阶 诛 师 数 vtl) VI wb V2) 


计算 规则 : 
1° 推广 公式 的 各 项 (不 包括 符号 ) 为 从 左上 到 右 下 错位 相 乘 ,最 后 一 项 为 | vdz; 
2” 各 项 符号 为 “二” 一 ”相间 ,最 后 一 项 符号 为 (一 1)"!，; 
3”” 当 表格 中 同一 列 的 两 个 函数 乘积 等 于 所 给 被 积 函 数 的 常数 倍 时 , 求 导 和 求 原 函数 工 
作 不 再 进行 ,用 解 方 程 的 方法 即 可 求 得 积分 . 当 被 积 函 数 中 有 一 个 因子 为 对 数 或 反 三 角 函 
数 时 , 须 做 变量 替换 把 它 换 成 指数 或 三 角 函 数 时 才能 使 用 表格 法 ， 

稚 当 P,(zr) 的 次 数 较 高 时 ,用 表格 法 相当 方便 . 

【 例 3. 12 了 求 下 列 不 定 积分 . 


( 站 | 十 3 到 = 2x 5)cosrdr; G2) | 一 
【 解 】(1) 设 v 王 妇 十 3z 一 2z 十 5,oo5 一 cosz, 用 表格 表示 如 下 : 
X5+3X2+2xX+5 | Sx4+6x-2、 20xi+6 60x2 120x 120 0 
COSX SINX 一 COSX 一 SIDX COSX SIDX 一 COSX 


原 式 = 二 (x 十 37x* 一 2x 十 5)sinzx 十 (5X' 十 6X 一 2)coszx 一 (20zx? 十 6)sinx 一 60x?cosx 十 
120zsinz 十 120cosz 十 C. 
(2) 令 x 一 太一 2z3 一 1,v" 一 ez ,用 表格 表示 如 下 : 


本 (3* = a et 1i)e FC 
总 。 je sin(az + b)dz, | eos(ar 十 5)dx, 其 中 上 ,a,b 均 为 常数 


u(x) ,dv(x) 的 选取 可 随意 ,用 表格 法 计算 也 相当 方便 ,例如 | eesin(az 十 六 dz 的 计算 如 下 ， 


sinCaxt+b) |acos(ax+b) — a?sin(ax+b) 
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ES 


Jsincar 上 入 二 二 sinaz 十 人 一 外 ercos(az 十 一 | i 汪 


2 2 = 
a 起 < | Se ksin(ax + 6b) er 十 Dee 十 蕊 
所 以 | sin(ag 十 本 dz _ ksin(az + 6) 一 acos(az + 6) eC 
有 2 十 @2 


3. | (xz)ln(x)dz 中 (xz)arcsinzdz ‘| (xz)arctanzxdzx 


选取 :u(x) = lnzx,arcsinzx,arctanx; dv(x) = P, (x)dz. 


【 注 ) 利用 arcsinx 十 arccosx 一 到 arctanz 十 arccotz 一 全 
可 把 司 (xX)arccoszrdz, | 本 (xX)arccotxdx 
化 为 [PCr)arcsinzdz, | 六 (Zr)arctanzd> 


提 ;: 示 ; 当 lnzyarcsinz,arccosz,arctanz 的 次 数 高 于 1 时 ,最 好 作 变 量 替换 化 为 指数 函数 、 三 角 函 


数 , 然 后 再 用 表格 法 计算 部 分 积分 ,最 后 还 原 变量 . 


【 例 3. 13】 求 下 列 不 定 积分 : 
(1) | arccoszdzi C2) |zCarcsinz)’ dz; 
3) | zinzdz tn 1 C0) [x nz) dz. 


3 一 | | 1 ) A Ca 
【 解 】(1) 原 式 5X arccosz 3T i dz 3 arccosz 十 6 和 一 一 一 一 q(Cz2 ) 


zarccosz 一 二 | Vi 一 取 d(x Ye 下 
和 ziarccosz 十 证 (1 一 zx) Vl—x +C. 
(2) 今 arcsinz = 二 =u, x= sinu, dz = cosudu, 


于 是 原 式 = |sams 。 ucosudu 一 | sin2udu 


区 


gl lai 
; coOs2u 4 sin2u 


二 ee 
故 原 式 = 了 ( Fu cos2u 十 3 usin2u 十 cos2u )+C 


一 一 i (cos’u 一 sin:u) 十 TuC2sinucosu) 十 于 Cecos'z 一 sin2x) 十 C 


4 
~ .Kl1— Ze) + 地 学 工 二 好 arcsinz 十 言 (1 一 2 十 C. 
十 1 zx"! 1 xt! 1 ee 
(3) 原 式 = 了 z 一 | 三 去 dz Inz CIT 十 C. 


(C4) 人 舍 ln = wiz = adr = du 
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原 式 = Je 。 ue’du = | er dx 


1222 


EE 4 


16 


24u 


24 


4 


i R 1 eu 
256° 1024 


64 
3 13 2 + 6) 
2 128 


ut 


1 

外 

一 了 (nn zx— ln ;站 汪 In’x en . HC 
4 8 32 Wb 

4. 递 推 公式 


不 定 积 分 中 的 递 推 公式 的 推导 ,一 般 多 用 分 部 积分 法 求解 . 
【 例 3. 14】 建立 下 列 不 定 积分 的 递 推 公式 : 


1 
ey Dr. =|= > 
) de (2) Te ;之 2 
(301, = |seezdz (4)T1, = | anmzdz 
2 2 2 
二 zx 也 十 & 一 冯 紫 | dx 
(二 而 有 
= pe 上 2nl, 一 2na’ Tn 


下 % 
js | rs a DE | 


1 
2 
ee ar 《2% = DI | 


2 
(一 | 五 人 We [VIFT tt1)]ede 


= 如 直 ++(nt+1D)| 一 二 二 
x™! 让 V1 二 zx 
1 Vz an 
he a 


= WL 褒 一 2 


l—n zx"! n—1 


dk = 二 nL 1 


二 ， 
(39.1, = |sec™ ?zsec’ zdz 一 sec” :ztanz 一 | 一 2)sec ?zsecZztanz tanzxdzx 


= Sec 2z tanz 一 (7 一 2)|secrz(secz 一 1)dz 


= sec™ x tanz 一 (7 一 2)|seezdz 十 (7 一 2)| :ec 一 zdz 


2 


L; = 1 Sec" zx ta 中 全 2 
n== 1] nO—1 


Lg 
(天 = | anz tan2Zdz 一 | an 一 zGsecz 11d 


?3 


第 国 篇 | 高 等 数学 


= Jan sec’ Xdx— |iam 2zxdz 


nl 


tan™ zw CO— bgs 
— 2 


一 | an dCtanz) 一 工 ， 
【 例 3. 15】 求 下 列 不 定 积分 : 


| esz dx C2)| 0 es C3) |sindnz) dz 
《六 十 二 | 二 | ee 
| dz G)| 去 dr (6)| areeete dz 
【 解 】 G| 到 zeoszdx =] Es 站 过 i 
37 Sin xz 2Sin xz 2 」 sin zx 
一 2 3 


2sin ?xX 2 


“1 十 sinz .1 [1+sinx 
2)| 6 a 


ezdz = 去 | e. 忆 宇 十 | an 之 erdx 
弯 2 


-Ee 2 


2cos 可 COS2 二 
= | 二 d( - )+ an Sede 


= tan - |ran ee | | Fe dz = ertan 和 i 
(3)|sinClnz)dz = xsin(lnz) — |zcosdnz) 二 dz = xsin(lnz) 一 |cosanz)dz 
一 ZSin(lnz) 一 |zeosdnz) A 上 | 让 sin(lnz) 过 |d | 


= zxsin(lnz) — zxcos(lnz) 一 |sindnz)dz 


故 |sindnzydz = 3[sinClnz) 一 cos(lnz)]z 十 C. 


(并 十 1)es ep | 二 
| Cr eye -ar+ De 十 | 二 5LCzTIDe] dz 


SE 工 2 
二 -s(t De +| dr — tC. 


Xe” [= 站 2 ez | 1 , 
| te 2 te e) dz 一 一 让 5 十 | 5ZzCz 十 2)edz 


2 让 An 
二 一 5 二 |zedz= Te 十 zer 一 er 十 C 一 工 2 十 CC 


bs 2 范 十 艺 i 
arccote = e- 
(6) | eu 过 一 一 earccoter +|e( (二 
一 一 earccoter -| ey 一 一 earccoter 一 |( 二 =- SEE de 
er(1 十 e2) 1 Fe 


二 一 € 7*arccote* 一 lnez 十 六 nd 十 ez) 十 C 


一 一 erarccotez 一 工 十 六 nd 十 e) 十 C， 
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第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 “有理 函数 的 不 定 积分 


| A A 
三 区 


A A 1 , 
| op nl] (xw—um)™ eh) 


& | 到 了 n pp 2 2 2 六 2 和 (tw 十 a?)" 
2 4 


p | dz 
‘| (x? + mdz 2Cn—1) (z2 十 pr 十 g) @ 2 ) (Zz 二 pz 二 gq)" 
其 中 p* 一 4g 二 0 


这 就 是 说 ,有 理 函 数 积分 从 理论 上 讲 总 可 以 “ 积 ” 出 来 ,但 过 分 的 墨守成规 将 会 造成 很 大 
的 运算 困难 . 因此 遇 到 有 理 函 数 积分 的 试题 ,最 好 先 分 析 被 积 函 数 的 特点 ,灵活 选择 解 
法 ,常用 的 方法 中 有 凌 微 分 法 和 变量 埠 换 法 -. 

【 例 3. 16】 0 


| 
so Prem. | 寺 5Jde， ped 7 
dx =| x dx We 加 | d(x'") 
【 解 】(1) 过 (2 十 0) 雹 10(2 十 到 10) 10 Zlo(2 十 zx) 


1 1 1 io、_ Tri 10 
太 | (起 3 Ake 小 二 6Llnz lIn(x 十 2)] 十 C 


2 de 10 和 

和 ln|z| 20In(z 2 
1— x’ =- | $dz = 二 | 1—zx’ 4 
| Sj i 


= 了 于 | (: 2 TF) de) In| zl Sin|1+z | 十 C 


zl rg eed a a zx" 
G3)| Bidz TT dz = Td") 


i 


n 


【 例 3. 17】 求 下 列 不 定 积分 . 


2z3 十 1 。 | 1 dz | 二 到 | 
(| 王 二 所 Dime (0)| rs (93)| -一 ey (| Ed 


dC) = 
Ee n 


【 解 ] (1) 令 z 一 1 = 二 , 风 es 三 du, 于 是 


原 式 一 em[2(0 二 1) 训 1 |( 一 让 )de =—— [wc 十 6 好 十 6u 十 2)du 
?7 


(02) 合 


原 式 a Ta 二 


(37 念 z 


(4) 
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33 dd ~ dT 8 
1 1 3 6 


L =- 


33 (z= d(x 二 DD Q(x 48(x 1) 


今 :x 二; 则 du 二 统 *dxz; 


O 


(十 In|zx 十 1| 一 4imn |z 


1 
4 


4 
于 1 了 nl En 中 好 中 芭 . 
1 一 zx, 则 dx 王 10zodz, 于 是 


二 | & 十 1 一 xd 1 
原 式 一 rc 和 | 用 10 


了 jE 
uu ly wt 1 


1 i | 1 
中 a 1 |+ 
| a ry | (mix Be Pep 
] 
Zs Ea 10 
= jn ln(l+z ) iow Tite 
今 zx" = 二, 则 du = nx”!'dz. 于 是 
， wd 1 | 给 二 1 
原 式 | 二 全 n CE 


和 Ep 
er HR = a 


du 


(1 二 ww)? 


a 1 u du 
由 递 推 公式 | sy sar [rs +| 1 


=| uy 十 b pe C 


故 原 式 王 Tarctanu 7 


-上 一 
一 二 arctanz 一 元 二 二 T 十 C= 元 arctan(z 六 


2n 


| 


i 


Zn 二 1) 


题 型 二 ” 简单 无 理 函 数 的 不 定 积 


常见 的 变换 除了 第 二 换 元 积分 法 中 所 介绍 的 三 角 代 换 外 还 有 : 


积分 形式 


所 作 代 换 


示 : 无 理 函数 的 积分 ,一 般 是 通过 选择 变量 替换 ,去 掉 根 号 ,化 为 有 理 函 数 的 积分 来 进行 


ari+b 2/az 十 8 Wy fazrt+b 
EN ETN WE ) 


[RCVa—z, Vo zdz 


= Nn 


cz+t+ad 


712 9 "°° 972 的 最 小 公 倍 数 


Na 


tant 


JR eg 同 二 滞 Ji 


人 


JR VrX—a,vVr—b)dr 
解 题 时 应 注意 先 将 无 理 函 数 的 分 子 或 分 母 有 理化 . 


Es Me 


sint 


Sect 


不 定 积分 上 第 合 章 


【 例 3. 18】 求 下 列 不 定 积分 . 
| dz C2)| 1 Ea (3)| 六 < i 
Vz 十 1 十 Vz 十 Vx 十 1 Ar 十 Vz 十 1 
令 工 一 上 615 fs 二 +1—1 
go 二 旦 二 全 全 放 - 吉 -本 计 让 
一 6( 二 ?一 豆 吕 十 In| 3 二 下 JE 
二 2 二 -3 十 6 虹 一 bin 十 Vz) 十 C. 
C2)| dz | 1 十 Vz 一 Vz 十 1 Ep 
1 十 Vt 十 Vz 十 1 (1 十 \ 过 十 VZz 于 1T)G 十 Vz 一 Vz 十 1) 
二 | wz 十 1 ee Le | CE 
VT 2 另 a 
| | z+1 dz 一 | Z 十 1 dz[ 令 z- 1 sect ) 
工 Vx 二 zx 3 2 2 
VE 
(3 
| 
二 |. -ettaritdt 
tant 2 


= 于 | seest seeD dt = (tant+ In | sect 十 tant | ) 十 C 
= VTTE+tIn| rT1+2 VT +z 2G， 
所 以 原 积分 = YT 十 方 z 一 喜 VT rTz 一 In| 2z+1+2V7 十 xz | 十 C. 


G3)| /E(w 二 1) 和 | AZCzr 十 1)(VZz 十 1 一 Vz) Be 
过 十 Vz 二 TI (VE 二 IT 十 Vz)CVZz 于 IT 一 Vz) 


= [zt DVzdr— |z Vz 二 ldz 


三 dz+ |zidr—|(z+1—D Tia 


2 2 2 和 
= 67 和 5 T+ 1) 十 可 (Zz 十 1) 十 (CC 


题 型 三 ”三 角 有 理 式 的 不 定 积分 


coszx) en 称 为 三 角 有 理 式 的 积分 . 


对 这 类 积分 的 基本 思路 是 :(1) 尽量 使 分 母 简单 . 为 此 ,或 将 分 子 分 母 同 乘 以 某 个 因子 ， 
把 分 母 化 为 sintz (或 cos'z) 的 单项 式 ， 或 将 分 母 整个 看 成 一 项 . (2) 尽量 使 R(sinx， 
cosz) 的 乔 降 低 . 为 此 通常 利用 倍 角 公 \ 式 或 积 化 和 差 公 式 以 达到 目的 . 
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Ee 
J.“1” 的 妙用 
【 例 3. 19】 求 下 列 不 定 积 


dz 
(1) | (2) 
SIn XCcos’ x sin2z 十 2sinx 宇 2sinz’ 
[ 解 】(1) 1 sin?zx 十 cos*x 1 + 1 
Sin3.rcos' x sin’ rcos5 工 sinxcos’ x sin’ixcosix 


cos*x 二 sinXxX ，sin*X 十 cos:x 


sinzxcos’ x sin’” Xxcos’ x 
， 要 1 1 
T 5 - 5 
sinzcos’ x cos5r sinxcos’ir sin’sxcosx 
Ee 2 Sinz | cos*zx+ sin’x 
= 3 Ee I 人 
Sinzcos? cos'x sin’ xcosz 
_ sinz 2 sim 并 十 cos | cosz 1 
= 人 5 
COS 工 sinxcos’ x sinx sinxcosz 
_ sinx 2sinz | cosx 3 


E 5 pi 9 
cos 7 cos yz sinx sinrcosz 


故 原 积分 二 |( Sinx 十 2sinz 十 cosx 于 3 )dz 


Ls 并 Te sin3 外 纪 SINTCOST 


Se 十 3ln | csc2z 一 cot2z | 十 C. 


dcos'x cosx 2sin2z 


1 1 A 1 


sin27x 十 2sinzx 2sinixxcosz 十 2sinz 2sinz(Ccos 工 十 1) 


和 才 2 并 
本 1 1 下 sin 也 十 cos 5 
4sinzxcos’ 8sin Cos 过 8sin eos 加 
| 人 证 1 i 1 
8 cos” 之 sin 之 cos 之 8 cos? 之 4sinz 
2 2 2 


. 蔗 a 
sin 二 jo 
故 原 积分 二 圭 | 2 dr+ 证 | A . 2 a[ 志 + FJesczdz 
8 eos 2 4J sinzx 4 cos’ 工 2 4 
s 本 s 本 
< 这 1 i dt | 
8 cos2 之 4 
2 
a 2 
(3) 一 | ee 2 So Tr 一 Jesczdz + |coezrcserdz 
Sin x sim’ x 


入 |eserdz < Jeorzacescz) 


一 ln|cscz 一 cotz | 一 | cotzescx — |escz 。 (一 csc*z)dz | 
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= ln | cscz 一 cotz | 一 cotreser —| - 虹 
故 de = 二 in | cscz — cotz | 一 tol 十 C. 
sin x 2 2 
8. 分母 的 简化 
分 母 可 化 为 单项 式 的 积分 类 型 . 


01) | P* (sinz, ‘COST) | P* (sinz,cosz)(1 干 cosz) 
(+gosw 


sin’ zx” 


(Sin2 x)* 


因为 1 十 cosz 一 2cos? 之 


7 ,1 一 coszx 二 2sin? 之 
所 以 更 经 常用 的 是 : 


Ee (sinx, cosz) 4 


了 PP” (sinx, *cOSZ) 7 
(1 十 cosxr)* 


(2cos’ 区 ) 


Pp (sinz ,cosz) | 


PP” (sinz, cosz) 4 
(1 — cosz)* 


大 
到 . 亚 
( 2sin: ) 
P* (sinx ,cosx) P’ (sinz,coszr)(1 于 sinz) 
d: 
‘| ne Ccosi zx) 5 
PP” (sinzscosz) | P* (sinx,cost)(cosr 干 sinz) 
陀 和 证: dz 
‘3)| (cosz 士 sinxr)* dz (coOs2.7)* 


狼 这 种 分 子 分 母 同 乘 以 一 个 因 式 的 做 法 在 不 定 积分 中 是 允许 的 ,但 在 定 积分 运算 中 


许可 . 
【 例 3. 20】 求 下 列 不 定 积分 . 
sinx 1 
| Ts 1 sinx a 2 1 十 Sinz 十 Ce 
sin7 sinx(l1 — sinz) 
【 解 】 | 1] 十 ln j: COS2 Zz dz 
=| ny 和 一 | Tdz tane Fe Gs 
CGOS x cos’z cosx 


(2) 因为 1 十 sinz 十 cosz 一 sinz 十 (1 十 sy = 2sin eos 本 十 2cos* 之 


7 
所 以 原 积分 一 | dz ;| : dx 


ji 之 e608 之 二 学 工 工 
2sin cos F + 2cos cos 到 (1 二 ta 号) 


2 
| Ter | Ss) 


2 1 十 tan 二 
= ln 1+tan 吉 | 十 C. 
【 例 3. 21] 求 下 列 不 定 积分 . 
| se i | 人 


【 解 】(1) 因为 -SinzcosZz _ (sinz 十 cosz)” 一 1 


SlnZ 十 cosx 2(sinz 二 cosx) 
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所 以 原 积分 = 到 | Gsinz+ cosz)dz 一 1 | dz 


一 i coOsx) 1 ln 
2 2 


工 十 2Ssin 到 cos 可 
dz 二 | dy + Jtan de 


2cos: 二 


Zz 二 sinz gy]. 
| 下 oe -| 


元 元 殉 
tan 7 | an 了 dx + tan dx = zxtan 


83. 降 里 法 


常用 的 降 寡 公式 
(1) 积 化 和 差 公式 


sinaz 。 cosBr = 去 [sin(a 十 Bz 十 sin(a— PB)z] 


singr 。 sinBr = ; [cosCa— Bzx— cos(at Br] 


cosar 。 cos8z = 1 Leos(a— Bz cos(a+ Pz] 


(2) 倍 角 公 式 


sinxcosx 一 到 sin2zvsin?z 于 G1 一 cos2z) ,cos? 皇 oe! 十 cos2z) 
【 例 3. 22】 求 下 列 不 定 积分 . 


(CD)| sin4zecos2zcos3rdzi (2)|sinzeostzdzi C3) |sin’ zeos' zdz. 


【 解 】(1)sin4zcos2zcos3z 二 于 (sin6x 十 sin2x)cos3z 


ll 


六 sin6zcos3z 十 可 十 一 sin2zxXcos3x 


ER mr 
二 sin9z 十 二 sin37 | Sin5 并 不 sinz， 


4 


原 积 分 三 于 | (sin9zx 二 sin5x 二 sin3x— sinx)dz 


三 一 二 cos9z 1 COS5 工 1 COS3 工 | Lge FG 


20 12 4 


1 十 cos2 工 
2 


(2)sin2zzcos4z = I (2sinzcosz)’cos’z 二 于 sin2z 。 


1 


一 于 (1 十 eas2x OS 


= 工 (1 HH cos2 垃 一 cos4 并 一 cos2zcos47Z) 


16 
1 1 1 
== Rl -cos2zx— cos4zx 7 coOs2x 5 cos6z】 
| ee 
16 1 35°0827 6 r 32cos67 ， 
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[| 
1 1 让 1 
0 a | Pee a i 
原 积 分 | ( 霜 十 划 cos2z 16cos47 32c0s6zx jdz 
J ig 1 ， 
T1671 GAsin27 GA sin4z 197sin6Z -CC. 
G3) |sin’ zeos' zdz 一 一 |sin' zeos' zd(cosz) 一 一 |a — cos: x)’:cos' xd(cosz) 


= 一 | cosz 一 2coss 并 十 coslz)dCcosZz) 


= 2 1 
二 一 了 了 cos ?Xx 十 二 可 cos 工 一 二 cos i1z 二 C. 


题 型 四 ” 含有 反 三角 函 数 的 不 定 积 4 


【 例 3. 23】 A 


| 二 arctanzdzx; C2)| SE gi. 
1+z Vl— x) 
【 解 】(1) 令 arctanz 一 u,x 二 tanu,dz 一 du 
COS2 2 
和 tan2z > | 
于 是 原 积分 | 1+itaniu’ "cosiu tg pele 


= | eesecv 一 1)du = |usecrudu 一 Fe 


= JudCtanw) 一 二 = utanu 一 | tanuau 一 pa 


utanu 十 ln | cosu | 一 二 十 C 


一 ZarctanZ 十 ln 和 5 Carctanz)’ 米 G 
一 Zarctanz 一 二 InG 十 六 一 Carctanz)’ 十 性 , 
(2) 令 arccosz 一 u,x = cosudz 一 一 sinudu. 
于 是 原 积 分 三 | = i 二 一 sinudu) 一 JuaCeorw) 


一 Wcotz 一 |eomau = ucotu— ln | sinu | 十 C 


二 arccosz 一 In 11 一 xz’ | 十 C. 


MV1 一式: 


题 型 五 ”抽象 函数 的 不 定 积分 


eh 
【 例 3. 24】 求解 下 列 不 定 积分 . 
ay Ca f dnz) 
9 | [pS 人 a 二 2)| . 
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G3) |zf’ C22)dz, 其 中 f(z) 的 原 函 数 为 So 
f(z) f(x) F(z) fADF zr — fF Cz) 
〖 解 】(1) [7 ja | Pi) dx 


fz) 
-FS] +c 
(2) 原 积分 = | di -| 一 


(3) |zf’ 2x) dz a 到 | zdC7C2z)) 六 xz7(2z) 一 到 | rzzdz 


一 去 zf (2z) 一 填 | 7C2z)d(2z)， 
sinz) 一 zcosz 一 sinz 
还 zx? 


因为 Sa 为 /(z) 的 原 函 数 ,所 以 f(x) 一 ( 


oy 2xzcos27 — Sin2x 


于 是 a 


故 | zf (Yr) de Lsr Tsings sin2z Ge 1 00gs— ais C. 
8 并 8 并 4 4 并 


题 型 六 ”分 段 函数 的 不 定 积分 


包含 该 点 在 内 的 区 间 不 存在 原 函 数 . 

解 题 程序 : 

(1) 先 分 别 求 出 各 区 间 段 的 不 定 积分 表达 式 ; 

(2) 由 原 函 数 的 连续 性 确定 出 各 积分 常数 的 关系 . 


1 让 
【 例 3. 25】 设 f(x) -ti 0<z 雯 1, 求 | rcz)dz 
2 完 > 1 


【 解 ] 当 x 二 0 时 , [f(z)dz = |1dz 二 zr 十 Gi， 
当 0 之 zl 时 ,| f(z)dz = |(z+ Dadz = rz+ Cs， 


当 z> 1 时 ,|f(z)dz = [2zdz = z+C, 
由 于 原 函 数 的 连续 性 ,分 别 考 虑 在 x = 0,x = 1 处 的 左 . 右 极限 可 知 
G 3+1+C ,来 六 
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不 定 积 分 上 第 合 章 


ER 
i i 0 


[ae Fr +rtC, 0<r<l. 


区 十 去 十 C， | 


【 例 3. 26】 求 | max(z ,TX ,1) dx. 
ms 交往] 


【 解 〗 邻 f(x) = max(z’ ,x ,1) -全 工 挟 一 1 . 


当 z 之 1 时 ,| /cz)dz 一 | =dz = Tz 十 C1， 
当 z<—1 时 ,|f(z)dz = [zdz = 二 z+ 


当 |z1<1 时 ,| Acodz= [dr = z+C,. 


由 于 原 函 数 的 连续 性 ,有 
lim (去 十 C)= lim(z+ Cs), 
即 闻 二 C1 一 1++G. OD 
又 lim (z 十 CD) = lim (37*+C:), 
a or. 
即 一 1 二 Cs 一 一 计 十 CG. @) 
联 立 解 0 ,@ ,并 令 Ci = C, 则 
Ci 一 了 +C，C = 一 子 十 C 
x 一 CC， zl 
故 |maxCz’ ,x* ,Ddz = 并 十 C， 一 1<< 工 <<1， 
zx 十 了 十 C，z 之 1 


第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 


思维 定 势 含有 对 数 函 数 、 反 三 角 函 数 的 不 定 积分 (不 定 积分 ) ,要 想到 利用 三 步 法 来 
: 求解 :(1) 资 微分 法 ;2) 分 部 积分 法 ;(3) 变量 车 换 法 ， 


具体 如 下 : 
(1) 若 对 数 函 数 、 反 三 角 函 数 的 导数 是 另 一 部 分 的 常数 倍 , 则 用 次 微分 法 ; 
85 


第 全 篇 | 高 等 数学 


(2) 若 对 数 函 数 、 反 三 角 函 数 的 导数 不 是 另 一 部 分 的 常数 倍 , 而 另 一 部 分 不 通过 作 变 量 蔡 
换 可 得 出 积分 , 则 用 分 部 积分 法 ,此 时 设 对 数 函数 、 反 三 角 函 数 为 w, 另 一 部 分 设 为 dv; 
(3) 如 果 男 一 部 分 需要 通过 变量 替换 才 可 积分 ,用 变量 替换 法 ,此 时 将 对 数 函 数 、 反 三 角 函 
数 设 成 变量 z. 
【 例 3. 27】 计算 下 列 不 定 积分 . 
lnz 


ed 
we dz ; C2)| a dz; G3)| 将 一 一 dz; | xarctanzxdzx. 
Zlnzlnlnz 


arcsinz 


ei ee 


dz = | 102"°sinr darcsinz 


i 0 2arcsinzt 


2ln10 Ti 


一 去 | 102sinrd(2arcsinz) 一 


C2)| i | Li = | La lla iG 
ZInzlnlnz lnzlnlnz lnlnz 


(| 爱 二 一 下) 1 lnz | Li Le 


2 x 2 到 洒 2 .4 
| xarctanxdx 一 | arctanzdz: FT arctanz 了 I dz 


Ne Rr 和 
一 万 arctanz ; 二 十 arctanzx 十 C. 


二 、 综 合 题 解析 


【 例 3.28】 设 函数 f(z,y) 可 微 ,f(0,0) = 0， 2 二 一 f(z 一 ecosy, 求 不 定 积分 [f(z， 


Cd: 
[分 析 ] 先 由 区 = 一/(z,), 针 一 ecosy 及 f(0,0) 二 0 算出 f(x,y) 的 表达 式 ,然后 计算 不 定 


积分 | 7Czvz)dz 
【 解 ] 由 3 = 一 f(z,y) 得 f(z,y) = c(y)e- ,其 中 c(y) 是 可 微 的 待定 函数 . 
上 式 两 边 对 y 求 偏 导数 得 
2 =¢c (ye™. 
与 题 设 3 人 一 二 e “cosy 比较 得 c'(y) = cosy,; 即 c(y) = Jeosyady 一 siny 十 C. 所 以 
fz3y) = (sinyt Ce™. 
利用 f(0,0) = 二 0 得 C= 0. 所 以 
fx»y) = esiny. 
从 而 [f(z,z)dz & |esinzdz. 
下 面 计算 不 定 积 分 
| asia 有 se- | edcosz —— (ecosz + ecoszdz) 
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EE 
一 一 ecosz 一 | 天 dsinz 
= 一 ecosz 一 (esinz 十 | esinzdz) 
一 一 er(coszr 十 sinz) 一 | 到 sinzxdzx. 
所 以 ， | csinzdz =— eCcosz + sinz) 十 Ci 
因此 | reenaz 六 基 Fe (cosz + sinz) 
【 例 3. 29】 设 函数 f(x) 可 导 , 且 f(0) 二 0 及 
5 [| 
fa = 六 Bay. 


(1) 求 f(x) 的 表达 式 ; 
(2) 记 由 曲线 > = f(x),y 二 一 f( 一 zx) 及 直线 工 = 1 围 成 的 位 于 第 工 象限 内 的 图 形 
为 也 , 求 也 的 面积 S. 
【分 析 】(1) 根据 所 给 的 Flnz) 及 f(0) = 0 计算 f(z) 的 表达 式 . 
(2) 画 出 D 的 图 形 , 用 定 积分 计算 它 的 面积 S. 


1, | 
【 解 】(1) 由 f (nz) -| 


VMI, 证 
， 下 e 二 1 
得 f(t)=a, (其 中 上 一 Inz) 
ee 二 1 
1 zi< 0 
ez， jx0" 


所 大 成 三 一 f+| rcodz [Ff dau 


| ae， 区 过 0 f wy 
| au, rx>0 2(@2 -一 ] Ys > 
(2) 由 (1) 得 

ys 一 落雪 内 
一 f(—x) 一 _ 工 » 

(1 一角 冯 人 


vy 也 
| z， se| y=f(x)=2(e2i- D(z=0) 


—2(e#—1), r=0 

由 此 可 知 , 当 xz 宇 0 时 ,y= f(x) = 2(ei 一 1)， 
y=—f(—zx)=&X. 

由 于 当 二 过 0 时 ,e 二 1 十 z( 上 且 仅 当 z=0 取 等 号 ). 
所 以 ,对 x 之 0 有 2(ei 一 1) 之 2。 广 一 工 曲线 ?一 | 
f(zx),y 一 一 8 一 z) 及 直线 xz = 二 1 围 成 的 位 于 第 一 象 
限 内 的 图 形 D, 如 图 3-1 所 示 . 


y=-f(-7X)=x(x >0) 
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到 子 1 2\|! 13 
于 是 D 的 面积 s= | C2ef —2— zdz — (4ef —2z— 吉 x*) | = 4 一 起, 
0 0 2 
习 题 三 
1. 求 下 列 不 定 积 分 . 
| ni Sd C2)| Ti 
coswt sinzt+ 1 . 工 十 aaz 1 | 二 到 一 
cG)| oo Tov | ee 
1 十 sinz 
G)| re 
2. 求 下 列 不 定 积 分 
i i 
(Zz 十 1)* Vx 十 2zX 十 2 xvV1l++z’ 
dz xidz 
‘| ; (| -SE > 
(2z2 十 1) Vx 十 1 Va 一 并 
一 
5)| rye po 6)| YE tdz; 
十 1 
| 要 
大 三 
3. ke 
er | rx 
(| 二 二 二 Tdz | Fay: 
4. 求 下 列 不 定 积分 
Xs dz 
»| 
0 ee , 和 
5. 求 下 列 不 定 积 分 
3 
(| zcos'zdz; 人 ‘3)| 人 dz 
xXxcost 二 
(9)|cos(lnz)dzi G5)| 一 
6. 求 下 列 不 定 积 分 . 
| 2 ca 十 并 ) | 六 (2)| Zarctanzdyr， G3)| arctaner 
友人 Wi E> 
Xln(l 十 xX) 一 3， Zz 宇 0 
7. 设 f ) 一 9 | ( )d 
有 人 
8. 设 了 (e’) 二 asinx 十 bcoszx,(a,b 为 不 同时 为 零 的 常数 ). 求 FCz). 
9. 求 下 列 不 定 积 分 
(|37 2+ 3)dz; C2) | 32 —2r+ 5 C3 — Ddz; 
G3)| lIn(zx 十 Vl 十 x Da | xdz | 
V1 二 +zx’ (中 十 x 十 V1 十 x*)lIn(1 十 V1l 二 x) 
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10. 设 当 z 关 0 时 ,9(z) 连续 , 求 | 2 (2 一 6 十) gy 
Xx’e 

11. 设 六 (cosz 十 2) 一 sin2z 十 tan2z, 求 f(z). 

12. 求 下 列 不 定 积分 . 


gs 09 
| i dr C2) |arcsin 9 


2 
3 | so ,1 : | -和 Can 
i | a 
13. 求 下 列 不 定 积分 
/一 
eo V4— zx dz; (2)| dy (a > 0); 
(| 国生 (te clz a 
yl—e 24 一 工 
14. 求 下 列 不 定 积分 
dx sinx sinxcosz 
二 
(1 sinz VI 二 cosx 2) oe (3) i ee 


15. 求 下 列 不 定 积分 


| 1 
| 一 一 C2)| dz; 
1 一 zwz 1 一 
\W 并 一 ]arctan Vx—1 
(3) 本 dzxz. 
参 考 答 案 
1 1++zxy? 1 和 
1 (Dm +C; (2) 3 (arctan 3) FG 
1 /1 十 sinz \ i _ 
| 二 (4) — line) 十 Ci 
(5) 到 z 一 In cos 插 |+C. 
2 2\3 2 
» Wh ed < AE A 
范 十 1 3 并 并 
I a 受 一 亚 
ne (4) $ (arcsin i CQ 一 并 际 C; 
区 "和 
(5) Barcsinz + Es VI +tC; (6) E+; 
fl 
pr i ha 
Wr we 
9. C1yarctante — EC; (2) 一 27 十 最 6 十 区 
32 40 80 8 2 1 
和 | 而 to owt gr at ar ot 1 os | ga — a)™ he; 
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二 二 了 
2 
SG I nine Fcos2z+C; (2) [secztanz + In | secz 十 tanz |] 十 C; 
(3) = TE[ dnz)’ 十 3(nzx)* 十 6lnzx 十 6] 十 C; (4) 斑 [cos(lnz) 十 sin(lnz) ] 十 C; 
小 六 
(5) gsc 5 Icot +C. 
Pa ET "| 一 上 二 | 
T UL 
2(1— Zz’) 4V2 【Vl+zx: 十 V2z 


(2) V1 十 zarctanz 一 ln(z 十 V1 十 z2) 十 Ci; 


(earctane” 十 全 < 十 aretane 7 oC, 
同 [oer = zln(1 十 zz?) 一直 [x 一 In(1 十 z?)] 一 3z 十 C， z>0 
一 (xz: 十 47 十 l)e“* 十 1 十 C， 志峰 


3 +37 


， Cy 


C3) ee Vl 二 x )] 上 十 C; (4)ln | ln( 


10. Te) 半 翅 
EE 


1 1 3 
11. RE 3 (z 27 十 站 
arctanz ed 
12. (1) Tarctanz 31H) mte 


. f(x) 一 到 [Ce 十 bsin(lnz) 十 (0 一 a)cos(lnz)] 十 C. 


(2) 言 C3z: ee 


1 二 Wl 二 ww |G 


(C21 十 工 )arcsin 一 VT 十 C (提示: 令 arcsin a js £3 = tan’t; 


合议 
(3》 = earcsinz + lIn|z | 十 六 Carcsinz): 十 C; 
2 
(4) 一 SEE nT 一直 rctan?z 十 C. 
13. (1) (4— zi (4— z+ 
(2) Vx —a’ 一 aarccos 全 十 Ci 
(3)arcsiner 一 W1 一 ez 十 C; 
2 ce 
(4) — 3 /xr(2a— zx) 十 3 arcsinz < 十 C 


(失去 : 原 积 分 化 为 | a 
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2 
二 | 一 和 一 一 
Va 一 ( 工 一 GD) 


; 邻 工 一 &a 二 asint 


14. (1) 1 1 in 籽 2 十 V1L 十 cosz | ci 


9 


十 cosfr 2V2 V2 一 vV1L 十 cosr 


请 本 
C2)in(2 十 sosz) 十 二 aretan( 启 en 孟 )+ Ci 


ls 1 工 T 
(3) ; (sinzx — coszx) Be tan( 5 = 导 8 ) +c. 
15. (DD 一 全 Vi 一 zz 十 C (提示:Vzdz 一 dz 二 Fdr yr); 


(2)lIn(e* 二 Ve” 一 1) 二 arcsin(e ") 十 C; 


(3)2 wz 一 larctan Vz 一 1 一 ln|lxzl| 一 (Carctan Vr—1)’+C. 


91 


第 四 章 。 定 积分 及 反常 积 和 


第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 基 本 性 质 
(1) 定 积分 只 与 被 积 函数 和 积分 限 有 关 , 而 与 积分 变量 无 关 , 即 
| yeouz= | f 0du = | reod = 
(2) | fedz = 一 | for)dz 
特例 :| f(z)dz = | f(x)dz = 0 
G3)| dz = 6b—a; 
(| [Lrcz) 士 gcz)]dz = | repaz+| scoadz: 
(5)| Arczdz= 台 GoDdz (4k 为 常数 ); 
(6)| f(r)dz = | Cadz 十 | f(z)dz ( 定 积分 对 区 间 的 可 加 性 ); 


(7) 定 积分 比较 定理 ” 设 f(zx) 过 g(x),x € [a,b], 则 
| /C0dr < |scoadz， 


b 
推论 ,四 当 f(z) 尖 05z 七 [re 人 时 ,| PCyde 


@|| fdrl< T1700 dz, 
(8) 估 值 定理 ” 设 m 达 f(x) 过 M,z E€ [a,b], 其 中 尺 ,M 为 常数 , 则 
mb—o) <| fn dr < Mb—a); 
(9) 积分 中 值 定理 ”车 f(x) 在 La,o] 上 连续 , 则 在 [a,5] 上 至 少 存在 一 个 点 &, 使 
| reoar= /006-0), 
也 可 写成 
1 = 于 -| redz 
所 以 积分 中 值 定理 也 称 之 为 平均 值 公式 . 
与 定 积 分 性 质 有 关 的 命题 有 三 个 : 估 值 问题 不等式 的 证 明和 求 极限 . 
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了 . 估 值 问题 


定 积分 估 值 问题 是 指 确定 常数 w,M, 使 mw(6 一 a) < | f(z)dz < MG 一 a) 成 立 .其 中 ,M 
要 求 尽 可 能 小 ,mm 尽 可 能 大 , 即 M,m 分 别 接近 于 f(z) 的 上 下 确 界 . 


式 放 缩 法 写 出 f(x) 在 [a,6] 上 的 界限 ;或 者 二 者 结合 得 出 f(x) 的 适合 范围 ; 
(2) 用 估 值 定理 或 比较 定理 进行 分 析 处 理 . 
【 例 4. 1】 估 计 下 列 各 积分 值 . 


V3 3 1 dz 
(1) | zarctanzdz; C2)| (1 十 sin2z)dz; G3)| 
生 0 V4—2zx—zx 二 x 
【 解 】(1) 令 f(x) = zarctanz,x € | 量 天 | 
因为 f(x) 一 arctanz 十 本 二 六 0 所 以 F(z)* An” 
于 是 maxf(x) = f(W3) 一 V3arctanV3 一 工 ， 
M3 
; /V3)_ v3 V3 _ V3 
minf (x) = f( 宇 六 3 arctan 3 — Tg™ 
因此 二 f(z) < 由 信 值 定理 有 到 < | zarctanxd 之 之 
TS 科 万 ， 9 一 ~ 得 Br 三 <、 a™ 
| 5 
(2) 令 f(x)=1+sinzrz, 工区 | 到 二 r|， 
因为 f(z) = 2sinzcosz = sin2z， 
令 F(t) 0 | 至 ,4 
TT) 和 Sy | i 25 3 
(a f 3 1 十 sin 7 2， Cr) 三 1， 淹 本 | 1 十 sin fT 


所 以 1 过 f(z) 三 2， 故 <] tsinz)dr < 2 


(3) 因为 4 宇 4 一 2x 一 zx: 十 xX? 守 4 一 2x 一 x’:,zx € [0,1]，, 
所 以 da a = 1 过 
2 . W4 一 2 一 2 十 并 V4—2zx— zx 
1 1 
由 信 值 定理 有 二 之 | 和 <| 一 -全 一 一， 
"0 V4 一 2zr 一 2 十 和 0 V4 一 2 一 工 ? 
| dz =| dl(z 十 1) en 一 2 于 
一 arCSln = RICHIN = CSIIA 一 
o A a Jr 三 全 于] V5 |j。 V5 V5 
1 : dz 2 3 
故 过 h < arcsin 二 一 arcsin 一 . 
2 re 5 V5 


8. 不 等 式 的 证 明 
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思路 之 二 : 先 将 积分 区 间 分 成 若干 子 区 间 , 再 用 比较 定理 进行 分 析 处 理 . 
【 例 4.2】 证 明 下 列 不 等 式 . 


| 7 8., 十 下 dz bb 
Cia | ViTrd<3: (23<| 人 
【证 】(1) 令 fx) 一 Vl+i+zr’ sz € [1,1)], 
3 3 
则 ftw) 4 工 2 元 


Bn ME 
令 (zx) = 二 0, 得 z= 二 0. 
因为 f( 一 1) = f(1) = 二 V2，f(0) =1, 所 以 1 过 f(z) 过 V2. 
上 式 两 边 对 x 在 [一 1,1] 上 积分 ,得 不 出 右边 要 证 的 结果 ,因此 必须 对 f(x) 重新 进行 
分 析 , 显 然 有 f(z) = Vi+z* < Vi+27x 十 zx' 二 V(l 十 xXx?)? 二 1 十 zx?， 


1 1 1 
于 是 l ar<| ViTz dr<| (1 十 x?)dz， 
一 也 pe ) 1 
1 
故 | ViTz dr < 3. 
-1 
(2) 显然 当 + [去 轩 ,> 3) 有 
1 业 
1 去 St, 
= V1l—z’ 
二 光 | = arcsinz : 一 工 ， 
2 WT o Vl—z’ 四 6 
即 去 过 | 一 时 一 < 下 . 
2 ~J /A 6 


【 例 4. 3】 设 f(x) 在 (0, 十 co) 上 连续 且 单 调 递减 .证 明 : 


nl n 
| fwar < DR SHD+| fd 


k=1 


【证 】 因为 f(x) 在 (0, 十 ce) 上 连续 且 单 调 递减 。” 所 以 
il) fs (1 = 1,2,.,n) 
因此 ,由 比较 定理 有 


nt1 2 县 ntl 
| flzydz = | fdr+t| fn)dr+te+| ns 
1 和 多 n 
2 3 7 十 1 
汪 | Dadz+ | 7C2)dz 十 … 十 | 网 
1 2 n 
二 f(]) 十 f(2) 十 … 十 f(n) 一 >) FE)， 
n 2 3 人 n 
f(D+| em 7GD 十 | 7(z)dz 十 | Foz)dz 十 … 十 | Hd 
1 1 2 n—l 
太 3 n 
> 7GD) 十 | /art| fdr+ +| (ndz 


三 f(D) 十 fC2) 十 fC3) 十 … 十 fCn) 一 > CE). 
k=1 
故 命 题 得 证 . 
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: 提 ;; 示 :(1) 将 被 积 函数 f(x) 在 积分 区 间 内 放大 或 缩小 ,注意 :一 般 情况 下 以 ”为 指数 宕 的 因子 


保留 ;(2) 利用 定 积分 比较 定理 ;(3) 取 极 限 . 
【 例 4. 4】 求 下 列 极限 . 


中 
【 解 〗(1) 因为 de 
所 以 de | a | wi ne 
lim gr Te es 2 
(2) 因为 Di z € [0,1], 
所 以 人 , 将 本 刁 夭 dz 一 于， 
这 世面 ,二 大 而 故 lim|， Ed 二 由 
二 定理 和 公式 
了 . 重要 公式 
(1) 设 f(x) 在 [一 1,Lj] 上 连续 ， 则 
0， 当 f(x) 为 奇 函 数 时 


E i " z — 7X)jdz = / 
| re Zz | Ex ) 十 7 一 z] a 当 f(z) 为 偶 函 数 时 


(2) 设 f(x) 是 以 工 为 周期 的 连续 函数 ,a 为 任意 实数 , 则 
[faz 入 | Ha 


ca)| Va’— Xx:dz= Ta 


下 一 二 和 一 晤 1 区 
nm 
oof sin"wdzx = | Cos"Z dz = J . a 
8 ee a 
i 当天 为 奇数 时 
n 殉 一 多 3 


【 例 4. S】 求 下 列 定 积分 . 
| Cezln(z 十 V1l++zxi)— V9 — zx’ dz; 


We (xz:arctanz 十 cos’ x 二 sin’ x)dzx. 


公式 (1). 
【 解 】(1) 因为 In(z 十 V1 十 xz’ ) 为 奇 函 数 ,zzln(z 十 V1 二 zz ) 为 奇 函数 ,V9 一 zx? 为 偶 函 数 ， 
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所 以 ” 原 积分 一 2 pm = 一 中 人 


由 公式 (3) 


(一 2) 3 一 一 4. 5x. 
(2) 因为 zx?arctanz 为 奇 函数 ,cos'x,sinsz 为 偶 函 数 ， 


所 以 原 积 分 三 中 (cos"Zzdz 十 sinsz)dz 一 2 帐 cos7 dz 十 sins xdz ) 
0 0 
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= 2(7 5 3 6 4 2 2 

8. 重要 定理 

定理 1 设 函 数 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,zx € [a, 归 , 则 变 上 限 积分 @(z) =| /Cd 对 z 可 导 , 并 
且 有 


ee _ dr 四 
Bz) = 2G) = (| fd)= fz). 


(zx) 

推论 1 设 F(z) 二 | FO Ce FL 
( 工 ) 

推论 2 设 F(zr) = 『 fdi, 则 F(x) 一 FLoCz)]pCz) — fly zx) yy Cz). 
yz) 


推 沦 3 设 FCz) = | fg)de, 则 六 和 [eco| fea 
=a of fat gc) fy) yz). 
定理 2 设 f(z) 在 [a, 仆 上 连续 ,z € [a, 轨 , 则 | 7(od: 是 了 (zx) 的 一 个 原 函数 . 
定理 3 (牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 )” 设 f(z) 在 La,b] 上 连续 ,F(zx) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 
| fade i 
办 (1) 函数 在 闭 区 间 上 连续 这 个 条 件 若 不 满足 , 则 结论 可 能 不 成 立 ; 
(2) 一 见 到 函数 f(z) 在 闭 区 间 上 “连续 ”, 就 应 该 联想 到 FCz) 一 | /CDdi 是 f(x) 的 一 个 原 


函数 ,在 证 明定 积分 有 关 命 题 时 ,这 是 一 条 思 
【 例 4. 6】 求 下 列 导 数 . 


一 下 (2) 一 下 (a). 


zs dt Cosr 
(1)F(zx) = | = (2) F(z) | cost? dt; 
2 /1 十 六 sinz 


(3) 由 方程 | ed 十 | a = 1, 确 定 y 为 z 的 函数 , 求 科 . 


/ 3 元 2x 


| 3 1 
x) = l 
V1 二 (zx) 对 十 《9 V1 十 工 2 Vl 二 zx 


(2)F’ (zx) = cos(cosz)2(cosz) — cos(sinzx)’ (sinzx)’ 


【 解 】(1)F (x) = 


一 一 sinxcos(cos’ Xx) 一 cosxcos(sin’ x). 
(3) 方程 | de 十 | Pa 二 1 两 边 对 之 求 导 ,得 
9 t 


96 


定 积分 及 反常 积分 | 第 确 章 
下 


2 sinz? 
er 。y 十 二 -一 


2X 一 一 0 之 y = 士 2e- ysinz2 
【 例 4.7] 设 f(x) 在 [0, 二 co) 上 连续 且 满 足 | Wn 


【 解 ] 方程 | ”Hopdi = xz 的 两 边 对 x 求 导 ,得 


FLzz(1 十 z)][Lzz(1 十 z)] =1, 
即 zz 十 z)。(2z 十 3z2) 一 1. 


今 x 二 1， 得 f(2) = 专 . 

【 例 4. 8】 设 当 工 之 0 时 ,PFCz) 可 导 , 且 满足 方程 

Pie 1 十 二 | fod (zx > 0). 
半 志 


求 了 (x). 
【 解 】 方 程 两 边 对 z 求 导 , 得 


eh S| 7cod 十 二 /Ca 
Ey 了 Ey 
将 原 方程 的 f(x) 的 表达 式 代 入 上 式 ,得 
, 1 fr 1 1 1 
on RE 三 | rod 二 过 1 [+ 二 | .rod]- 1 


rz 
积分 得 ， f(x) = nw C. 
由 原 方程 中 令 x = 1, 可 得 f(1) = 1, 上 式 中 令 z= 二 1， 得 C=1. 
故 f(z) = ln 二 1. 
【 例 4. 9】 求 下 列 极限 . 
| dx 
. Ms Se ， 
ery tii ~ 0) lim S| pe dy 
工 一 十 co lnz > TXT 0 
[ te'sintdt | | sint | dt 
(3) si a fim 
I—"0 入 XI? 十 oo Es 
取 p 二 1 
【 解 ] (1) 因为 lim zx? 一 1 一 一], 可 知 
十 co 
| 二 一 些 一 一 发散 趋 于 十 oo, 因 此 本 题 属 守 型 未 定式 ， 
oo Mr 二 5r 2 
hs 
上 8 
所 以 原 极 限 一 lim Vz 二 5z 十 2 J ee a eS 全 ， 
zt 上 sto Yr 57 二 2 
这 
| te’ dt 2 和 
二 御 0 ee 一 清 Te i 庞 十 
(2) 原 极限 一 lim = [| lim i lmTior 一 本 


2 
ie:Sintdt 8 
a na (3)= lim ze sinz » 2z 
z=0 Xi'e” 0 z*0 6Zz5ez x eT” 
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2 昌 2 2 
Sinz ~ x 1 2 er 人 1 
1 


= 2 
了 (6 十 x)e” 3 


(4) 本 题 是 属于 二 型 的 未 定式 ,由 于 | sint | 是 以 «为 周期 的 函数 ,因此 有 
人 | sinz | dz 一 | | sint | dt = | sined = 
其 中 ,n E€ N. 又 当 xz 一 十 品 , 存 在 nn, 使 nr 志和 过 (x 十 1)r, 因 此 
je | a | a<| | 1 ga<| | ing | ds 
2n< | lsint| dt<20nt1). 
可 见 当 z -co 时 ,| | 
由 第 一 章 洛 必 达 法 则 的 注 中 可 知 ,本 题 不 能 用 洛 必 达 法 则 . 


| sint | dt 
2n | 2(n 二 1) 
因为 i> x < nx 
， Wn el 
而 Him (nlDrxr x Jim nn x” 
| | sint | dt 2 
所 以 lim ~ s 二 二 (来 遏 定理 ) 


【 例 4. 10】 设 f(z) 是 连续 函数 , 且 f(x) 二 x 十 2| Acodz 风 RD = 


【 解 ] 因为 /(z) 连续 ,所 以 | f(ad 存在 ,不 妨 设 | f(Ddz 二 1 


于 是 f(x) 一 工 十 21， 
积分 有 | rodu = | ec+2Dd， 
1 = 
1 一 豆 2| 十 21>! 一 一 上 ， 
故 fn) ta (|= 1 
三 、 定 积分 的 计算 法 


定 积分 的 计算 常用 的 有 三 种 方法 :牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 , 换 元 积分 法 ,分 部 积分 法 . 
(一 ) 牛顿 一 莱 布 尼 沪 公式 


b b 
i Fad = pled! S pO — Etad 


使 用 公式 的 注意 事项 : 
(1)f(z) 在 [a,6] 上 连续 ; 
(2)F(x) 为 f(x) 在 [a,b] 上 的 一 个 原 函 数 . 
【 例 4. 11】 求 下 列 定 积分 . 
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RE 


dz zx 
i 2 ee 
dz 4 dz 4 dlVz) 
【 解 】(1 ) | 可 -2 
zx(l+Vz) 


1 Vz Vr (1 + Vx) 1 Vz(l+Vz) 
三 a jawa) = 让 li 太一 


加 3 4 zx a 1 玫 
| 1 十 couo7 dT | pcos 2 [xtanz 十 lncoszj] | 一 


(二 ) 定 积分 的 换 元 积分 法 

定理 。” 设 函数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 若 变换 z = gp(z) 满足 如 下 条 件 : 

(1)g (2) 在 [a,B] 上 连续 , 且 yg (71) 关 0; 

C2)gla) = asp(B) 二 65, 并 且 当 1 在 Fa,8] 上 变化 时 ,p(s) 的 值 在 [a,6] 上 变化 , 则 
| 7copdz= | ftp Wa 


办 (1) 在 做 变量 替换 的 同时 ,一 定 要 更 换 积分 上 下 限 ;(2) 用 上 一 g(x) 引入 新 变量 1 时 ,一 定 要 
注意 反 函 数 工 一 gp(b 的 单 值 、 可 微 等 条 件 . 


【 例 4. 12】 求 下 列 定 积 
让 ， a 
| i C2)| de oy 
4 证 吧 
ln2 2 Rss 
3)| Id cf Sin" xz — cos"z 7, 
0 4 一 Sinz 一 COS 工 
ln(1 十 Z) 
gs ‘|, Tr FT 
【 解 】(1) 令 二 arcsin Vx ,zx = sin’:u,dzx 一 2sinucosudu. 


原 积 分 二 |。 


至 sinucosu 


人 5.8 
2sinucosudu = 2| udu TA4™ 


Cj 入 w= 1,dz 一 一 到 


1 1 
2 了 s 
原 积分 一 | J ( wu u) 二 


1 1 
二 |“ 出 二 2 2 Le 2 2 三 | V3 
| lod oe 
(3) 令 @ ”= sint,z =— lnsint,dz 一 一 CoSt 
sint 
§ cost 和 COS2L ed 于 drt 人 
原 积分 一 jos 人 dt ) 人。 sint 人 至 Sint a 
= ln | csct 一 cotz | | -次 一 (3 十 \ 厅 ) 一 坚 ， 
于 
(4) 令 工 一 二 一 tdz 一 一 du. 
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Tt 


0 10 PR 本 10 41 
COS u Sin u “ COS 下 SID 并 


于 4 一 cosu 一 sinu 0 4 sinx— cosx 


9 


让 Sn 人 一 COS RE 下 ( sinx—cosxz | cos"“zx— sin"zx )4 6 
0 4 一 Sinz 一 COS 工 4 一 Sinz 一 cosSZ 4 一 Sinz 一 COS 
故 原 积分 = 0 
(5) 令 工 = asint,dzx 一 acostdt. 
原 积 分 一 | acostdt | Cost 
o asint + acost o sint 二 cost 
= a u 


又 因 为 | cost jd 2 | sinu ee 和 sint 


o sint 十 cost 至 COsu 十 sinu o sint 十 cost 


下 
2 


cost 十 Sint 元 
di 一 二 
o sint 十 cosz 2 


所 以 2Xx 原 积分 = | 
故 原 积分 = 也 
人 @ 注意 :此 题 不 可 这 样 解 : 


| cost :一 | cost(cost 一 Sint) 六 | cos2 一 costsinz | 
0 Sint 十 Be o (cost sint) (cost— sint) 0 cos2t 


t， 


| 1 十 cos21 一 sin27 4， 
2 


cos2t 
理由 是 cost 一 sint 在 上 = 到 处 为 “ 零 ”. 
(6) 令 工 = tant, 则 有 


1 4 Ss1 到 ey a 


cost 
-| myadet | In( In(sin (至 +)) ))a—[ Lat osry 


因为 i In2， 


i De 


所 以 原 积分 = ln2. 


[ 例 4.13] 求 1 二 下 zsinz dr (nn 为 自然 数 ). 


0 sin”x 十 cOS2 并 


z 一 一 本 (二 一 w oa 
【 解 ]1, 一 一 一 | (— du) 


至 cos"u 十 sin2"x 


区 


2n 了 2n - 
Tn COS u 2 UCOS uu 
一 好 | i | 矶 


-各 COS2na 十 sin™u -至 COS2na 十 Sin zx 
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亚 2 下 
2 COs "nu 下 COS2 并 
有 2n 2n, UU T an 2 27 
Jo cos™"™u tt sin"u,. dGO8 "BT Sl 这 


工 
2 


T 
r= 一 t 
2 


0 » 
| ST (= dz) 


到 Sin*"t 十 cos 


又 因为 | COS2" 并 


0 COs?”"z 十 sin”"x 


| sin”x i 
0 Sin2 7 + 十 cos”"x 


cos”Xx 十 sin®"x 元 Xx 元 
要 dx = 


0 cos2 六 十 sin”x 2 4° 


(三 ) 定 积 分 的 分 部 积分 法 
设 /7Cz),oCz) 在 La,o 上 具有 连续 导 函 数 w (xz),v(z), 则 有 分 部 积分 公式 
| — | vu dz, 
其 中 ,u(xz) ,dv 二 v(x)dz 的 选择 与 不 定 积 分 的 分 部 积分 法 相同 . 
【 例 4. 14】 求 下 列 定 积分 . 


沁 a 8 (cos 并 一 sinx) 
| arcsin, /— dx; G)| ei (cosr— sinz) 7 Ts 
9 1l+z VCoOsz 


G3)| dr es CD) | sim lrcos(n 1)zxdx. 


【 解 】(1) 原 式 二 xarcsin / 二 


和 dz 
0 oo2Vx (1 十 xz) 


3 3 2 
=a—| y= n= ly 
0 1 工 十 工 


0 工 十 (CVz) 
= WF aretan VF) | = xy3. 


(2) 原 式 = 上 ei Wcosrdz 一 sinz gy. 
-至 Vecosz 


因为 | ay 一 2 eid(Vcosr) = 2 (ec MW COS 工 | 一 让 < AcOS 工 zdz) 
1 W cos 并 - 


=VY8 (es — es)— 用 时 Wcosrdzr， 


所 以 原 积分 = V8 (ef 一 e )， 
(3) 原 积分 = | In(1+z)d (z=)= 


一 这 I 


一 ln2 + 1| ( L )dz 1n2 4+ [ln|xz—2| i 
3Jo\z 一 2 十 1 3 0 


1 le 
ln2 十 3 (— ln2— ln2).= 3 ln2. 
(4) 因为 cos(n 十 1)x 二 cos(nx)cosx 一 sin(nz)sinx. 


所 以 原 积分 = i sin” !' zcos(nz)cosrdz— | sin"z sin(nz ) dz. 
0 0 
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及 | samzeos(nz)coszdz = [cosCnz)dsin"z = Tsimzcos(ne) | + 上 | sim rsin(nz)dz 
0 0 0 0 


nx 
Ss | sin"x sin(nz ) dx. 
0 


故 原 积分 = 0. 
四 、 反 常 积 分 的 基本 概念 


了 . 无 穷 限 的 反常 积分 
1” 设 FGz) 是 jz) 的 原 函 数 , 则 
| 7copdz = F(z) 网 = lim F(z) — F(a), 
车 上 式 极限 存在 , 则 称 反 和 常 积 分 收敛 ,否则 称 为 发 散 ; 
2° | coadrz = Wy | = F(6) — lim F(z), 


若 上 式 极限 存在 , 则 称 反常 积分 收敛 ,否则 称 为 发 散 ; 
3° | faz EE | fndz +| 一 Re 


如 果 | f(z)dz 和 |， f(z)dz 都 收敛 , 则 称 反常 积分 收 全 ,否则 称 为 发 散 


2. 有 奇 点 的 反常 积分 ( 瑕 积分 ) 
设 F(z) 是 f(zx) 的 原 函 数 


1” 车/(z) 在 点 a 处 无 界 , 则 | f(z)dz = F(zx) 
车 上 式 极限 存在 , 则 称 反常 积分 收 化 ,否则 称 为 发 散 ; 

2 车 f(z) 在 点 6 处 无 界 , 则 | f(z)dz = | = limF(z) — F(a), 
若 上 式 极限 存在 , 则 称 反常 积分 收敛 ,否则 称 为 发 散 ; 

3” 车 a 二。 过 6,f(z) 在 点 < 无 界 , 则 | f(z)dz = | 7Cz)dz 十 | f(z)dz， 


b 
a 


= F(b)— limF(zx), 


若 | fC)dz,| f(z)dzx 都 收敛 , 称 反常 积分 收敛 ,否则 称 为 发 散 . 
3. 绝对 收 全 
若 7 为 无 穷 区间 , 且 | | f(x) | dz 或 有 奇 点 的 积 | | f(z) | dz 收 伍 , 称 反常 积分 绝对 收敛 . 


定理 : 若 反 常 积分 绝对 收敛 , 则 反常 积分 收敛 . 
和 4. 对 称 区 间 上 的 反常 积分 
若 反 常 积分 收敛 , 则 
1” 车 f(x) 是 偶 函 数 , 则 对 称 区 间 上 的 反常 积分 为 半 区 间 积 分 的 二 售 ; 
2” 若 f(zx) 是 奇 函数 , 则 对 称 区 间 上 的 反常 积分 为 零 . 
特别 注意 :反常 积分 不 收敛 时 以 上 性 质 不 成 立 . 


十 ce 


例如 J Idz = 
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Be 7 拓 过 2 、 
因为 | TT 二 写 lii(l > 发 散 . 


十 ce 
0 


因为 | ze dz 收敛 ， 所 以 | ze dx = 70, 


上 述 情形 在 概率 论 中 计算 数学 期 望 .方差 时 经 常 遇 到 ,应 特别 注意 . 
5. 反常 积分 的 判 钱 准则 
(1) 无 穷 限 反 常 积分 的 判 敛 准则 . 
准则 1: 设 f(x) 在 La, 十 ce) 上 连续 , 且 f(x) 宇 0, 若 存在 M > 0, 使 得 


让 co 
(0 EY 划 > 1, 则 | f(x)dz 收敛 ; 


TX 
M I 
加 党 之 f(D sm 过 1, 则 | /Cz)dz 发散 
准则 2: 设 f(z) 在 La, 十 se) 上 连续 , 且 f(x) 宇 0， 
中 着 lim x"f (zx) 一， 0 过 上 < 二 二， mw 之 14, 则 | fz)dz 收敛， 


十 ca 
@ 著 limz"f(z) =k,， 0<<A<+co， m 达 1, 则 | fz) dz 发 散 . 


转 积分 区 则 为 (一 ,有 ) 及 (一 ,十 oo) 时 有 类 似 准则 . 
(2) 瑕 积分 的 判 敛 准则 . 


准则 1: 设 f(x) 在 La,b) 上 连续 , 且 f(x) 宇 0, 若 存在 M > 0, 使 得 
中 0 < A 过 = < 70 < 1, 则 | f(x)dz 收敛 ; 
《太一 
@ 二 < fz) sm 之 1, 则 | 7Cz)dz 发 散 
(b= 7x) a 


准则 2: 设 f(z) 在 La,6) 上 连续 , 且 f(x) 宇 0， 
车 lim(6 一 xX)”*f(z) 一 A，0 委 有 一 十 ce，0 二 和 元 1, 则 | f Cz)dz 收敛 ; 


0 a 


回 者 lim(b 一 zx)”f(z) 一 有 0 二 并 过 十 到， 饮 三 1, 则 | f(z)dz 发 散 . 


xz>b 


【 注 】 在 X= 二 ax 二 cla 过 cc 二 0b) 为 瑕 点 时 有 类 似 准则 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 ”分 段 函 数 的 定 积 


(2) 当 被 积 函数 是 给 定 函数 与 某 一 简单 函数 复合 而 成 的 函数 时 ,要 通过 变量 代 换 将 其 化 


~ 人 ~ 和 ~~~ 


为 给 定 函数 的 形式 ,切记 :与 此 同时 积分 限 也 要 相应 改变 . 


如 ，0< 和 之 + 之 广 


【 例 4. 15】 设 f(x) = ， ， 求 6Cz) = | rpde 
Cs F<z<! " 
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[ 解 ] 当 0 过 zz 过 时 ， B(x) 一 | ed = hz!， 
0 


当 才 <<z 扩 /时 ， 


By 二 | rod = | cdt = Lu? +c(z 一 孝 )， 
0 0 去 8 2 


综 上 所 述 ,可 知 
二 0<z<5 
Bz) | f= 1 ; ， 
0 ds 2 i LL 
jk +elx ;| 二 
【 例 4. 16】 求 下 列 积分 . 
| pe C2)| i a 
2 —3 
【 解 】(1) 作出 y= 二 x 及 y = x? 在 [一 2,2] 上 的 图 形 , 如 图 4-1 所 示 .. 
xz:,， 2 之 zx 二 0 


由 图 可 知 fe 0 过 zx 二 1. 
这 于 
故 
0 1 2 。 
原 积分 = | zzdz 十 | zdz 十 | zdz = 
2 0 1 
(2) 作出 y= 二 2 及 y== x 在 [一 3,2] 上 的 图 形 ,如 图 4-2 所 示 . 
一 
由 图 可 知 f(x) = min(2,z) 一 4z， 一 V2 一 工 过 V2. 
2 天 芯 宅 2 
-2 V2 , 2 8 
故 原 积分 = | 2dz 十 | zzdz 十 | 3 6— 
一 3 VT eo 3 


【 例 4. 17】 求 下 列 定 积 分 . 


11 


1 
， Px 
| Pe We 0 . 
A 1 2 有 
1 


(2)| fCDgCz 一 Delz 之 0), 其 中 , 当 xz 之 0 时 ,PCz) 二 x; 而 
0 
Siiws 0 RB 六 
g(xX) 一 
0， 人 
【 解 】(1) 设 x= 工 一 1, 则 


1 1 
I=| rz-Dbdz=| fCwdu= | fz) dr 
0 一 1 


0 dz | 1 dz | ezd 工 1 
局 下 年 嫩 “ 几 开 十 记 -1 BU nl Te) 0 
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es 


-Pra tm 


= [lne*— ln(l +e)]| 十 ln2 一 ln(1 十 e)， 
本 | 
(2) 设 = 二 一 t, 则 


4 0 
站 二 | fg(w 一 冰 旨 = 一 | Pd i 
0 


= | f(z— Dg de. 
0 
由 于 当 z 宇 0 时 ,f(x) = zx, 所 以 , 当 xz 宇 t 时 
f(x—2) = wo—Z, 
sint, 0 委 :<< 世 


g(t) 一 
开 
人 二 2 


| 一 Dsintdl = < 一 sinz， 沼 0 委 立 运 


0 


故 I 二 4 ， 
| cz 一 Dsiatd = 2—1, 当 z 之 入 


题 型 二 ”被 积 函数 带 有 绝对 值 符 号 的 定 积 分 


区 间 内 的 根 , 再 据 此 把 积分 区 间 分 成 若干 个 子 区 间 ,各 子 区 间 上 的 被 积 函数 的 绝对 值 就 
可 以 去 掉 了 . (注意 符号 !11) 


【 例 4. 18】 求 下 列 定 积分 . 
| | lnz | dz; (2)| | 屏 一 2z 一 3 | dzi 
1 
b 
G3)| lez ld | lzldr (eb. 


【 解 】(1) 令 ljnz = 二 0 过 x == 1， 


, e 1 e 
原 积分 = | ，| lnz | dz+| | lnz 1 dr = 一 | ,inzdz 十 | lnzdz 
i 1 i 1 


人 


= = (zlnx— w) 


Y 
， 十 (zlnz 一 并 ) 


1 


二 14 ln 二 E 十 二 一 -2 多 
e e e 


(2)》 令 好 2 到 3 一 0 一 Zi 5 Ty = 


3 5 
原 积分 = | |z—2z—31dz+| Iz —2r—3|dzt+| 1 之 一 zz 一 31dz 
-这 | 


3 5 
| 8 一 2z 一 3)dz 一 | (x — 2x CO— 3)dz+ | te 2x— 3)dz 
6 ee 


| 


(3* 一 2 一 3z】 > 


e (3* 3z ) 


十 (4a —z —Br) 


3 
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= 
ei 

(3) 舍 f 一 率 二 0= 三 五 
当 记 < 二 让 本， 


下 1 变 
lzld= i x)di = ~ 
0 0 3 


当 0 委 z 委 1 时 ， 


1 工 1 
ls—zla= rc Dart | ca 工 ) dz 十 
0 0 


3 2 
1 加 a 1 zx 1 
| #1 二 | ttx Ddt= 研 EF 
pe a Ce | 
综 上 所 述 ,| tt 一 x| dt 3T 37 Oz<1 
0 
1 1 
2 要， 泌 > 二 


(4) 令 工 = 二 0, 可 得 如 下 结果 
1” 当 a 二 5b 二 0 时 ， 


| 1z1az=— [zdr 一 一 二 一 站 
2 ， 当 站 过 0 去 二 时 ， 
| 1s [dz 一 | 一 Dadz+| rdz = (6 +e); 
3” 当 0 二 a 二 5 时 ， 


b b 1 
| |z| dr = | zdr= (6 —a). 


一 地 (一 a?)， gb 人 0 


b 
综 上 所 述 ,| | | dw= 证 ae)， W000 


地 (6 4), Die We 


题 型 三 ”被 积 函 数 中 含有 "“ 变 限 积分 ”的 定 积分 


思路 之 二 :将 原 积 分 化 为 二 重 积 分 ,再 更 换 累 次 积分 次 序 . 
【 例 4. 19】 求 下 列 定 积 分 . 


i 设 fx) _ | ri dy， 求 | rz)dz 
% 2 1 
(2) 设 f(x) | e > dy， 求 | Cre 1 (Ld, 
0 0 
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【 解 】 | fear E | [| dy |dz 二 z| ee dy| — | zee C1)dy 
0 0 0 0 


0 


a 


二 网 a2 一 z2 本 2 二 二 晶 PS 
;|e dl(a 元 小 王 : ne 


| 


0 


0 


= 针 a 
Te | 


下 


1 1 2 
2)| Ce— 1): f(r)dz =| ca | 
0 0 0 


= [DD | eay| 


1 2 
se | 一 1 Hid[ (zx— 了 2 


1 | 
-| 二 (Z 一 1) 3 。e+2zdz 
0 0 


令 (z 一 1)2 一 尼 


人 | 
| ve dz 一 ge 2 
〖 另 解 】 积 分 区 域 如 图 4-3 所 示 . 
(DI= | i » dy ]dz 竺 ay] es de | aa a 


er. 415. 


i ” —Ca—y) 2a a 4 1 22 a (a—y)? 1 
于 | 。 dLCe 一 y)?] Fe [—e 可 


i 1 
(2)1 一 | dy| (一 1)2er7Hzydz 
0 3 


一 | 到 (一 1) 
0 


1 
dy 
y 
ee 了 | so 一 1)3dy 
0 


e 1 人 2 2 
一 一 可" 了 js 。(y— 1) d[€y— 1)*] 


$y = er 人 
一 一 一 一 一 一 一 s|e udu = ge 2). 
【 例 4. 20】 求 下 列 定 积 分 ， 
far] ev ay; 
0 3 


(2) 设 函数 f(zx) 在 区 间 [0,1] 上 连续 ,并 设 | f(z)dz = A, 求 | az| fz) f(y)dy. 
【 解 】(1)7 一 | az| oe 二 | 中 dy ]dz 


2 2 
| ev dy 


2 2 2 
-| we de 
0 0 


2 


2 
= 去 | e* d(x’) 一 一 Fe 
0 


et 
= 31 Gn 


0 


1 1 站 1 
(2)1 = | az| aI Fdy = | .readz| FCyydy 
1 
0 0 


= | war] rou = | [| aa(f fa) 


i [rd room]| -| [rou]- 下 二 由 2 二 
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-二 [oa] | ,= 二 [jos] = 
@ | /Gd 为 rz) 的 一 个 原画 数 . 
【 另 解 ] 积分 区 域 见 图 4-4. 
wr fel fe 


2 2 
= | ye dy 一 | ei d(Cy’) 
0 2J。 


2 
= 1 ed 


2 


1 
2 4). 
， 5 ee ) 


» EE 1 y 
(2)7 一 | dz| dy 二 | 由 . | fC) faz 


1 ww 
| dz| fd dy 
0 0 


rpyrooday+| dr] f 02) fdy 


中 1 
三 | dz| PED End = 


1 1 
I 二 | dz| f (0) f(y dy = FA. 


题 型 四 “对 称 区 间 上 的 定 积 


处 理 . 
【 例 4. 21】 计算 下 列 积 
(1) 设 f(x) 在 (一 ,十 吕 ) 上 连续 , 且 对 任何 x,y 有 f(z 十 y) = 二 f(z) 十 f(y) ,计算 


| + D/C dz; 
4 sin’ 
Cay = dz. 
【 解 】(1) 对 于 这 种 被 积 函 数 含有 抽象 因子 的 积分 ,通常 是 利用 奇偶 性 积分 的 “特性 ”处 理 , 以 下 

证 明 f(x) 为 奇 函 数 . 

邻 y 二 0， 则 由 f(z 十 y) = 二 f(x) 十 f(y) 可 得 : 

fz) = f(zx)++f(0)=>f(0) = 0,， 
又 ”FLz 十 (一 zZ)] = f(r)++ f(z) ;BW f(r) fz) 一 0， 
可 知 f(x) 为 奇 函 数 , 于 是 


| (xz: 二 1)f(x)dz = 0., 
-1 


et 委 .2 
(2 令 z =-w， 则 I= 一 |， 半 总 du 一 | 站 入 dz 


1 二 e@* = 1 二 e@” ” 
> 到 sin? xz | | Sin2 zx 上 1 ) 1 和 
2I | Td L 一 至 Te li 1 | xdz 
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RE 
三 人 本 
二 
故 T= 8 (x CO— 2). 


【 例 4. 22】 设 f(x),g(zx) 在 区 间 [ 一 a,aj(a > 0) 上 连续 ,g(x) 为 偶 函 数 , 且 f(z) 满足 条 件 
f(x) 十 f( 一 x) == A(A 为 常数 ). 


(1) 证 明 :| peje (yd = A| gn) dz 
(2) 利用 结论 (1) 计算 定 积分 | 。 | sinz | arctanez dx. 


a 0 a 
【证 GD)| yz)gCzDdz = | foale)drt| fr) gr)dr, 


令 工 == 一 
因为 | Fr(z)gCz)dz 一 


| 二 | fg) dz, 
a 0 
所 以 | Yaz7gkGz)dr 一 | rc ze(w)dr 十 | cogcz)dz 

一 0 0 


= | La 十 不 一动 jz 本 4| scz)dz 


(2) 取 f(x) = arctane* ,g(z) =| sinz |,a = 广 ' 则 fx),g(7r) 在 | 
为 偶 函 数 ， 


因为 (arctaner 十 arctane “) 一 0, 所 以 arctane” 十 arctane 一 A. 


,也 | 上 连续 ,g(z) 


令 工 =0, 得 2arctanl = 二 A. 于 是 ,A = f(z)+f(—zx) 一 广 , 故 


ba 


2 和 
| | sinz | arctanerdz = 
=- 


入/ 刘 

p 2 和 Tn 2 

到 | | sinz | dz 一 到 | sinxdx 
0 0 


3 二 COS 工 ) 


0 2 
题 型 五 ”被 积 函数 的 分 母 为 两 项 ,而 分 子 为 其 中 一 项 的 定 积 


位 置 ;(2) 交换 后 ,分 母 中 的 另 一 项 成 为 分 子 中 的 项 . 


【 例 4. 23】 了 求 下 列 定 积分 . 
| Vn(9— zx) 
Vln(9 一 zx) 十 A 
dz Dr 和 四 pi 
中 1 十 (tanz)” (a 为 常数 ); G)|， er TF er dx 
[ 解 ] (DT 二 Vln(9— Zz) 
2 Vin(9 一 zx) + Vin(z+t+ 3) 
令 9 一 工 一 & 十 3 2 Wiln(xz 十 3) du) 
即 z=6Tu J Vin(ut3) 十 Vin(9 一 2 
| Vln(ut 3) Ee | Vln(z 十 3) 
2 Vin(9—w) + Vin(ut 3) 2 Vln( 


远 
9 一 xX) 十 Vin(3 十 x) 
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Fa] Vin(9—x) 十 VinCz 十 3) dr = | dz = 2 
? Vin(9 一 zx) 十 VinCz 干 3) 


所 以 I= 1. 
王 可 令 2 一 全 
2 pm I E | TE 一 一 一 | 1 
Ss 。 1+ (tanx)’ eo Ct 
= (tanz)。 “= 人 (tanzx)’ 
o 1 十 Cranm o 1 十 Ca 
和 1 (tanx)” wg 
a I we 1 二 (tanz)” 1 de 
， = 
所 以 下 三 
x ; 令 工 二 于 二 
入 2 人 
(3) 令 I | Si ed 
0 从 @°o 
| cos 十 du) | esinr 十 Eeesr dz， 


人 
21 | 十 esdz 2 ,所 以 I Pr. 


题 型 六 


由 三 角 有 理 式 与 其 他 初等 函数 通过 四 则 运算 或 复合 而 成 的 定 积分 


一 般 来 讲 , 变 量 代 换 是 这 
ie 分 区 间 为 对 称 的 , 令 xz vi ye 的 , 令 工 二 x 一 ;积分 区 间 为 
| "到 的 , 令 = 一 本 一 2 oi | 的, 令 令 工 一 u. 
【 例 4. 24】 pr 
1 | < zsin3z - 
6 (Fs 二 jer'tdzi C2)| dz; 


C3 flsinz) 
o flcosz) fn 


【 解 ](1) ease -dz 十 | (z— LT)ertdz. 


代入 原 积分 ,得 原 积分 一 本 


= ZXsinmi x 邻 z= fr 一 zx)sinsv 

(2) — = da) 

ol 十 cos’ 2 + | 二 cos 

™ sin’u * usin’u 

2 Qu 2 QU 

o 1 十 cos'u o 1 十 cosiu 

* sinix ™ xsin3 工 本 

o 1 十 cosix o 1 十 cos:zx 

< sinix * zsinixz _Xsinx 
于 是 2 一 工 a—dz 六 十 

0 41 二 C08" Ba ge pm 
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| 
”Sim 并 I» sinw 
o 1 十 ee | 1 十 ee 
2— (1 二 cos’ x) 
一 | Tou dl(cosz) 
=— 2xarctan(cosx) | 十 Xzcosz i nA: 一 2r， 
0 
故 T= C2). 
s A 
(3) es fsinz) 2 " fcosu) 人 
o flsinz) re 至 f(cosu) 十 f(sinu) 
=- |。 fl(cosz) 和 
o flcosz)+ f(sinz) 
flsinz) 
父 0 Csinz) 十 fT 
和 fsinz) z+ f (cosz) 
于 是 A o flsinz) 二 flcosz)™ f(sinz) a 
= a 近 : 
一 dz 一 2 ， 
= 
故 了 一 4 


题 型 七 ”已 知 一 定 积分 , 求 另 一 定 积分 


【 例 4. 25 了 已 知 一 cosz dz 一 人 A， 求 | SInweosz 


(zx 十 2)? 6 次 寸 - 
CM eq 2 sin2z 7 
【 解 3I 了 =- 了 六 
sinu cosu | oY 1 六 时 L 
i 让 x 十 2|。 | 人 二 


【 例 4.26] 设 F(a) = [na sds 
0 


令 x 


【 解 】 F(a)= | aa es |e 
0 
= [na 一 2acosz 十 ai)dz = F(a), 
0 


证 人 疝 三 二 (于 可 一 闻 二 | ca — vedsw Fa) | davew | dy) 


| 


[na dao dot 
0 


2x 
去 [| ln(1 一 2ozcost 十 ad 十 | ln(1 一 2a?cost + a')dt |. 


du) 


二 x 一 0 
E | lIn(1 — 2acost + a’)dt 


2r 
; | lIn(1 — 2a’cost a’')dt 
0 


2r 令 夺 一 2r 一 化 0 
因为 | mn cd 一 一 | 人 
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2 [na — 2a’cost a’')di, 


所 以 2F(a) 一 | na — i608 + ef = [na 一 oa 
即 F(az) = 2F(a). 


题 型 八 ” 定 积分 等 式 的 证 明 


证 明定 积分 等 式 常用 的 方法 有 换 元 法 ,分 部 积分 法 ,构造 函数 法 、 泰 勒 公式 法 等 . 
1. 换 元 法 (适用 于 被 积 函 数 或 其 主要 部 分 仅 给 出 连续 条 件 的 命题 ) 


提 ;: 示 ;(1) 依据 定 积分 与 积分 变量 无 关 的 性 质 , 改 写 等 式 一 端的 积分 变量 为 ui 
(2) 作 变量 代 换 . (i) 若 等 式 一 端的 被 积 函数 或 其 主要 部 分 为 f(x) ,而 另 一 端 为 FLp(z)]， 
则 作 代 换 x = gC) ;ti 若 等 式 一 端 为 FCz) , 另 一 端 为 /Ga) , 则 所 作 代 换 依据 等 式 两 端的 
积分 限 ; 
(3) 利用 所 作 代 换 , 由 等 式 一 端 推 导出 男 一 端 . 
狼 若 抽 象 函数 以 三 角 函 数 为 中 间 变 量 , 则 虽然 等 式 一 端 为 f(sinz), 另 一 端 为 /(sinzw) ,但 由 于 
f(sinu) = /Lsin(x 一 wj], 我 们 还 是 依据 (i) 而 不 是 (i) 作 代 换 , 显 然 此 处 应 作 代 换 x 二 x 一 
【 例 4.27】 设 /(x) 连续 ,证 明 : 


| a fr dr = 于 | sf Cpes 
0 0 
bh 1 
2)| f(z dz = G—o| FLa 十 (一 a)z]dzr; 


2r 可 
(3)| fl| cosz | )dz = 4| fl| cosz |)dz; 
0 0 


" 1 
| jn =| In Aa | Li C7 a 
站) 0 0 


(5) 设 n 为 正 整数 ,证 明 | cowzsinzdz = 去 | cos"xzdx; 
0 


【分 析 】(1) | ceodrz 一 3 uf (Ww du, 
比较 f(z) 与 f(ww) ,可 知 应 令 x? 三 由 
2 | fwdr = G6)| flat bauldu, 
比较 f(x) 与 f[a 十 (5 一 a)uj; 可 知 应 令 x = a 十 (6 一 a)u. 
0 先 证 | /0 cosz | )dz 一 2 fd cosz |)dz, 
路 | cosz |)dz 一 下 fd cosu |) du, 
比较 f(| cosz |) 二 f(| cosu |) = f(| cos(x 十 Ww) |) ,可知 应 令 工 二 十 


再 证 /| cosz Daz = 2|, Fl cosz Ddz， 


即 [xd cosx |)dz = 2 fd cos(x— wv) | )dv， 
0 0 
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比较 f(| cosz 1) == f(| cos(x 一 v) 1) ,可知 应 令 工 三 工 一 
(4) 按 一 般 的 作法 , 若 抽象 函数 中 ,中 间 变 量 含 有 参数 , 则 应 令 该 coo 因此 ， 


1 邻 工 十 上 一 芭 2 
| nyrez -1d 而 jn Fe 
0 和 


= | nrcode+| nrcodze+| Inf eddu, 
比较 要 证 的 等 式 ,可知 要 证 的 是 
省 ee | nfa 4, 
显然 ,应 作 变 换 = 二 1 十 . 


(5) 先 令 上 一 2z, 有 | cos"zsin"zdz = zr|, csin2z)"d(2z) 一 | sin"eat, 
0 0 


下 
Dt 


nx bs 至 . 

又 sin"t dt 一 sin’t dt a sin"tdt ,再 证 | sin"tdt 一 | sin"t dt, 
0 0 

只 区 二 = 


需 作 换 元 :i = 
[证 ] GD [fC da Me 2 uf (wD du, 由 于 定 积分 与 积分 变量 无 关 ， 
故 ] Ra as 二 aT BC di 
(2) 略 . 


(3) 因为 | /Cl cosz D)dz = [fd eosz Dadz 十 | /Cl cosz Ddz， 
| FFC aasx Dar— ee "pl opt | Meike= | cos | drs 
所 以 | fil cosz Ddzr = 2| fC cosz Ddz 
i | Pd Daz+|, /Cl cosz dz |. 


今 工 二 x 一 v 


又 因为 |， fl| cosz | ) dz 一 一 | fl| cosv |)(— dv) = | 大 (| cosz | )dz， 


故 fl| cosz |)dz = | fC| cos [Yd 


1 t=u fztl 
(4) 因为 | I dd | i Fay 
0 1 天 十 1 
= | nyrcode+| mrcode+| Inf(u)du, 
I 0 1 


zt1 =t 十 1 T 
又 因为 | md 二 全 | infc+Dd， 


宏 1 
所 以 | nf | 5d 一 | Ad 十 | lnft ydt. 
0 0 0 
(5) 邻 1 二 2x, 有 
“sin2 zd27z = 站 | sint dt. 


二 2 sinzd: 十 | sin"tdt), 
0 < 


2 


并 
| cos"zsin"zdz = 
0 


S 
一 一 


| 
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Re t=x—u 站 ,器 至 e 
又 , Sin id 一 一 | sim(x—udu= | sinudu, 
瑟 于 I 


所 以 | coszsinrdz = (| sa cd 二 | sin"t dt ) 

0 0 
= 去 | sin"tdt 一 六 sin"zdz 

= 过 一 2 0 各 

又 | sin"zxdzx -| cos"t dt =| cos"xdz, 
0 过 0 

因此 ， 上 cos"xsin "rxdx 一 去 | cos"z dx. 

0 0 


【 例 4. 28] 证 明 下 列 等 式 ， 
GD| zty[eCz)] ee a| /LgCa— x)ldz; 


“二 = dr 
| ee | Ts 
【分 析 】(1) 原 式 等 价 于 
on = | 一 z)j[p(a 一 z)]dz = | wf[y(a— wu) ldu, 
可 见 应 作 代 换 x = a 一 u. 


1 dx > 

G| -大 
比较 f(x) = 二 一 一 与 f(w) 一 二 ; ,可 知 形式 一 致 ,因此 作 变 换 只 能 从 两 端的 积 
分 限 去 考虑 ; 左 端 积分 限 为 x,1; 右 端 积分 限 为 1 二 应 作 代 换 x = 二 


令 工 一 a 一 


[证 ] (1) | =7[gCz)]dz {Caw fig mw dw) 


3 a| /Lya 一 2&)]dz 一 | uf [ga — wu) jdu 


一 <| /Lyla 一 过 ]dz 一 | .zfLpCa — zx) ldz, 
把 后 一 项 移 到 等 式 左 端 , 便 得 
| ztxEeco]+yEeda — xz)])dz — a| figCa— z)Jdz. 


证 I | 1 2 a) du = dz 
| 1+z SE ( we “) 1 证 十 IT J 1+ 
us 


3 
wu 


【 例 4. 29】 设 函数 f(x) 连续 ,上 且 关于 xz 十 对 称 ,a 二 全 二 5b.， 证 明 : 
| rcodz ?| rczdz +| fd 
a a 
【分 析 】f(《zx) 关于 x 二 了 对 称 , 是 指 f(z 十 T) = f(T 一 x)， 
右边 二 ?| fodrt| fart | flr)dr 
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We frdrt|, fl)dz, 

可 知 ,要 证 命题 成 立 , 只 需 证 
fr wart), fdr = 

即 证 

邑人 一 和 b E 忆 

| f(x)dr -一 | fadu= | rcodu， 
ws 可 知 应 作 代 换 xz 二 2T 一 u. 

[证 |， ie | fiar: ww) (— du) = | /ET— Gu TJdu 


因 (x) 6 b b 
| A Td -一 | fea le = 一 | ps 
工 一 了 对 称 T T T 


b 2T7—b 
于 是 | Feds = Ds 


等 式 两 边 同 加 上 | /(z)dz, 得 
| 7cpdz = | readz+|， fdrt|, fr)dr 
= [fdet | flr)de + roaz+|， foe)dr 
= 2 rpdz 二 | fdz, 


命题 得 证 . 
【 例 4. 30】 设 f(x) 是 定义 在 全 数 轴 上 ，, 且 以 为 周期 的 连续 函数 ,a 为 任意 常数 , 则 
网 Fwd 二 | a 


【分 析 】 原 等 式 erczdz+|， az)dz 十 | ”7Codz =| Feed， 
可 见 要 证 命题 成 立 ,只 需 f(z)dz+| f(z)dx = 0， 
即 证 | fr)dr = | oodu， 
比较 两 端的 积分 限 ,可 知 应 作 变 换 工 二 十 工 . 


【证 】 因为 | ea ot T)du 


因为 f(x) 以 工 为 周期 
f(z++T) = f(z) 


= | f(t Td | rmpar 


所 以 | fwdzt| Cd = 0 
等 式 两 端 各 加 上 | f(z)dzr, 于 是 得 
| far = | fnaz, 


命题 得 证 . 
【 例 4. 31] 设 f(x) 连续 , 且 常 数 a > 0, 证 明 : 


cam 人 e+ 攻 本 -rr 亿 


u 
比较 /( 开 十 护 ) 与 /(w 十 入 ) 可 知 应 令 x 二 w, 于 是 
X 


WE 
-计量 + 直人 


比较 上 式 两 端的 积分 限 , 可 知 和 
I 
= (+ 问 


er 


i 
CE 因为 | 7( + 区 夫人 人 ret 全) 器 
( u 


-4 du ““ A t a? 
又 因为 (w+ 委 ) 昱 [7+ 和 ]' 寺 (-) 
_F a dr a’ \du 
=|/(:+ t 疙 =| f(t 
we 人 全 ad __f[° Vd 
所 以 | f(z 二 入 ) 坚 ==] 7(w+ 伺 ) 汪 =] 7 人 e+ 所 ) 到 ， 
命题 得 证 . 
82. 分 部 积分 法 (适用 于 被 积 函 数 中 含有 f(x) 或 变 限 积分 的 命题 ) 
【 例 4. 32】 设 / (x) 连续 ,F(x) 一 | cp C2a 一 di, 证明; 
F(2a) —2F(a) = fr (a) 一 f(0) fl2a). 
【证 ] FC(2a) 一 2F(a) = | fF C2a— Dd—2| fF 2a— Dd 
一 | fF 2a— Da | fF 2a Dd 
因为 | f(D7 (2a 一 二 | 十 | fC2a — Df dr 
= f(a) — f(0)f(2a) +| fC2a -Df Wd 
所 以 原 式 = fi (a) 一 f(0)f(2a) +| fC2a -Df Wa — | fF 20 — dt, 
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农 汪 二 


2a i 令 2a 一 0 
又 因为 | fa DF Wd | fF 2a — wdu) 


三 | 7rcoreza 三 刘 仙 轿 兰 | rp7cza 上 上 为 帮 ， 
0 0 


故 F(2a) —2F(a) = f*(a) — f(0)f(2a). 
【 例 4. 33】 若 f(x) 是 连续 函数 , 则 


Ll (fevar ja 一 | ce=- u) flu) dz。 
0 0 0 
【证 】 | [roa jd = 路 rod| 一 | uf Cdu 二 z| 7cod 一 | uf Cdu 
0 0 0 0 0 0 0 
_ z| fdu 一 | wf Cau Es [ce— a Ci 
0 0 0 
【 例 4.34】 当 xz 宇 0 时 ,f(x) 之 0, 若 令 f.(z) = | Fn i 
0 
则 f,(z) 可 表示 为 ”f,(x) = my) 2D" fd 
人 
【证 ] 因为 f, (x) = [fe Wa 
Ln 玫 站 二 站 大王 区 人 
局 二 4 HI Wage 1 | 、 WE 
省 起 -| Df = dl) "fd 


1 
(一 1)1 


(x DO™ 0D | + 


2 ge 六 二 2 
cai) "fd 


1 轨 i 
ra] 2D)™ fat) dt 


1 
= 


Ee) 


了 1 时 三 一 他 
， 了 | Cz t)™ fa(t) dt 


i 1 G2 m3 Fe 
= | fd 


i | -Df 
0 


[edf rt) 二 人 二 六 二 的 | +f Da = ey 
0 0 


3. 构造 辅助 函数 法 (适用 于 证 明 在 积分 限 中 至 少 存在 一 点 或 zx, ,使 等 式 成 立 的 命题 ) 
证 题 思路 : | 
(1) 将 & 或 xo 改 成 x, 移 项 使 等 式 一 端 为 零 , 则 另 一 端 即 为 所 作 的 辅助 函数 F(x) 或 F(x); 
(2) 验证 F(x) 满足 介 值 定理 或 微分 中 值 定理 的 条 件 ; 
(3) 由 介 值 或 微分 中 值 定理 , 即 可 证 得 命题 . 
【 例 4. 35】 设 f(x) ,g(x) 在 [a,b6] 上 连续 ,证 明 至 少 存在 一 点 & Ela,6) ,使 得 


b 你 
76| so)dz = gC®| f Cadz. 


【分 析 了 若 令 f(D| ecod 一 g(z)| fd 二 F(z) , 则 再 往 下 做 就 困难 了 ， 


让 
心 


b 3 
F’'(zx) = esl gd— gz)| fdit, 
村 和 
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则 F(zy = | reod| scod， 
不 难 验证 该 函数 在 La,o] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 . 
【证 ] 作 辅 助 函 数 FCz) = [fa] ga, 由 于 f(z),g(z) 在 [a,6] 上 连续 ,所 以 F(x) 在 [a， 


b] 上 连续 ,在 (a,6b) 内 可 导 , 并 有 F(a) = F(b) 二 0， 
由 罗 尔 定理 有 Fo = 二 0，&€ (a,b), 


即 [| 7eodj gwar 一 [rco| gwa | fa .gC7) | 
本 He| scodz- gC®| fdr = 
亦 即 /| gC de ee gC®| f Cdz. 


【 例 4.36】 设 f(x) 在 [a,6] 上 可 导 , 且 了 f(x) 守 0,f(la) >0, 试 证 :对 于 图 4-5 所 示 的 两 个 面积 
函数 A(x) 和 B(x) ,存在 唯一 的 上 E (a,6)， 
得 A _ 
使 得 Be 1994. 
【分析 】 把 上 式 中 的 & 改 为 zx, 则 A(x) = 1994B(zx)， 


因为 A(z) = f(x)(z— a) 一 | fa 


Cy 一 [fwa— fea) 62), 


所 以 可 令 辅 助 函数 F(z) 为 
F(X) = A(x)— 1994B(zx) 


= /oz 一 0 一 | fd m1994|| fd 一 co 一 动 ]， 


【十 j 坊 Blz) = fC Cx = [fm 1994[ | f CDat— f(z) C6 — x) |] 


F(x) = PFCz)(z 一 a) 十 1994PCz)( 一 z) 之 0 (因为 f(z) 之 0)， 
可 知 FCz) 在 (Ca,p) 内 单调 增加 , 故 F(x) 在 (Ca,p) 内 至 多 有 一 个 零点 . 
又 因为 f (zx) > 0,f(7)" A”, 


所 以 Fo = 一 1994[ | f CDat— fC (6 — 0) | 
二 1994| [fC = 


Ry = 元 下 贡 一 四 一 | fa a | Exe) ca pO 
由 闭 区 间 上 连续 函数 的 零 值 定理 ,可 知 F(x) 在 (a,6) 内 至 少 有 一 个 零点 ， 


综 上 所 述 , 可 知 F(z) 在 (a,6) 内 有 唯一 的 零点 &, 使 得 FC&) 一 0, 即 全 名 = 1994. 


〖 例 4.37] 设 f(x),g(zx) 在 La,b5] 上 连续 ,有 目 g(x) 关 0,x € [a,bj, 试 证 :至少 存 在 一 个 &€ (a， 
5) ,使 


b b fe) 
fwaz)f snar = £8. 
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EA 
【分 析 】 了 令 Fi = | fa pr Jaca 
b b 
于 是 FCD) = | flrddr, ~ HD = | 本 
RE 
ZE 
结论 一 区 一 全 ,把 8 换 成 z 
SE 一 了 ee- 下 (et = CO) YC) 


By ea) 
>F()| gDd - GO)| fod, 


辅助 函数 W(x) = FCOD)| gcd GCO)| fod 


【证 】 由 题 设 条 件 , 显 然 W(x) 在 Lo,5] 上 连续 . 
由 变 上 限 积分 定理 知 W(z) 在 (4a,6) 上 可 导 ， 
又 W(la) 一 0， 
凤 (b) = F(O)G(CO) 一 GCODFCO) 一 0， 
由 罗 尔 定理 知 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 个 &, 使 W'(&) = 0， 


中 号 -bl 开 CO) _ f(8) 
即 FCbO)g(9 一 GCOD)7(6 一 0， 亦 即 G0p) 一 ge 


b b 了 3) 
故 repaz/j gar = £8. 
〖 另 证 】 用 柯 西 中 值 定理 . 
4. 泰勒 公式 法 (适用 于 被 积 函 数 f(x) 具有 二 阶 或 二 阶 以 上 连续 导数 的 命题 ) 
(1) 作 辅 助 函 数 F(x) = [fa 


(2) 将 F(z) 在 所 需 点 处 (一 般 是 根据 右边 表达 式 确定 展开 点 ) 进行 泰勒 展开 ; 
(3) 对 泰勒 余 项 作 适用 处 理 ( 一 般 是 利用 介 值 定理 ). 
【 例 4. 38】 设 函数 f(z) 在 [a,b] 上 具有 连续 的 二 阶 导数 ,证 明 在 (a,2) 内 存在 一 点 ,使 得 


. & 十 2 | 下 1 
[finar= 6 f(t 二 8. 


【证 ] 令 F(z) = | CDar, 则 有 
F(a) = 0,F (x) = fx) ,F(x) a f(z) ,FY (x) = fz), 
F(z) 在 x。 一 43 处 的 二 阶 泰勒 公式 为 


pc = F(t (一生 + (一 和) 
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其 中 ,& 在 z 与 "了 2 之 间 . 


分 别 将 并 一 DZ 一 Q 代入 上 式 , 并 相 减 , 则 得 


atb\, 1 、 天 二) 十 7 名) 
片 肥 外 a): 


Fb) 一 Fa) = (6—a)f( 
其 中 ,和 ,和 分 别 在 于 2 与 bva 与 4 了 之 间 . 


不 芒 稻 站 8) 二 PP67 网 赤 0 二 大 全 十 大作 2 < rtB)， 


考虑 到 了 (zx) 的 连续 性 及 介 值 定理 ,可 知 在 &,& 之 间 至 少 存在 一 点 上 E (ap) ,使 
yo +8) 
i 


故 | 7codz — Hy Way = G6 一 OA(2 )+ 到 G 一 0 


题 型 九 ” 定 积 分 不 等 式 的 证 明 


常用 不 等 式 ; (Da’ 十 Y 宇 2ab; (2)a > 0， a 十 二 2 


(3) 柯 西 不 等 式 (| /CogCz)dz) 不 (| 产 codz): (| ecoaz)， 
下 面 根据 被 积 函数 的 连续 性 、 可 导 性 .二 阶 和 二 阶 以 上 可 导 性 ,分 别 给 出 证 题 的 思路 . 
I. 仅 告知 被 积 函 数 连续 的 命题 的 证 法 
一 般 来 讲 , 这 类 命题 的 证 明 要 做 辅助 函数 (或 者 说 用 辅助 函数 法 简便 ). 
辅助 函数 的 作法 :将 要 证 结论 中 的 积分 上 限 ( 或 下 限 ) 换 成 z, 式 中 相同 的 字母 也 换 成 x, 移 
项 使 不 等 式 一 端 为 0, 则 另 一 端的 表达 式 即 为 所 作 的 辅助 函数 F(z). 
(1) 作 辅 助 函 数 FCz)， 
(2) 求 F(x) 的 导数 F(x) ,并 判别 F(x) 的 单调 性 ; 
(3) 求 F(x) 的 积分 区 间 [a,6j 的 端点 值 F(a) ,FC(5) ,其 中 必 有 一 个 为 “0”, 由 第 (2) 条 思路 
可 推出 (5) 之 FCa)[ 或 下 CO) 二 F(a)], 从 而 得 出 命题 的 证 明 . 
【 例 4. 39】 设 f(x) 在 La,o] 上 连续 ,证 明 : 


[reoaz] 辣 钙 = | 挛 Codz 
【分 析 】 把 结论 中 的 5 换 成 xz, 移 项 ,得 
[fewas] i | f* dt ob, 


x 2 
令 Ry | f(Ddt | ‘zx—o)| fr dt. 


【证 ] 方法 一 : 令 F(x) = [Treod] 二 (z—o | fra, 
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Ee 
因为 F(x) = ?| fadt :a 一 | Pu 一 tn 
a | 2f 27d | fa | fd 


-| Le) — F280 (EI = 一 | [re — f(x)Jdt<o, 


所 以 F(z) 单调 递减 ,x € [La,6]l. 
又 因为 Fla) = 0， 所 以 下 (0) 


< 
故 [| fo)az| < 6- Fdz. 
方法 二 :用 柯 西 不 等 式 
[| reoaz] < La Czdz ,| ldz = (6—0)| f°)dz. 
【 例 4. 40】 设 f(x) 在 La,b] 上 连续 , 且 严 格 单 增 , 证 明 : 
Ca 十 人 | f(r)dz < ?| zf C2)dz. 


F(a) = 0, 


【证 】 作 辅助 函数 
本 ay 三公 +z)| fa ?| fa 


因为 FY) 二 | reod+ 本 寺 动 扎 动 一 2 
一 | rod+ Ca a fry = | ou 一 | 7cod 


3 | Crop yd es 


( 因 t 达 xz, 且 f(x) 严格 单调 增 , 即 f(7) < f(x)) 
所 以 F(z) 单调 递减 ,又 F(a) 二 0， 


故 FOOD < 一 Fa 一 0 ， 即 (a + 0)| /cz)dz 一 ?| zyrcodz 
【 例 4. 41 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 , 且 f(x) > 0. 证 明 ， 


| 7eeaz| pa (一 0) 2. 
【证 】 作 辅助 函数 F(x) = [rwal A 
了 ee 
因为 F(z) = f(z)| Rut [fa rp 

_ ffz) /0 

=| FT :十 | 页 Jd 一 | 2a 
zj f(z) Ab) JACx) ,fC 
LG pe) 2 )d: 之 0( 因 为 f(z) > Or fl >2)， 


所 以 F(x) 单调 递增 . 
ey Pa hr iii 和 


【 例 4. 42〗 设 f(x),g(zx) 绞 六 [4] 让 六 放风 内 全 0) ,证 明 : 
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| 7copadz| scodz < G6 一 ao)| f(g) dx. 
【证 】 作 辅助 函数 F(x) = | Wa scod = 《w= | fed, 
因为 F(x) 一 7(z| gdt ee)| fd | rogcDd 一 (Ce 
= | /f(g 十 | gC) fd 一 | /Wawa 一 | /wed 
Ss | [feng Fa 二 Flayete) — lattey ld 


=— | [Ra 一 了 (0)][glz) 一 g(0)]di 之 0( 因 为 f(x) g(x) 均 为 增 函 数 ) 


所 以 F(z) 单调 递减 . 
又 因为 F(a) 二 0, 所 以 FC) 之 Fla) = 0, 即 


pb b b 
| fodz| pee | pre Pe pera 


6 b b 
所 以 | f(z)dz| ds G—o| ftwyg tyd. 


【 例 4. 43】 设 > = f(x) 是 在 L0, 十 ce) 上 严格 单调 增加 的 可 导 函 数 , 且 f(0) = 0, 它 的 反 函 数 为 
工 一 g&(Cy), 证 明 : 


Q b 
| 7reoaz+| so)ay 3 0 


【证 】 由 已 知 得 ,gL f(x)j] = 二 x,fLlg(y)] = y,x 二 g(y) 严格 单调 增加 ， 
当 xz 宇 0 时 ,f(x) 宇 f(0)= 二 0，g(y) 宇 g(0) = g[f(0)]==0. 


b a gb) 
| Wd 二 | .gdy 本 [renadzt| a 
(代入 y= f(x),z = gl(y),y = b,x = g(06)) 
”i gb) gC gCb) 
=| (zydz+| zdf(z)=| fn dr + zf (7)| -| Wyde 
0 0 0 0 0 


a g(b) 
= Bet +| pe) We -| ft). 
0 0 


a b 
Q) 如 果 g(5) 一 a, 有 | 7(z)dz 十 | gdy = 8. 
(2) 如 果 g(5) 二 a, 有 
语 6 gb) 
| reodz+| gdy 本 bg(b)—| fid 


> bg (6b) — flg(b) lg) — a] = bg(b) — blg(b)— a] 
= ab. 

(rg(b) ,fz) < flg db))) 

(3) 如 果 g(2) 二 a, 有 


| /wazt| eldy = bt 二 | fx)dz 
0 0 Es 
> bg (6b) flgb) [a— gb)] = ob. 
所 以 ,| fen dz + | gydy sh tb. 
0 
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8. 已 知 被 积 函 数 f(x) 一 阶 可 导 , 又 至 少 一 个 端点 的 函数 值 为 0(f(a) = 0 或 f(b) = 0) 的 命题 
(1) 写 出 含 这 个 端点 的 拉 格 朗 日 中 值 定 理 
f(z)= f(x)— fla)= (raf (€) (fla) 一 0)， 
或 f(x) = f(z)—f0) = (cr—DFE) (fb) = 0); 
(2) 再 根据 题 意 进行 不 等 式 的 放 缩 ; : 
(3) 用 定 积分 的 比较 定理 , 估 值 定理 或 函数 的 绝对 值 不 等 式 等 定 积分 性 质 作 分 析 处 理 . 
【 例 4. 44】 设 f(x) 在 [a,b6] 上 可 导 , 且 f(x) 之 M,f(a) = 0, 证 明 : 


b 
| reaazs G6— a)’. 


【证 了 由 题 设 可 知 , 对 YzE [a,b], f(zx) 在 [a,6] 上 满足 拉 氏 微分 中 值 定理 ,于 是 有 
fx) = f(x)— fa) = f(r—a),e € (az)， 
因为 六 (zx) 受 M， 所 以 f(x) 过 M(x 一 a). 由 定 积分 比较 定理 ,有 


b "0 M 
[rcwar<| M(z—adzr = Mo—a)’. 


【 例 4. 45】 设 f(x) 在 La,b] 上 不 恒 为 零 , 且 其 导数 f(x) 连续 ,并 且 有 f(a) = 了 (6) = 0. 试 证 : 


b 
存在 一 不 EE [Las 加 ,使 | 产 (8y | 宇 -| Fa dl 
一 Q) JJ 


【证 】 因 为 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,所 以 | f(x) | 在 [a,6] 上 连续 . 
于 是 ,存在 一 个 &, 使 得 | f (6) |==M = max | F(x) |. 
又 由 题 设 有 


f(z) = f(x)— fla) = ff) zma) (二 外 一 2) 
f(xz)= fz)—f06) = fr 6) (<& < 
> | fx) I<Mrma), | fr) | 过 MG 一 z)， 


2 味 6 
| eolaz=| 17co ldz+| 7 | dz 


2 b a 2 
<Ml| codz+| .6 z)dz |= 名 FM, 
多 县 这 


6 加 
又 | reoaz< | | fe | dz, 所 以 | fz)dz < 外 2 M, 妈 


b 
M> sr) fC dz. 


/ 4 4 
故 | 了 (8) | 二 志和 | /cdz 
( 工 ) 证 题 思路 之 二 : 
(1) 写 出 等 式 
i ded | reoas 
或 城 要 三 关押 三 | rode 


(2) 利用 定 积分 比较 定理 、 估 值 定理 或 绝对 值 不 等 式 进行 分 析 处 理 . 
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es 
【 例 4.46】 设 f(x) 在 La,6] 上 有 连续 的 导数 , 且 f(a) = 0, 试 证 : 
| f° Cdz 过 人 二 全 | [ry 


[iEY fC) = C8) — FC) = | "CD qr, 于 是 由 柯 西 不 等 式 
Plgy = [fra <[ af [LF Wa 过 Cz 一 本 | Lf Wd, 
故 | fwdr< | {co LF ddz Ss | -wdz| Lf DT a 
(6):| [PCz) 了 dz 
【 例 4. 47】 设 f(x) 在 L0,1] 上 有 连续 的 导 函 数 .证 明 : 对 于 zE [0,1], 有 
Cw) I<|0 fe | 十 | Po 1de. 


【证 】 因 为 f(z) 连续 , | f(z) | 也 连续 ,所 以 由 积分 中 值 定理 有 
站 FF 人 1 vssei, 
又 。 牟 邓 二 J 入 = | fwWar, 即 f(x) = f(8) + | is. 
所 以 | flz) | <| Fe | 二 六 oas fe) 上 + 上 | | Fo | d 
< 二 | IF ld 
故 17ep I< | Eco HFC Ndr 
【 例 4. 48] 设 /Cz) 在 [0,1] 上 有 二 阶 连 续 导数 ,证 明 :对 任意 的 zi € (0, 寺 ) ,zs € (于 1) 有 
[F620) S31 fr) — Fez) 二 | | Fx) | dz 


【证 】 对 任意 的 X1 E€ (0, 计 ) sz 所 (3'1),3¢€ (zlyzy ) ,使 
flxs)— fr) 一 (zs — rx1)f (0), 
又 zz 一 zz 之 言 ; 所 以 ,| Fe 31 fz) 一 f(z) 1. 


又 AGENEAGIE TAGEAGI | [rod| 
1 § A 
<| 7 1a( 或 | | FD 1 a) 
1 
| | fz) | dz， 
即 “1 71 < | 十 | ca ldz 


| Fw) — Fx) 上 + 上 | | fF Cr) | dz 
3. 已 知 被 积 函 数 /(z) 二 阶 或 二 阶 以 上 可 导 , 且 又 知 最 高 阶 导数 的 符号 的 命题 的 证 法 
证 题 思路 :直接 写 出 /(x) 的 泰勒 展开 式 (证 明定 积分 等 式 是 将 辅助 函数 F(z) = | f(Dd 
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展 成 泰勒 公式 ) ,然后 根据 题 意 对 展开 式 进行 放 缩 . 
【 例 4. 49】 设 f(x) 在 [a,b] 上 单调 增加 ,上 且 了 产 (x) 宇 0, 证明: 
Ch — a cay 一 | rcodz Bg) 和 OD 


【证 】 先 证 左 端 不 等 式 (b—a)fla) < {f(rdr 成 立 . 
由 题 设 , 对 Yx € La,bj],; 当 xza 时 ,f(x) > f(a), 故 
| f(ar > (b—a)fla). @ 


再 证 右 端 不 等 式 成 立 . 
对 Yt € [a,6j,f(t) 在 点 工 处 的 泰勒 展开 式 为 


Fl) = fx) FF Cx) (Em) 十 而 /59)G 一 z)? ,其 中 心 在 与 之 间 ， 
因为 (8) > 0， 


所 以 f(2) > f(z)+f (zx) (tz). @ 
将 上 一 0 一 4 分 别 代 人 加 式 并 相 加 ,得 
f(D)+f la) > 2f62) + CatOF (zx) 一 2zF(z). @ 


对 @ 的 两 边 在 [a, 杂 上 积分 , 则 
2 茂 < 亲 全 一 浆 要 2| rcz)dz 二 全 +D| 六 codz 二 ?| zf' Cr) dz 


wo fy + eay Md = 0 4 f Cz)dz, ® 
故 | far 人 人 人 (6 一 a), 由 @,@ 可 知 成 立 . 


题 型 十 ”计算 反常 积分 


分 解 , 使 各 单个 积分 为 只 有 一 个 甫 点 的 甫 积分 ,或 只 有 一 个 积分 限 为 无 穷 的 无 穷 积分 ; 
(2) 求 出 被 积 函数 的 原 函 数 ; 
(3) 按 定义 求 出 各 反常 积分 的 值 ; 
(4) 求 出 (3) 所 得 各 值 的 代数 和 . 
【 例 4. 50】 求 下 列 反常 积分 : 


十 co 1 十 co 1 
| Fey 2 过 下 全 直列 
nz 3 1 
. dx; C9]| dx. 
‘| (十 x )? 用 1 x V1 (nr)’ 
Be dz 令 1 十 人 到 一 # I du 
【 解 ] 0) | (T+ : 好 (一 了 


-| 
= (lull-inlultt)| 
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一 业 二 时 
站 2 )+In2 也 = ln2 
(| > 
= 并 一 0 六 
i 1 工 十 2 二 加 站 名 
= lim 一 arctan lim arctan 
/a V5 一 -5 V5 


_1l_x Ee 过 


V5 2 V5\ 2 
Cy | 二 et i 
lim I 和 i 一 0, 所 以 z 一 0 不 是 奇 点 ， 
由 于 F(x) 一 5 平 im 了 二 二 , 则 F(0) 没有 意义 ; 


所 以 对 于 工 = 0 按 奇 点 处 理 ， 


1 zlnzx lnx LL Xz 
， 1 
所 以 | ee [ py a 


十 ee 


lnz | ee lnz 1 2 
= lim| 201 Fx) oe | lim| TE na | 
二 lInz 1 
Be lim| BI 了 nz 十 4 :| 
zx’ lnz 1 1 
lim| 2 + Ani] 
(4) limf(z) 二 co ,zx = 二。 为 奇 点 . 


we 


所 以 | = 二 . 人 = arcsin(lnz) | 
1 rz V1l— (nr)’ 1 WA1— (lnz)’ ji 


= limarcsin(lnz) 一 arcsin(lnl) = 


题 型 十 一 反常 积分 的 判 敛 


二 用 判别 淮 风潮 副 。 
【 例 4. 513 判别 下 列 反 常 积 分 的 敛 散 性 : 


十 co 二 号 Sin2 并 | 苹 Sh | lmCsinzy 
| 3z4 一 并 2 dz; (2) b 2 dz; (3) dz; (4) a dx. 


二 1 


【 解 】(1) 因为 f(z) 一 5( 当 工 -十 co 时)， 和 工 dz 收敛 ， 


所 以 |” 二 dz 收敛 . 


i 
(2) 因为 f(z) 一 sim 工 < 三 二 ,而 | 二 dz 收 全 
所 以 | -as 收敛 . 
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(3) 因为 f(x) = 二 一 co( 当 z 一 1 时 ), 所 以 xz 一 1 为 刺 点 ， 
$0 
不 妨 考 虑 | 一 -dz 


nz 
国 为 i i = lm 1 
Ec 全 lnz 1 lnz Em 1 
z 
1 
所 以 | 一 | -dz 发 散 , 故 | 让-dz 发 散 . 
(4) lim 二 四 (sinz) | oo, 所 以 z 一 0 为 瑕 点 . 
z=0 Vr 
= 
因为 lim z 一 InCsinz) _ | lInz = zx yo, 
z=01 Vx zr0t TI ro 4 
3 
3 — ln(sinz) 了 ln(sinx) 
所 以 | 二 加 252qz 收敛, 即 | dz 收敛 . 
ya 二 


: 思维 定 势 1 在 题 设 条 件 或 欲 证 结论 中 有 定 积分 表达 式 时 ， 要 立刻 想到 先 用 积分 中 值 
.定理 对 该 积分 式 进行 处 理 . 


Dore 
(2) ,证 明 : 存 在 一 个 &€ (0,2), 使 了 (8) 二 0. 
【证 】f(2) = 2|, fC dz = 2(1 3)f OD = f(7) ,过 7 过 1 (积分 中 值 定理 )， 


f (&) 一 0; 


又 /(z) 在 |0, 去 ] 上 满足 罗 尔 定理 , 即 存在 一 个 名 E (0, 喜 ), 合 


; PEE = 0 
则 fl& -= kd 
由 于 了 (zx) 在 [&,&] 上 满足 罗 尔 定理 ,于 是 存在 £€ (&,&) CC(0,2), 使 1(8) = 0. 


: 思维 定 势 2 对 定 限 或 变 限 积分 , 若 被 积分 函数 或 其 主要 部 分 为 复合 函数 ， 要 立刻 想到 
: 先 做 变量 蔡 换 使 之 成 为 简单 形式 Fw). : 


[全 4. 53】 求 下 列 函 数 的 导数 ( 设 f(u) 是 的 连续 函数 ): 
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2 


(IRECyY | rz 一 dr (2) F(z) = | si 
0 0 
【 解 】(1) 令 久 = 二 zz 一 y; 则 
y 0 
下 (y) = | f(z— y)dz = FE f (udu, 


则 FC(y) =— f(—y) (~—1)= f(y). 
(2) 令 =z 一 t, 则 


2 


ho je Ce gy Pt = ——z| fadut | i 


则 F(x) = 一 | fodu—aLfCr x (1—27z)C— f(T) 十 
(I=—2z)(ze— f(r— 1)— rf tr) 


和 | 二 


【 例 4. 54】 设 f(x) 在 [一 a,aj,a 宇 0 上 连续 ,计算 
pes | = dg 


[ 解 ]1 一 | (el Pd pe) | 4 py = 


= | 2 LfCzx) +/—2DJdzt| ew [f(x) — f(— zx)Jdx 
二 0 十 0 = 二 0. 
(因为 z[f(z) 十 f( 一 zx)] 和 e”*™*[f(z) 一 f( 一 x)] 在 [一 a,a] 上 为 奇 函 数 ) 
【 例 4. 55】 计算 定 积分 | zlnG 十 e*)dz. 
【 解 显然 f(z) 二 zln(1 十 er) 非 奇 非 偶 , 所 以 


1 Zln(1 十 er )dz 一 | crez?+7c-z)]dz 
= 


=| cznd Fy— wtnCl 1 sr*7]dz 一 | az 一 3 
二 、 综 合 题 解析 


【 例 4. 56】 设 函数 f(x) 可 导 , 且 f(0) 二 0,F(zx) 二 | ep 一 疡 )dt. 证 明 : 


7 
Rs 
T 、 令 uw =z 一 1] 人 
[证] F(x) -| zi PCzn — 9) dt 二 | Flu) dts 
0 0 
于 是 F(x) = f(x”), 
Fe 0 Bd 1 a) 
故 lim x” Lim 27 六 2 1 2n lim ZX” 
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0 二 的 


六 一 
【 例 4. 57] 设 8(0) 是正 值 连续 函数 ,f(z) 一 | | z 一 :1 glDdt, 一 a 过 xz<ala>0)， 
证 明 : 曲 线 > = f(x) 在 [一 a,a] 上 是 四 的 . 
【证 ] /GD = | Cry dt | gd 


1 
2 (0). 


=z| rd 一 上 wDdt ig Wd —z| Code， 
f (0) 一 | pd ap(r) — zp(z) — zp(z) 一 | g(art zpz) 


二 p Dat | pd, 
f(z) = PCZ) 十 PCZ) = 29(7) > 0,， 
故 曲线 y = f(z) 在 [一 a,aj] 上 是 四 的 . 
【 例 4. 58】 设 函数 f(x),g(z) 满 足 f (zx) 二 g(x),g (x)==2e* 一 f(x), 自 f(0) ==0,g(0) 二 2， 
pT gr) f(y 
来 | | 公 吾 py Ne 
【 解 】3 由 f(x) 一 g(x),g (x) 一 2er =— Cs 
f(r) f(r) 一 2er， 
导 PCz) = 2er 一 FCz)， 
了 ee 
解 方程 得 f(x) 二 sinz 一 cosz 十 er， 


"FT g(x) FC 
改 (I (1 十 并 je 
= | Yt f(7) 7 

0 (1 x) 
* FPCz)(1 十 z) 一 f(z7) 7 

0 (1 十 x)? 
= 二 一 
le 1 二 wg 


一 二 二 可 
I++ 


习 题 四 


1. 若 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,证 明 : 对 于 任意 选 定 的 连续 函数 g(z), 均 有 | 7Cz)@(Cz)dz 一 0 出 
在 La,b] 上 ,f(x) 一 0. 
加 1 到 业 多 
2. 设 和 为 任意 实数 ,证 明 :I | Tn | i 4 
3. 已 知 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,对 任意 zy 都 有 | f(z) fn |<MIz 一 | ,证 明 : 
1 
reou pC [ )| < 区 


ES 1 

要 tan"rdzwn 为 大 于 ] 的 正 整 数 ,证 明 :7onT 三 了 < Fes;: 

5. 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 单 调 减 少 ,f(x) 汪 0, 证 明 : 对 于 满足 0 二 a 二 BB 二 1 的 任何 a,pB， 
有 
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中 fz) dr > of f(x)dz. 
6. 设 f(x) 在 [a,6] 上 二 阶 可 导 , 且 了 (x) 二 0, 证明: 
[fw < Gof( 2). 
7. 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 单 调 不 增 ,证 明 : 任 给 a EE (0,1), 有 
| f(r)ar > a| fC)de. 


8. 设 f(x) 在 [a,6] 上 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 且 f(a) 二 (6) = 二 0, 证 明 : 在 (a,6b) 内 存在 一 点 &， 
使 


b 
| reopdz=@ 大 全 于 大 人 | Eo a fe). 


9. 设 /连续 ,证 明 : | zf Csinz) dz 二 «| fCsinz) dz. 
10. 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,f(x) 在 [a,b]」 内 存在 且 可 积 ,f(a) 二 f(b) 一 0, 试 证 : 
| pl fe 去 | We 
11. 设 函 数 f(x) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 连续 导数 (x), 且 f(0) = 二 f(1) = 二 0,f(x) 关 0, 试 证 : 
| Fx 
12. 设 f(x) 在 La,pg] 上 连续 ,上 且 FCz) 二 0, 则 
1 re 1 re 
m[ 天 二 | redz]> 天 | lnf Cz)dz. 

13. 设 f(x) 在 [0,1] 上 有 一 阶 连 续 导 数 , 且 f(1) 一 f(0) 一 1, 试 证 ; 

| Eee 了 dz 

0 


2 as 


2 2 
14. 设 函 数 f(x) 在 [0,2] 上 连续 , 且 | f(z)dz a | =rcpaz a 


证 明 :; EE€ [0,2], 使 | Fe) | 宇 a. 
15. 计算 下 列 反 常 积分 


of 让 4 C2] de | Ts 

(| sindna)dz; 5)|, iy cf de 
16. 判别 下 列 反常 积分 的 化 散 性 . 

cyl 二 | Se qz， | readz, 

of i | ed; (6)|. a 


参 二 (0) 二 了 (20; 潭 用 及 神 法 
| (coszx) dz, 令 工 一 下 一 十 两 积分 相 加 ， 


o (sinz)* 十 (cosz)” 
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rnar E>) , Df) 
lus lf =r ) ls es en 7(s) a 
< Dla-t|a = MD , (tx) =— HM 


4. 因为 tan"x 之 tan"x 去 tan” ?zx (0 = | 2 < a 


n 
Kl) 
一 1 n 


村 至 1 

有 21, 交 1 十 I = | tan"’x sec: zdz 一 | tan’x dtanzx 一 a 
0 0 7 十 1 

7 一 2 2 于 7 一 2 1 

tan” “xsec rdz = | tan “xdtanz = ——. 

0 7 一 


1 


到 


3， < 1 十 L, li 


0 


S. 利用 积分 中 值 定理 ， Ié E (0,a) ,有 | f(x)dz 3 ac 三) ， 


37E (aps 7Gz)dz = a08 一 CD ,由 fC) > 7) 即 可 证 明 . 


注 : 积 分 中 值 定理 中 的 上 可 以 在 开 区 间 内 取 到 . 
6. 略 . 


7. 原 不 等 式 等 价 于 : a—of ys 中 readz 
积分 中 值 定理 , 了 8 Sell—o| fdr = al— fe), 


1 
了 名 “| f(x)dr = a(l—a)f(é,), 


所 以 , 色 宇 乌 ,f( 乌 ) 委 6)， 即 原 不 等 式 成 立 . 
8. 略 . 9. 略 . 


天 商务 扰 录 二 瑚 二 二 天 由 = | rae 2 = | 7'Qds, 


饰 以 ,| 关 Cx》 | 溉 上 | R00 | ,| yey |= Frewal<f | PCD | dz( 因 


定 b b b 
2 | f(x) 本 | | fF) | de 十 | | Pa | ua= | | FO | dt | | Fy | dl 


11. 因为 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(0) = f(1) = 0,f(x) 关 0， 
所 以 ，| f(zx) | 在 [0,1] 上 连续 , 且 | f(x) | 关 0， 
因此 ，| f(x) | 在 (0,1) 内 有 最 大 值 , 即 xo。E (0,1), 使 | f(zo) | 为 | f(x) | 的 最 大 值 ,又 
jzo) = jzo) 一 0) = ff (8 x00 Th, 
fxo) = fzo0)—=f01) = F880 — 1) hl, 


所 以 ,六 (8) 一 大 2 f (&) =- 世 2 1,[$ ,名 ] C [0,1], 
1| fF (xz) 
因此 ,| [所 9 > i zt ole | fF Cz) | dz 
/ 路 ee 
i adz|= i 站 了 (一 了 (5) 二 
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1 1 4 


xo 1—xo Tol(l—7x0)T (xotl1o zo)’ 


12. 利用 泰勒 公式 , 令 zz 一 二 | f(z)dz， 


jn Ta de pe i en i 
Xo 2 Ee Xo 


令 1= 二 f(x), 两 边 对 工 积分 即 可 . 
13. 利用 柯 西 不 等 式 . 
14. 由 已 知 , | f(x) | 在 [0,2] 上 连续 , 故 jE€10,2], 使 | f(&) | 宇 f(x),x € 10,2]. 


2 和 
“= || (Df)dz|<| [w= 11| Xv | ms 
’ 2 
=| 7 1 | 1z—1ldz =| 7 |. 
ve 1) 生 ， TT, (3)9? ， se 工 ， 
15, (1) 了 Ce 一 1)9， (2) 丁 ， (3)2; (4) 一 去 ; (5) 到， 《6) 至 一 1 
16. (1) 收 化 ;(2) 发 散 ;(3) 收敛 ;(4) 收 化 ;(5) 发 散 ;(6) 收 伊 . 
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第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


定理 1 (有 界 性 )” 设 函数 f(x) 在 [a,b6] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,6] 上 有 界 , 即 存在 M 0, 使 得 
| f(x) | 过 Mz € La,bl. 

定理 2 (最 值 定理 )” 设 函数 f(x) 在 [ce,o 上 连续 , 则 /f(z) 在 [a,b6] 上 必 能 取得 最 大 和 最 小 值 ， 
即 存在 &,w € La,bj], 使 得 M 二 f(€) = max{/(T} m= f(7 一 min {f(z)}, 即 
i dl | 

定理 3 ( 介 值 定理 )” 设 函数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,yw 为 介 于 f(a) 与 1(6)( 或 f(x) 在 [a,6] 上 
的 最 大 值 M 与 最 小 值 m) 之 间 的 任 一 实数 , 则 在 [a,6] 上 至 少 存在 一 点 &, 使 j= /(&) ( 注 
意 ,& 可 取 端 点 值 ). 

定理 4 ( 帘 值 定理 )” 设 函数 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,f(a) 与 (6) 严格 异 号 , 即 f(a) .f/f(6) 一 0， 
则 在 开 区 间 (4a,6) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 得 Fe) = 0( 注 意 ,é 不 可 取 端 点 值 ). 

定理 S ( 费 尔 马 定理 ) ”车 函数 f(x) 满足 以 下 条 件 : 
(1) 函数 f(x) 在 zo 的 某 邻 域内 有 定义 ,并 且 在 此 邻 域 内 恒 有 f(x) 过 f(zxo) 或 f(x) 二 

fwo)s 

(2)f(x) 在 zo 处 可 导 ， 
则 有 f(xo) = 0. 

定理 6 ( 罗 尔 定理 )” 若 了 清 数 f(x) 满足 以 下 条 件 : 
(1) f(x) 在 闭 区 间 [a,b6] 上 连续 ; 
(2) f(x) 在 开 区 间 (a,6) 内 可 导 ; 
(3) f(a) = /CO)， 
则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 ,使 (8) = 0. 

定理 7( 拉 格 朗 日 中 值 定理 )” 若 函数 f(x) 满足 以 下 条 件 : 
(1) f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ; 
(2) jz) 在 开 区 间 (a,6b) 内 可 导 ， 


则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 
fo Fla) _ pe), 
bp—a 
或 


f6)— fla) = (bo—a)f (e), 
或 
f(D)—fla) 一 ( 一 a7[a 十 0 一 aa],0 一 0 一 1. 
推论 : 若 (x) = 0,z € [a,0j, 则 f(x) = C,x € [a,6j(C 是 常数 ). 
定理 8 ( 柯 西 中 值 定理 )” 设 函数 f(x) ,g(x) 满足 以 下 条 件 : 
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(1)f(z),g(x) 在 La,o] 上 连续 ; 
(2)f(z),g(x) 在 (4a,6) 内 可 导 , 且 g(x) 关 0， 


ni SS > f(b)— fla)’_ fF 
则 在 (a b) 内 至 少 存在 点 | Be Es 


定理 9 (泰勒 公式 )” 设 f(x) 在 zo 的 邻 域 内 具有 nn 十 1 阶 导数 ,zx 为 该 邻 域内 异 于 zo 的 任 一 点 ， 
则 在 (zx,zo) 或 (zo ,zx) 内 至 少 存在 一 个 &, 使 得 


A 7 2 1 A 2 ea 
f(x) = f(xo)+ ff (zo) (zr) + To) (x— To) to) 十 R, (xz) 


中 
(nt1) 
其 中 R, Cy = i zo ( 拉 氏 型 nn 阶 泰勒 余 项 )， 
或 R(x) 二 of (x 一 xo)"] ( 皮 亚 诺 型 n 阶 泰勒 余 项 ). 
当 z 一 0 时 , 式 @ 成 为 
(n) 
FRY = fC0) + 六 (0)z 二 让 fC0)z i + 二 @ 
(rt1) 

其 中 RC re" 或 R(x) = 0(2"). 


式 四 称 为 n 阶 泰勒 公式 , 式 @ 称 为 n 阶 麦克 劳 林 公 式 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方 法 和 技巧 


题 型 一 “” 闭 区 间 上 连续 函数 命题 的 证 明 


: 提 :: 示 :方法 1( 直 接 法 ) ” 先 利用 最 值 定理 ,m 过 f(x) 过 M,zx € [a,6],M,m 分 别 是 了 (zx) 在 

La,b] 上 的 最 大 值 . 最 小 值 ,然后 用 介 值 定理 证 明 . 

适用 于 :在 闭 区 间 La,6b] 上 存在 &, 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 . 

方法 2( 间 接 法 )” 作 辅助 函数 (zx); 若 作 下 (zx) 的 过 程 无 积分 运算 , 则 验证 F(z) 满足 零 

值 定理 ;车 作 F(x) 的 过 程 有 积分 运算 , 则 验证 F(x) 满足 罗 尔 定理 . 

适用 于 :在 开 区 间 (a,6b) 上 存在 &, 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 . 

辅助 函数 的 作法 : 

(1) 将 欲 证 结论 中 的 8 或 x 改写 成 x, 移 项 ,使 等 式 一 端 为 零 , 另 一 端 记 作 F* (zx); 

(2) 令 FCz) = 二 "(zx), 验 证 F(z) 是 否 满足 零 值 定理 ,车 满 足 , 则 命题 得 证 ;车 不 满足 , 则 
改 令 
F(x) = F* (zx)=>F(x) = Ie (xz)dr 十 C ( 令 C=0)， 


或 FOEY = hrYE (SE) = es Cee 


(其 中 ,k(x) 是 某 个 已 知 函 数 ) 
(3) 验证 F(x) 是 否 满 足 罗 尔 定理 , 若 满 足 , 则 定理 得 证 ; 若 不 满足 , 则 改 令 F(x) = 
F* (rx) 二 F(z) (两 次 积分 ); 
(4) 将 F(x) 在 指定 点 展 成 一 阶 泰勒 公式 ,命题 即 可 得 证 . 
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ES 
【 例 $S. 1】 设 f(x) 在 [a,b6] 上 连续 ,a 二 zx 过 zx 过 过 zw, 过 byc; 交 0,i 二 1,2,…,n. 证 明 : 至 
少 < a > cif zi) 十 ca f(zxs) “of x) 
存在 一 点 & € La,b], 使 得 f(&) = i 
【分 析 】 因 为 涉及 闭 区 间 上 的 一 个 点 ,所 以 用 方法 1. 
【证 】 因 为 f(x) 在 La,6] 上 连续 ,所 以 有 如 和 受 FGz) 入 M,zeE[La,O, 其 中 FGz) 在 [<, 纪 上 的 最 
大 值 为 M, 最 小 值 为 m. 于 是 


me fr) eM sy = O03 字 cl172 妇 cl 7Czi) cM 
m < fx) M,c, 二 0 ;>com < cs fri1) cM 


mf(r) RM,c,>0, 和 comof zx) eM 
字 (cli 十 cs 十 … 十 co)M 委 cz) 十 cz) 十 … 十 cfCz) 委 (ci 十 cs 十 … 十 cl)M 


cif Cm 二 天 坟 总 少 人 霹 
[a i oe 


则 由 介 值 定理 可 得 , 至少 存 在 一 点 £ € La,6j, 使 得 


fy cf (xi) te fx) “of Ta) 
页 二 Bz 十 入 6 


得 


>m 云 


<M, 


| 7cpdz 宫 | far 革 | rzdz 


【分 析 】 题 中 是 证 明 在 开 区 间 (a,b6) 上 存在 一 点 ,使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 , 则 用 方法 2. 另外 ,只 
证 左边 的 “= 二”, 这 是 因为 定 积分 对 区 间 的 可 加 性 : 


b 二 b 
| fedz | fw drt | yz)dz 
【证 ] 将 欲 证 等 式 中 的 8 改 为 zx , 则 | f (Da 图 [ras| fa- | fa = 0, 作 辅助 函数 
Fz) = | 7GDd 一 | fCDqi, 则 F(z) 在 [a, 拉 上 连续 , 且 


b b 
Fla) =—| rodu<o (因为 f(x) 放 0)，F(2) =| f(ar>0, 


即 Fla)。F(b) 一 0, 所 以 由 零 值 定理 可 知 , 至 少 存 在 一 点 &€ (a,6b) ,使 得 下 (5 一 0, 故 下 
式 成 立 , 即 


[了 
| rcodz = | f(a = = 到 | Cj de, 
【 例 5.3】 设 f(x),g(zx) 在 La,b5] 上 连续 . 证明: 存在 一 点 &€ (a,b) ,使 得 
/CO | gn dz 关 gC®| f C2)dz. 


【分 析 】 题 中 是 证 明 在 开 区 间 (a,b) 上 存在 一 点 ,使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 , 则 用 方法 2. 将 欲 证 
等 式 中 的 & 改 为 x, 则 


过 2 b 
ea g(t)dt = gCz)| f Ware>/1 Co)| g(t)dt— gCz)| f(Ddt = 0. 
I b b 
作 辅 助 函 数 F(z) = f(z)| gCDdr— gCz)| f (Dd Fla) =— g(a)| f(D de, Fb) 一 
135 


第 国 篇 1 高 等 数学 


b 
/| g (1)di, 零 值 定理 不 易 验证 , 故 改 令 
Fi Cyy = fo)| gdm gz)| fd 
= Hz)| gdrt al)| fod 
= [| seou | 7eod] 
[证] 令 F(x) = | gwar ; | feae, 则 F(z) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,6b) 内 可 导 . 又 


Fo = | gd | Ad =0, FO) = | sod .| rod =0, 
所 以 F(x) 在 La,o] 上 满足 罗 尔 定理 , 故 至 少 存在 一 点 &€ (a,b) ,使 得 所 (8) 一 0, 即 
(| g(x)dz = gC®| fdz. 
【 例 5. 4】 设 函数 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(0) = | f(r)dz 一 0. 证 明 : 存 在 一 点 上 6E (0,1) ,使 
得 8f (8 一 | fC)dz. 
【证 】 题 中 是 证 明 在 开 区 间 (a,6) 上 存在 一 点 &, 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 , 则 用 方法 2. 


记 g(x) = zf (x) 一 | Apd 由 g(x) 在 [0,1] 上 连续 ,但 wp(0)p(1) 二 0 不成立 .由 于 


Bf (C1) 一 | fa [sd 


By 
全 
全 
[fea 
0 
所 以 作 辅 助 函数 F(x) = 人 
0， 学 三 避 
“fd 
因为 mi | = fim £2 ~ (0) = 0.— Fl0y, 
zx—0 Xx—0 a TO 1 
所 以 F(z) 在 L0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 
| fa 
F(1)= 2 Ed 


1 
族 由 罗 尔 定理 可 知 , 至 少 存在 一 点 5E (0,1) ,使 得 FC) = 0, 即 (8) 一 | /cmd 


【 例 5. 5】 设 函数 f(x) 在 [0, 十 co) 上 连续 , 且 | f(z)dz 二 3 , lim 四 = 0. 证 明 : 至 少 存在 


一 点 €€ (0, 十 co) ,使 得 Fe) 十 6 一 0. 
【证 了 将 欲 证 等 式 中 的 < 改 为 z, 作 辅助 函数 F(x) = f(x) 十 x, 于 是 有 


1 1 1 
| Flr) dz | [f(z)+zxldzr =| f(x)dz 十 十 之 0， 
0 0 0 多 


所 以 由 积分 中 值 定 理 , 存 在 we [0,1], 使 | .FPCz)dz = (1 一 0)F(a) 二 0, 即 F(a) 一 0. 
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ER 
又 因为 lim 车 和 2 = lim 大 于 二 二 0 十 1 二 1, 所 以 由 极限 的 保 号 性 ,存在 5 之 a, 使 


“人 > 0, 即 F(6) > 0. 


因此 ,由 零 值 定理 可 知 ,至 少 存在 &€ (a,6b) CC (0, 十 ce) ,使 得 
F(E) 一 '0， 即 Fe) 十 = 0. 


【 例 5. 6] 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 | f(z)dz = | zf (x)dz. 证 明 :存在 一 点 &€ (0,1) ,使 得 


| /Car 二 这 
【分 析 ] 将 欲 证 等 式 中 的 6 改 为 z, 则 | f(z)dz 一 0=| rod = 0. 令 FCz) 一 [far 
【证 】 令 FCz) = | repdeFco) 上 OFcly 一 | .rodz, 可 知 零 值 定理 不 易 验 证 . 


改 令 F(x) = | code, 则 由 
| 


a | fed — [uf Gdu 
C 0 0 0 


>F(u) 
>F(x) — F(0) = z| fd 一 | a, 
0 0 
得 FF 人 = z| fa — [af de. 
0 0 


显然 F(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 
1 1 
F(0) 一 0， F(1) =| fwae—| sf Cd 一 0， 
0 0 


即 F(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 ,所 以 , 至少 存在 一 点 &€ (0,1) ,使 得 F(C9 二 0, 即 


| reodz 一 0. 
【 例 5. 7 证 明 方程 tax’? 十 3pzr2 十 2cz 一 4 十 0 十 c 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


【分 析 】 由 原 方程 可 推出 4azr? 十 3bz2? 十 2cz 一 (ea 十 0 十 c) 一 0. 令 
fx) = av’ 十 8 二 2 和 二 本 于 而 十 克 4 


fC0) 一 一 (Ca 十 0 十 cl， -FL1) = 3a 十 20 十 <c。 
显然 零 值 定理 不 易 验 证 . 
改 令 了 (x) = 4ax’ 十 3bx? 十 2cz 一 (a 十 b 十 0); 则 
fz) = ax’ 二 br 二 +cer!:— (g++6 二 ox. 
〖 证 3 作 辅 助 函 数 f(x) = ax’ 十 bx 十 cx? 一 (a 十 b 十 Oz ,显然 f(z) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 f(0) 二 
0,f(1) 二 0, 则 f(x) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 ,所 以 至 少 存 在 一 点 &€ (a,6) ,使 得 f (8) 一 
0, 即 方程 4azs 十 3bx 十 2cz 一 4 十 8 十 < 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


题 型 二 证 明 给 出 的 函数 f(z) 满足 某 中 值 定理 


(1) f(x) 满足 某 中 值 定理 的 条 件 ; 
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ES 
(2) 若 条 件 满足 , 找 出 定理 结论 中 的 上 值 . 
3 二 和 ， 网 这 1 
【 例 5. 8】 验 证 f(x) = 1 本 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,并 求 满足 拉 格 朗 日 
雍 
中 值 定理 的 & 值 . 


【证 了 (1) 显然 2 二 三 ,二 分 别 在 [0,1) 和 (1,2] 上 连续 ,又 


a ee 
2 zl 郊 
所 以 f(x) 在 z= 1 处 连续 ,因此 f(x) 在 [0,2] 上 连续 . 


(2) 当 z 过 1 时 ,了 (x) 一 (于 至 )' 一 一 闻 当 名 入 了 出 、/C) 汪 (三 ) 0 


1 


之 
i Ff i ja 
I a 
, 2 i PE EY lz _ 
fF AL Si 该 二 二 1 下 


所 以 广 (1) = 一 1, 即 f(x) 在 zx 二 1 处 可 导 , 因 此 f(x) 在 (0,2) 内 可 导 , 且 


'(z) 一 
下 | 1 
更 


由 (1),(2) 可 知 ,f(z) 在 [0,2] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 ,因而 存在 EE€ (0,2) ,使 


7jC2) 一 Fr) vv a 2 电 
ie f (8) , 即 疡 (6) > 
当 0 二 过 1 时 
/ 由 1 
六 


当 1 二 & 二 2 时 
1 1 1 
f (8 一 一 多 en 全 < 一 V2. 


故 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 6 为 广 或 /2. 
题 型 三 ”证 明 某 个 函数 恒 等 于 一 个 常数 的 命题 


(CC 是 常数 ). 
【 例 $. 9 证 明 :3 arccos 工 一 arccos(3z 一 4z3) 一 交 ( 当 | 过 | 二 了 时 ). 


【证 】 邻 f(x) = 3arccos 工 一 arccos(3xz 一 4z3), 则 
3 一 12zz 


3 PU er 0 
Vl—zx: V1 一 (3 过 一 4z3)2 MW1 一 并 Vl(l—z)(l—4r)’ 


因为 | x | 二 到 ,所 以 0 一 1 一 4z 之 1, 则 由 式 @ 可 推 得 


f(z) 
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f(z) 十 和 起 
Vl—x’ 1 


所 以 fx) = C, 令 二 0=>C 一 T 故 


3arccos z 一 arecos(3z 一 4z) 一 x， | zx|< 寺 . 
【 例 5. 10】 设 f(x) 可 导 ,/(0) = 0,f(a) 一 6,g(zx) 是 f(x) 的 反 函 数 . 证明; 
| fcndzt| sczadz = 
【分 析 】 因 为 6 = 二 f(a), 则 结论 等 价 为 
| repaz+| gr)dz 3 
【证 了 将 上 式 中 的 a 改 为 x , 则 令 
Fwy = | rod+| gat— zf lz), 
F(x)= f(x) gf rf Cr) — flr)— rf (x) = rf' (rx)— zf’ (rx) = 0. 


则 F(x) = C. 令 工 = 0 二 C = 0( 因 为 f(0) =0) , 则 | ADod 十 | go de— zf x) =0. 
0 0 
将 工 王 & 代 入 上 式 得 
a b 
上 zydz 十 | Si 
0 0 


题 型 四 命题 f"(é&) = 0 的 证 明 


方法 2 验证 f” “(zx) 在 包含 过 一 < 于 其 内 的 区 间 上 满足 罗 尔 定理 条 件 . 

方法 3 利用 泰勒 公式 . 
【 例 5.11】 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 导 , f(a)。f* (6) 二 0. 证 明 : 存 在 一 点 &€ (4a,6), 使 f (8) = 0. 
【证 】 不妨 设 f(a) 0, 六 (6) 二 0, 于 是 


a = bn 0 


LD HY > oz) > fl0). @ 
同 理 , 有 
= i 
z= 法 一 记 
由 极限 保 号 性 可 知 ,存在 一 个 2 > 0, 当 rzE(8 一 2 ,2) 时 , 恒 有 
LD/ < 0 人 Foz) > f00). ® 


由 f(zx) 在 La,56j] 上 可 导 可 知 ,f(x) 在 La,5] 上 连续 ,所 以 f(x) 在 [a,6] 上 必 存 在 最 大 值 . 
由 式 @@\ 式 @ 可 知 ,最 大 值 只 能 在 (a,b) 内 取得 . 
令 €€ (a,b),f(O = max(f(z)}, f(z) 在 x 二 & 处 可 导 , 故 由 费 尔 马 定理 可 知 ,了 (8) = 0. 


139 


第 图 篇 1 高 等 数学 


[LE 
【 例 5. 12】 设 f(x) 在 L0,3] 上 连续 ,在 (0,3) 内 可 导 , 又 f(0) 十 f(1) 十 f(2) = 一 3, 83) 王 1. 证 
明 :存在 一 点 上 E (0,3) ,使 得 f'(&) = 0. 
【证 】 由 题 设 可 知 , f(x) 在 [0,2] 上 连续 ,所 以 如 和 受 f(x) 过 M,m,M 分别 是 f(x) 在 [0,2] 上 的 
最 小 值 和 最 大 值 , 于 是 
m/f)<ZM, mf AM, 二 (2) 及 M. 


则 3 殉 运 00) 十 (1 十 了 (好 安 ee Ee ye 


由 介 值 定理 可 知 , 存 在 一 点 7E [0,2] ,使 得 /人 = 人 + 人 D+ 人 2 一 1 又 /3) 一 
1, 可 知 ,f(zx) 在 [7,3] 上 满足 罗 尔 定理 , 故 存在 一 点 € (7,3) CC (0,3) ,使 得 广 (9 一 0. 
【 例 $. 13】 设 f(x) 在 [0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 二 阶 可 导 ,f(0) = f(1),f(2) = | f(a 


证 明 :; 存 在 一 点 &€ (0,2) ,使 广 (6) = 0. 
【证 】 因 为 f(0) = f(1), 可 知 f(x) 在 L0,1] 上 满足 罗 尔 定理 ,于 是 存在 一 点 € (0,1) ,使 得 
a 一 0， 


又 7 一 2 fdz 一 2( 主 一 1)fOD = /CD 《积分 中 值 定理 (7E (1 三 ) )， 


记 些 式 可 知 7 7 在 L7,2] 上 满足 罗 尔 定理 ,于 是 存在 一 点 & E€ (1,2) ,使 得 f(&;) 一 0. 由 
(8&1) 二 了 (&) = 二 0, 了 f(x) 在 (0,2) 内 可 导 , 可 知 了 (x) 在 [& ,名 ] 上 满足 罗 尔 定理 , 故 存 
在 一 点 &€ (&,&) CC (0,2), 使 (8) 二 0. 
【 例 5. 14】 设 函数 f(x) ,g(x) 在 La,o] 上 连续 ,在 (a,b) 内 具有 二 阶 导 数 且 存在 相等 的 最 大 值 ， 
f(4) = g(a),f(6) = g(6b). 证 明 : 存 在 EE€ (a,b), 使 得 (8) = g”(&). 
【证 〗 令 FCz) = f(z) 一 g(x), 则 F(z) 在 La,o] 上 连续 ,在 (a,6) 内 具有 二 阶 导 数 且 F(a) = 
F(b) = 0. 
(1) 若 f(z),g(x) 在 (a,b) 内 同一 点 c 取得 最 大 值 , 则 f(c) = g(c) 过 Flc) = 二 0, 于 是 由 罗 
尔 定理 可 知 ,存在 和 € (a,c),& E (c,5) ,使 得 
FB = FP (Y= 0 
再 利用 罗 尔 定理 可 知 ,存在 €(&,&) C (a,b), 使 得 F(E) = 0, 即 了 (6) = g (8). 
(2) 若 f(x),g(x) 在 (a,b) 内 不 同 点 cy ,cs 取得 最 大 值 , 则 f(a) = g(c) = M, 于 是 
Fla) = fle)— ge) 0, Fles) = ec 一 Eco 一 0, 
于 是 由 零 值 定理 可 知 ,存在 ci € (ci,cz), 使 得 Flcs) 一 0. 
由 罗 尔 定理 可 知 ,存在 和 El(a,cs), 纪 Elcs,0) ,使 得 
F(&y)= F(G) 直 0; 
再 利用 罗 尔 定理 可 知 , 存 在 EE€ (&1,&) CC (a,b), 使 得 FF(8) = 0, 即 (6) = gg (8). 


题 型 五 ” 欲 证 结论 :至 少 存 在 一 点 &€ (< ,0) ,使 得 /""(&) 一 k(k 了 六 0) 或 由 a， 
6b,f(a),f(0) ,FS (6 ,7 (9 所 构成 的 代数 式 成 立 


(2) 验证 F(x) 满足 罗 尔 定理 . 
辅助 函数 F(x) 的 作法 如 下 . 
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1. 原 函 数 法 (也 称 微分 方程 法 ) 
具体 步骤 如 下 . 
(1) 将 欲 证 结论 中 的 & 改 成 xz; 
(2) 将 式 子 写成 容易 去 掉 一 次 导数 符号 的 形式 ( 即 容易 积分 的 形式 ); 
(3) 去 掉 一 次 导数 符号 ( 即 作 一 次 积分 ) , 移 项 ,使 等 式 一 端 为 “0”, 男 一 端 即 为 新 作 辅 助 
函数 (zx) (为 简便 ,积分 常数 取 “0”). 
对 于 拉 格 朗 日 中 值 定理 : 
Ce) = fe LY >) a A 


两 边 积分 得 f(x) 十 C = 站 加 一 个 4x, 令 C 一 0, 并 移 项 得 


六 -A Pe, ei 


则 辅助 函数 为 F(x) = f(x) — Ly. 


— 


对 于 柯 西 中 值 定理 : 

(8 _ f(b)— f(a) 令 é=x f(z) _ fC— fa) 

g (&) g(0)— g(a) g (ZX) g(b)— g(a) 

jfD— fa) 
fe g(b) — g(a)s (x). 
两 边 积分 得 f(x) 十 C 一 《06) 二 人 48(z), 令 C 一 0, 并 移 项 得 
一 Jo Gy 
f(x) gb plays 0 


则 辅助 函数 为 F(x) = f(z) Le =L gc). 

2. 常数 & 值 法 

此 法 适用 于 常数 部 分 可 被 分 离 出 的 命题 . 构造 辅助 函数 的 步骤 如 下 . 

(1) 令 常 数 部 分 为 &; 

(2) 作 恒 等 变形 ,使 上 述 等 式 一 端 为 a 及 f(a) 构成 的 代数 式 , 另 一 端 为 6 及 f(b) 构成 的 
代数 式 ; 

(3) 分 析 关 于 端点 的 表达 式 是 否 为 对 称 式 或 轮换 对 称 式 .若是 ,只 要 把 a( 或 久 改 成 zx, 相应 的 
函数 值 f(a) (或 f(6)) 改 成 f(x) , 则 代 换 变量 后 的 端点 表达 式 就 是 所 求 的 辅助 函数 F(z). 


如 :对 于 拉 格 朗 日 中 值 定理 (9 一 名 二 人 人 2, 令 


FO hf) — f(a) klb—a) =0 


>f(0)—kR = f(a)— hka, 
则 令 F(z) = 7(z) 一 如 = f(z) 一 大 如 一 人 人 x ( 令 一 端 常 数值 为 x) 


【 例 5.15] 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 ,f(a) = 二 0,a 之 0. 证 明 : 存 在 一 点 &€ (a,0b)， 
使 得 /(&) = 2 一 条 6). 
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【分 析 】 将 欲 证 等 式 中 的 & 改 为 xz, 则 
Ce = 和 条 (9 一 /an) = f(r)> 


fx) ,la 
Fry 


上 式 两 边 积 分 过 lInf(x) = 一 aln(6 一 zx) 十 C>(6 一 zx)*f(zx)=C. 
【证 】 作 辅助 函数 F(z) 二 (6 一 zx)*f(z), 则 F(a) = 0,F(65) = 0, 于 是 F(x) 在 [a,6b] 上 满足 罗 


尔 定理 ,所 以 存在 一 点 &€ (a,6) ,使 得 F'(&) = 0, 即 f(&) 一 2 一 79. 
【 例 5.16】 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 . 证 明 : 存 在 一 点 & € (a,p) ,使 得 


BFCbY— of / 
By f(0) +e (8. 


【分 析 】 人 二 k>6bf(0) 一 如 = af(a) 一 ha 为 轮换 对 称 式 . 


= 


【证 ] 令 F(z) = zf (7) 一 如 = zf (7) — A ey, 则 


FO) — Fla) = bf (6) — WE fs 一 fa) A 


所 以 F(x) 在 La,b」] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 即 存在 一 个 &€ (a,5) ,使 得 (8) = 0, 即 


bf (BD) —af(a) _ ， 
二 Fe) + éf’ C8). 


【 例 5.17] 设 函数 /Cx) 在 | 0, 广 | 上 二 阶 可 导 , 且 /C0) 二 /(0),/ (去 )=0. 试 证 :至少 存在 一 点 


= 内; 


se (0, 二), 使 得 7(@ 一 3 大 懈 


1— Ze: 
【分 析 】 欲 证 结论 可 写 为 
(6(1 一 26) 一 2F(C6) = 大 (6)， 
令 E 二 z, 则 上 式 为 
j(z)(1 一 2z) 一 2F(z) = f(z), 
即 LPCz)(GI 一 2z)] = f(z). 
两 边 积 分 得 f(r)(1—27r)= FCz) 十 C， 
令 C =0, 并 移 项 得 


f(x)(1—27r)— f(x) 一 0， 
则 令 辅 助 函数 为 F(x) = FCz)(1 一 2z) 一 FCz)， 


【证 ] 作 辅助 函数 F(z) = 六 (x) (1 一 2z) 一 了 f(z). 显然 ,F(z) 在 [0, 记 | 上 连续 ,在 (0, 去) 内 可 


导 , 且 
F(0) = f (0)(1—0)— f(0) = 0， 


(二 -7 了 全)G-2 二 -7 全 = 
所 以 ,F(z) 在 [0, 去 | 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 则 至 少 存在 一 点 6€ (0, 方 ) ,使 得 已 (9 = 


0; 即 产 ( 自 (1 一 29 一 3 了 (8 = 0, 亦 即 产 (6) = TS 


〖 例 S， 18】 设 CE 在 Lxi sz | 上 可 导 , 且 0 去 WI < Wg , 试 证 :在 (zi 2 ) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 
142 


微分 中 值 定理 ‖ 第 磺 章 


= 
| ge ea 
[分析] 令 志 一 元 Fa fez,) 站 大 (对 称 式 ). 
故 所 作 辅 助 函 数 F(x) 为 
有 


定理 ;或 者 用 两 次 柯 西 中 值 定 理 . 
证 明 中 的 辅助 函数 的 作法 不 同 于 题 型 五 ,而 是 利用 分 离 变 量 法 ,使 等 式 一 端 只 含有 的 
代数 式 , 另 一 端 只 含有 7 的 代数 式 , 结 合 原 函数 法 稍 加 分 析 &,w 的 代数 式 , 即 可 看 出 该 作 
什么 样 的 辅助 函数 . 
【 例 5.19】 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,6b) 内 可 导 ,f(a) = f(b) 二 1. 证 明 : 存 在 &,%€ (a,b)， 
使 得 er:L7C7) 十 广 (7] 一 1. 
【分 析 】 er*[fOD+f 了 OD]=1>e Lf +f DI 一 人 [ez)] 一 所 
【证 】(1)FCz) = e*f(zx), 则 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 一 个 mE€ (a,6) ,使 得 
te, 四 
a 
即 efOWD+FWDI = LEE -- 
(2) 又 令 p(z) = e, 则 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 一 个 &€ (a,6) ,使 得 


/ _ G6)— ya) _ ee er 
9P 《8 0 一 4 b—a’ a b—a ® 


由 式 @. 式 @ 可 得 @[f(7D 二 (7D]==e, 即 er[fO 人 D+ 了 (D1=1. 
【 例 5.20】 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (4a,b) 内 可 导 , 且 FPCz) 和 关 0,2 二 aa>0. 证 明 : 存 在 


po > 
9 EE ( ,b) ,使 得 f£ V7 四 
9 


F' (7) = 


一 Ee (因为 f(b) = f(a) 一 1) 
b—a 


Fe _ 2Vn egy = 2n_ rr 一 1 f'n 
SY IW RHE EB Rt 
2V7 


【证 ] 令 p(x) = Vz ,由 题 设 f(z) ,g(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 且 9g (Cz) 关 0CzE[La， 
6b]) 满足 柯 西 中 值 定 理 的 条 件 , 则 存在 一 点 7 E 《a,0) ,使 得 


f=—fla) _ fF 
p60)— pa) oO 


fA fla) FD FO fa) , 
有 2 (7 
| i 
2V7 
fT fa) -2VI7 CD ， ® 
下 Va +Vb 
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Bs) 
又 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 知 , 存 在 一 点 € (a,0b) ,使 得 
ya) = Fi fay @ 
所 以 由 式 @ 式 @ 得 
ff 2V7 


芝 (上 ， € (a,b)). 
fig 


【 例 5. 21】 已 知 函 数 f(x) 在 L[0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(0) = 二 0,f(1) = 1. 证 明 : 
(1) 存在 EE€ (0,1) ,使 得 /6) 一 1 一 &; 
(2) 存在 两 个 不 同 的 点 思 5 € (0,1) ,使 得 三 力 。 广 (5 三 1. 
【证 】(1) 令 FCz) == f(x) 十 x 一 1, 即 要 证 明 FGz) 二 0 在 (0,1) 内 有 实 根 . 
由 于 F(x) 在 [0,1] 上 连续 ,上 且 FC(0) . Fl) 二 [f(0) 一 1]f(1) = 一 1 二 0, 所 以 由 零 值 定 
理 , 存 在 EE€ (0,1) ,使 得 F(E) = 二 0, 即 f(2)= 二 1 一 &. 
(2) 利用 (1) 的 结果 ,对 f(x) 在 L0,&] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 知 ,存在 %wE (0,6) ,使 得 


a 一 A 一 1 
对 f(x) 在 [&,1] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 值 可 知 ,存在 5E (8,1) ,使 得 
wa ly 
fC 人 和 © 


于 是 ,由 式 四 . 式 @ 得 广 7) :f(D=1. 


第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 


思维 定 势 1 ”在 题 设 条 件 中 函数 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 /(a) 0 或 ， 
f(b) = 二 0 或 f(a) = f(6) = 0, 要 立刻 想到 先 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 处 理 . 


et 人 Ss 
二 ,证 明 ,存在 6E (0 去 ) ,7€ (去 "1) ,使 得 (十 f(D 一 闻 十 六 . 
【分 析 】 (6) 二 (DD) 二 十 FY 庆 [ 了 一 [f(D 一 J 二 0 
=>[f(z)— 3 et Eas ee = 0. 


【证 ] 设 F(x) 二 f(z) 一 上 z*, 则 FC0) 一 0,F(1) 一 0, 且 F(x) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,在 开 区 间 


(0,1) 内 可 导 .对 F(x) 在 [0, 计 和 |[ 评 ,1 | 上 运用 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 


F(3)-F(O0)=F()(F—0),se (0; 去 )， @ 


@ 二 @ 得 
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ms 
F' (6) 十 民力 一 0, 即 广 (6) 一 捍 十 六 (7) 一 好 一 0， 
亦 即 (+ 了 ND)= 十 六. 


”思维 定 势 2 题 设 条 件 中 出 现 0 之 0(z)< 1 时 ,要 立刻 想到 或 者 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 
[7Cz) 一 阶 可 导 ] 或 者 用 泰勒 公 式 [7(z) 二 阶 或 二 阶 以 上 可 导 ] 来 处 理 . 


【 例 5. 23】 设 > = FCz) 在 (一 1,1) 内 具有 二 阶 连续 导数 , 且 (x) 关 0, 证 明 : 
(1) 对 于 (一 1,1) 内 的 任 一 xz 关 0, 存 在 唯一 的 90(x) E (0,1) ,使 得 
f(z) == f(0) 十 xf (0(x)x) 成 立 ; 


(2) limb(z) 一 元. 


【证 (1) 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,对 于 (一 1,1) 内 的 任 一 xz 了 关 0, 存 在 0(x) € (0,1)， 
使 得 f(x) = f(0) 十 zf (9(x) x). 
又 因为 (x) 连续 且 PCz) 关 0, 所 以 ,在 (一 1,1) 内 (x) 守 0( 或 二 0), 即 
了 (zx) 在 (一 1,1) 内 单调 增加 (或 单调 减少 ) ,于 是 ,0Cz) 是 唯一 的 . 
(2) 再 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,在 0 与 90(x)x 之 间 存 在 &, 使 得 
f (Oz)7x) = ff 0) FE 07)7, 
代入 f(x) = f(0) 十 xf (0(x)x) 得 
fz) = f0)+rf 0) +E Or) ex 
六 二 二 并 


上 月 Cd 
于 是 O(CZ) a FATSM 
| 0 
所 以 De lim| x FE ] 
0 
PO im 地 


让 本 一 人 全 ( 洛 必 达 大 法 则 ) 


过 1 lim 
Ff C0) ze0 
__1 .#01 
(0) 2 2° 


思维 定 势 3 是 设 条 件 中 函数 f(x) 二 阶 或 二 阶 以 上 可 导 , 要 立刻 想到 先 把 Fe) 在 指 
.定点 展 成 泰勒 公式 再 说 . 


【 例 5. 24】 设 函数 f(z) 在 (一 吕 , 十 吕 ) 内 二 阶 可 导 , 且 f(x) 入 (x) 在 (一 0， 二 oo) 内 有 界 ， 
证 明 : 了 (x) 在 (一 so, 十 ceo) 内 有 界 . 
【证 】 由 题 设 可 知 ,存在 正常 数 Mu ,M: ,对 于 任意 zE (一 co, 十 ce), 有 
[fC | Mo ,| 7z)| 入 M:. 
由 泰勒 公式 有 


Fx 1)y = fr) fz) 十 页 /ez 二 


手 是 省 f (a)= f(z |1)— f(r)— #7 8), 
|f (zx)|< |f(z 二 DI 二 17Cz) |+ 却 |f (01< 2M, + 3M,. 
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所 以 函数 了 (zx) 在 (一 so, 十 ce) 内 有 界 . 
〖【 例 5. 25】 设 /zx) 在 [0,1] 上 二 阶 导 数 连续 , F(0) = f(1) = 0, 并 且 当 ze (0,1) 时 ,| 天 (z)| 云 


4, 求 证 :| f(z)|<< 分,z € [0,1]， 
【证 】 由 于 f(x) 在 L0,1] 上 二 阶 导数 连续 , 则 f(x) 可 展 成 一 阶 泰勒 公式 , 即 
fx) = f(xo) tf (xo) (ro zo) + fOr) (在 工 与 zx 之 间 ) 


取 工 = 0,xo 二 工 , 则 


f(0) = fz) 十 了 (zx) (0 一 十 剖 六 各)(0 一 z)*,0 之 名 人 四 
取 交 一 1yzo = wx; 则 

Ry 诚 硬 十 Ca 一 动 十 大 Fe)GL 一 o20 芝 站 志 于 四 
四 一 时 得 


到 一汽 的 了 有 [Fez — fCE) 1 — zx)’] 


= 8 ke a 
又 当 zE (0,1) 时 ,| 了 (x) | 过 A, 则 
[fF WIS Er +t -z= x —2r+), 
TT 


因此 ,| 了 Cz) | 过 分 ,x € [0,1]. 
二 、 综 合 题解 析 
【 例 5.26] 设 (x) 在 [0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 二 阶 可 导 , 且 lim xs 一 0,2| ,7Cz)dz = f(2). 


证 明 : 存 在 EE€ (0,2) ,使 Fe) ==0. 
[分析] 先 由 lim :27 ==0 推 得 六 (去) 二 0, 以 及 由 ?| f(z)dz = f(2) 推 得 存在 ，E [ 计 2| 
ed: COST 工 2 i 7 2 | 
使 得 f(y) = 0. 然后 由 罗 尔 定理 即 可 得 证 存在 &€ (0,2) ,使 Fe) = 0. 
【 解 】 由 题 设 得 | 


1 
Wi i 人 二 二) 2 ) 
1 COSAX rz*0 一 Sinrt “ 


ZY 了 


由 此 可 得 了 (去 ) limf(: 十 去) 一 0, 并 且 


工 \ 7/l 
Pr A l(t) ,0 © 


t—"0 # "0 17 9 
一 Sinxt # 


另 一 方面 ,由 题 设 ?| ,f(z)dz = /(2) 及 积分 中 值 定理 知 ,存在 nn € [去 ,1 ,使 /Cm) 一 
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f(2). 于 是 对 f(x) 在 [7,2] 上 应 用 罗 尔 定理 得 ,存在 mp € (m ,2) ,使 
fp)=0 (显然 加 二 去 ) © 


由 式 回 式 加 ,对 /Co 在 [五 ,| 上 应 用 罗 尔 定理 知 ,存在 s€ (了 于, 涵 )C (0,2), 使 Fe 一 0. 
@ 包 证 存在 seE (0,2), 使 /(8) = 0, 通常 是 先 在 (0,2) 上 寻找 两 个 不 同 的 点 mi， 
zz (如 本 题 题解 中 的 zi 一 于 ,zs 一 阔 ) ,使 六 (zi) 一 六 (zs) ,然后 应 用 罗 尔 定理 . 这 是 解 这 
类 问题 的 常用 方法 . 
【 例 5.27] 设 y 二 f(z) 是 [0,1] 上 的 非 负 连续 函数 . 


(1) 证 明 至 少 存在 一 点 2 (0,1) ,使 得 在 [0 ,zo ] 上 ;以 f(zxo) 为 高 的 矩形 面积 等 于 
[ws1] 上 以 曲线 yy 一 f(i) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 面积 ; 


(2) 又 设 f(x) 在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(x) > 一 “关于 ,证 明 (1) 中 的 zx 是 唯一 的 . 
【分 析 ] (1) 根据 题 设 知 ,要 证 存在 mm E (0,1) ,使 得 
mo Fy) -| fx)dz 一 0. 


为 此 引入 辅助 函数 FCz) = zf (x) 一 | /CD qi, 并 应 用 微分 中 值 定理 . 


(2) 由 题 设 了 (x) 全 一 A 推 得 F'(zx) > 0, 由 此 证 明 (1) 中 的 x 是 唯一 的 . 
【 解 3(1) 由 题 意 知 ,本题 即 证 至 少 存在 一 点 x。E€ (0,1) ,使 得 
zoflzo) —| Fazdz 一 0. 四 


据 此 记 。F(z) = zf(z 一 | /Dod = (一 z| f(r) 由 于 pg) = 一 z| f (Od 
在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 所 以 至 少 存在 一 点 zu E (0,1) ,使 得 
gpg (zo) = 0, 即 F(xo) = 0. 
从 而 至 少 存在 一 点 x。E€ (0,1) ,使 得 @ 式 成 立 . 
(2) 由 于 对 于 zx E (0,1) 有 


1 
F(z) = (zf (2) — | f 6d) = 2f67) + zf’'(z) 


=z(2+f))>0 (利用 条 件 了 (z) > 一 2 全 于)， 


所 以 F(z) 在 (0,1) 内 单调 增加 . 从 而 (1) 中 求 得 的 xz。 是 方程 F(x) = 二 0 在 (0,1) 内 的 唯一 
的 根 , 即 存在 唯一 的 Xo 所 (0,1) ,使 得 


1 
mftzs) —| de 三 榴 
本 十 页 


1. 设 f(x) 在 La,b] 上 连续 ,上 且 4a 二 zi 二 x 三 二 zx, 过 6,C;(i 二 1,2,3,…,n) 为 任意 正 数 ， 


| 少 .未 cflzi) te fr) “of CT) 
则 在 (a,5) 内 至 少 存在 i &, 使 f(&) 一 Be 
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2. 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 , 且 f(a) 二 a,f(6) 这 6, 试 证 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 个 8 使 f(&) 二 & 

3. 设 了 (zx) 在 [0,1] 上 连续 , 且 0 志 f(x) 忒 1, 证 明 : 在 [0,1] 上 ,至 少 存在 一 个 8, 使 得 f(&) 一 和 

4. 设 f(z),g(Xx) 在 La,6] 上 连续 ,而 且 f(a) 过 g(a),f(b) >g(65), 则 在 (a,6b) 内 存在 一 个 &, 使 
得 f(&) 一 g(8). 

5. 证 明 方 程 x 一 3X 一 2 二 0 在 (1,2) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

6. 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [0,1] 上 可 微 ,对 于 [0,1] 上 每 一 个 x, 函 数 f(x) 的 值 都 在 开 区 间 (0,1) 
内 , 且 了 (x) 关 1, 证 明 : 在 (0,1) 内 有 且 仅 有 一 个 x, 使 f(x) 一 


7. 设 函数 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,(0,1) 内 可 导 , 且 3| ,ftz)ds = f(0) ,证 明 : 在 (0,1) 内 存在 一 


个 & 使 f (8) 一 0. 
8. 设 函 数 f(z) 在 [1,2] 上 有 二 阶 导 数 , 且 f(1) = f(2) = 二 0, 又 (x) 二 (x 一 1)?*f(x), 证 明 : 在 
(1,2) 内 至 少 存在 一 个 8, 使 FF(&) 二 0. 
9. 设 f(x) 在 [0,z]j(z >0) 上 连续 ,在 (0,z) 内 可 导 , 且 f(0) 二 0, 试 证 :在 (0,z) 内 存在 一 个 6, 使 
fz) 一 (1 十 匀 ln(1 十 z) fe). 
10. 设 f(x) 在 [a,b6] 上 可 导 , 且 ab 这 0, 试 证 :存在 一 个 EE (a,p) ,使 
1 一 | = [nf (e+eF dE (n>1). 
11. 设 f(x),g(X),hl(x) 在 [a,b6] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 证 明 ; 存 在 一 个 EE (a,b), 使 
fla) gla) h(a) 
fb) gb) hb) |=0. 
f(€) g'(€) h’(é) 
12. 设 f(x) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 , 且 f(0) 二 f(1), 试 证 :至 少 存在 一 个 EE (0,1) ,使 
f(© = 
13. 设 f(x) 在 [xi,Xxz] 上 可 导 , 且 0 过 xi 过 xz, 证 明 : 在 (x1,Xz) 内 至 少 存在 一 个 6 使 
ee” , 
i ee 并 汪汪 人 和， 
14. 若 zizs 二 0 证明, 存在 一 个 上 GE (Xxi,Xs) 或 (zy zi) 使 
Xie™? 一 Toen = (1 — é)e:(xi 一 2z). 
15. 函数 f(x) ,g(x) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,p) 内 可 导 , 且 f(a) = 二 f(b) = 二 0,g(x) 天 0, 试 证 :至 
少 存 在 一 个 EE (a,p) 使 Feg(e = gg (6)f(8). 
16. 设 f(x),g(x) 在 [4a,6] 上 连续 ,在 (4a,6) 内 可 导 , 试 证 :至 少 存在 一 个 EE (a,6b) 使 
fla) g(a) fla) g(a) 
CC) g(b) f (8 hs 
17. 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 有 二 阶 连续 导数 , 试 证 :至 少 存在 一 个 EE€ (a,b) 使 
7(D —2f (BE) tf = 人 二 全 Fe. 
18. 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 (0 二 a 二 60), 在 (a,b) 内 可 导 , 证 明 : 在 (a,b) 内 ,8&,w, 使 
eh 
Ft = 六 


= (6— a) 


19. 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (4a,6b) 内 可 导 , 且 f(a) 二 f(b) 二 1, 试 证 : 6, E (a,0b) ,使 得 
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e7 [fn + 了 (mJ 一 1. 

20. 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 了 (x) 闫 0. 试 证 :E,m EE (a,5), 使 得 
RE 一 
7 了 人 

参 考 答 案 

1. 提示 :利用 最 值 定 理 和 介 值 定理 证 明 . 

2. 提示 : 作 辅 助 函数 F(z) 二 f(x) 一 x, 然 后 用 零 值 定理 证 明 . 

3. 提示 : 作 辅 助 函 数 F(x) 二 f(x) 一 zx， 然后 用 零 值 定 理 证 明 . 

4. 证明 :假设 F(x) 二 f(x) 一 g(x), 则 Fla) = Fo) 一 g(a) 一 0,FCO) = f(6) 一 g(CO) 二 0， 

于 是 由 介 值 定理 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 个 &, 使 f(&) 二 & 
5. 提示 : 作 辅 助 函数 f(x) 二 x 一 3x 一 2, 然 后 用 零 值 定理 证 明 . 
6. 提示 : 作 辅 助 函 数 (x) 二 f(z) 一 zx, 然后 用 零 值 定理 证 明 存 在 性 . 唯一 性 利用 函数 的 单调 性 
证 , 因为 F(x) 二 了 (zx) 一 1 关 0, 所 以 函数 (zx) 要 么 单 增 要 么 单 减 . 

7. 提 示 : 利 用 积分 中 值 定理 和 罗 尔 定理 . 

8. 提示 :利用 两 次 罗 尔 定理 . 

9. 提示: 作 辅 助 函 数 g(x) 二 In(1 十 xX), 对 f(x),g(X) 使 用 柯 西 中 值 定理 . 

10. 提示 : 作 辅 助 函 数 (x) 二 x"f (zx), 对 F(x) 使 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 

fla) g(a) h(a) 

f(5) g(6) hh(5) | ,对 下 Cz) 使 用 罗 尔 定理 . 

flamYy Bw) h(i) 

12. 提示 : 作 辅 助 函 数 FGz) 二 (1 一 x)* 了 (x), 利 用 罗 尔 定理 证 明 . 


13. 提示 : 作 辅 助 函 数 F(z) 二 人 台 , 对 F(x) ,er 使 用 柯 西 中 值 定理 . 


ez 


11. 提示 : 作 辅 助 函 数 F(x) 


14. 提示 ; 作 辅 助 函 数 f(x) 一 ,g(x) = 二 ,对 7Cz),gCz) 使 用 柯 西 中 值 定理 . 


15. 提示 : 作 辅 助 函 数 F(x) 一 2 ,利用 罗 尔 定理 证 明 . 
(a) (a) 

16. 提示 : 作 辅 助 画 数 F(z) 一 |” ”819) | ,利用 拉 格 衣 目 中 值 定 理 证明 ， 
f(x) SCZ) 


17. 提示: 利用 泰勒 定理 最 值 定理 和 介 值 定理 证 明 . 
18. 提示 :对 /(zx) 使 用 一 次 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,对 f(z) ,二 使 用 一 次 柯 西 中 值 定理 . 


19. 提示 : 作 辅 助 函 数 F(x) 二 ef(x), 对 F(x) 使 用 一 次 拉 格 朗 日 中 值 定理 ;对 e” 使 用 一 次 拉 格 
朗 日 中 值 定理 . 
20. 提示 :对 f(x) 用 一 次 拉 格 朗 上 日 中 值 定理 ,对 f(x),e” 使 用 一 次 柯 西 中 值 定 理 . 
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第 1 节 重要 概念 \. 定 理 和 公式 的 剖析 


一 、 基 本 概念 


1. 微分 方程 
微分 方程 全 含有 自 变量 ,未知 函数 及 未 知 函 数 导数 或 微分 的 方程 . 
常 微分 方程 全 未知 函数 是 一 元 函数 的 微分 方程 . 


其 一 般 形式 为 FCzy yy ) 一 0， OD 
标准 形式 为 Ee 四 
2 . 微分 方程 的 阶 
方程 的 阶 全 微分 方程 中 未 知 函 数 的 导数 或 微分 的 最 高 阶 数 . 
3. 微分 方程 的 解 


如 果 函 数 y = g(x) 代入 方程 @ 或 方程 @ 后 ,使 之 成 为 恒等式 , 即 
F[zyp(z) ,9 (x) ,eG (z}| 三 0， 

或 者 po (zx) fr, pr) pz) 27 (Cz)]， 

则 称 函 数 y = p(x) 为 方程 @ 或 方程 @ 的 显 式 解 . 

如 果 由 方程 GCz,y) = 0 所 确定 的 隐 范 数 y = p(x) 为 方程 @ 或 方程 @ 的 解 , 则 称 CCz,y) = 
0 为 方程 @ 或 方程 @ 的 隐 式 解 . 

方程 或 @ 的 通 解 全 含有 nn 个 独立 的 任意 常数 Ci ,Cz，…,C, 的 解 y 二 g(x, ,Cz CD)， 

方程 或 方程 @ 的 特 解 全 不 含 任意 常数 或 者 通 解 中 任意 常数 已 被 定 解 条 件 确定 出 来 
的 解 . 

初始 条 件 全 确定 方程 @ 或 方程 @ 通 解 中 个 任意 常数 的 条 件 : 

YT0) 一 yo (zo) = Yory" ro) = yo 


二 、 二 阶 线 性 微分 方程 解 的 结构 
二 阶 线性 方程 的 一 般 形 式 : 
yi+plr)y 十 qCz)y = fx). @ 


当 f(z) = 0 时 ,方程 @ 过 yy 十 p(x)y 十 q(x)y 一 0， @ 
方程 @ 称 为 方程 @ 对 应 的 齐 次 方程 . 


定理 1 设 y(z),ys(z) 是 齐 次 方程 @ 的 两 个 线性 无 关 的 解 ( 即 妆 C2 冯 ), 则 
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y(z) = Ciyi (ZX) 十 C2 yz (x) 
是 齐 次 方程 @ 的 通 解 . 其 中 ,Ci ,C; 是 任意 常数 . 


性 无 关 的 解 , 则 方程 @ 的 通 解 为 


y= Giy(z) 十 Cy: (x) yy (Cx). 其 中 CisCs 为 任意 常数 . 
设 y,(zx) ,yz(z) 为 非 齐 次 方程 @ 的 两 个 相 异 的 特 解 , 则 y(z) 二 yi (zx) 一 ys (x) 为 方 


程 @® 对 应 的 齐 次 方程 @ 的 解 . 


定理 4 设 yi(x),ys(x) 分 别 是 方程 


yp(lr)y 十 gaCz)y 一 油 作 色 本 
y+plr)y qr)y = fslx) 
的 两 个 特 解 , 则 y 二 yi1(zx) 十 ys (x) 为 方程 
六 十 plz)y 十 gl(z)y 一方 (z) 十 户 (z) 的 解 . 
n 阶 方程 :y” 十 加 (zy 十 …… 十 DCz)y 十 q(x)y = f(x)， 
对 应 的 齐 次 方程 :y” 十 pix)y™w 了 十 十 pi1(x)y g(xz)y = 0. 
其 解 的 结构 与 二 阶 方程 类 似 , 


【 例 6. 1] 设 线 性 无 关 的 函数 yi, (x) ,ys (Cz),ys(Cz) 均 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 


y 十 zz)y 二 daCz)y 一 FCz) 
的 解 ,Ci ,C: 是 任意 常数 , 则 该 非 齐 次 方程 的 通 解 是 
(CAC Cy + 
(BYCiyi 十 Coya 一 (Ci C2) ys. 
(OC Cy CO— (1— CC— Cs) ys 
(DICiyit Coyst (1— CO— Cs)ys. 


【 解 】 (A) 因为 Ciy!1 十 Cz ya 不 是 对 应 齐 次 方程 的 通 解 ， 


所 以 Ciyi 十 Cz yz 十 ys 不 是 该 非 齐 次 方程 的 通 解 . 
(B) Ci yi C2 ys Ci ys Czys = Cl(Cyi 一 ys) 十 CCys 一 ys) 


是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ,但 没有 特 解 , 故 给 出 的 函数 也 不 是 所 求 的 通 解 . 


(C) Ci 十 Caoy 一 (一 Ci 一 Co)y = Clyty) tC (yt ys)— ys 
也 不 是 所 求 的 通 解 . 

(D) Ciy 十 Cay 十 (1 一 Ci 一 Co)ys = Cy my) tC (yo— ys3)t ys 
由 定理 2,3 可 知 就 是 所 求 的 通 解 . 


由 yi《zx) 与 y;(x) 能 构成 该 方程 的 通 解 的 充分 条 件 为 
(A)yi (x)ys x) — yx)y iz) = 0. 
(B)y (zx)ys (zx) — ys (rx)y1(z) #0. 
(C) yi Cz)y sz) yz)y1(x) = 0. 
(D)yi (Cz)ys(Czrz) 十 (zy Cz) A 0. 


【 解 】 由 (B) 可 知 >2CZ) 二 了 1(Z) 
yz (ZX) 


V1 (Zz) e 
(2 


(Zz) 0 


即 lInyzs (xz) 关 lnyi(zx) 十 lInC,(C 为 常数 ) 二 > 
1 


设 yr (zx) 是 方程 @ 的 一 个 特 解 ,y1(z) ,ys(x) 是 方程 @ 对 应 的 齐 次 方程 @ 的 两 个 线 


【 例 6.2] 设 y(zx),ys(z) 为 二 阶 常 系 数 线性 齐 次 方程 十 p(x)y 十 gaCz)y 一 0 的 两 个 特 解 , 则 
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可 知 yi1《x) ,yz (zx) 线性 无 关 , 由 定理 1 可知 ,(B) 入 选 . 


三 、 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 
二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 方程 类 型 及 通 解 ( 特 解 ) 的 形式 及 其 求法 见 表 6-1. 


表 6-1 
通 解 ( 特 解 ) 的 形式 及 其 求法 


二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 
多 十 加 "十 oy 一 0 (1) 
其 中 ,p,gq 均 为 常数 


中 


| 特征 方程 尖 十 从 十 gq = 二 0， 


(iD 当 ),); 为 相 异 的 特征 根 时 ,方程 (1) 的 通 解 为 y(x) 二 Ce 十 Coe” 
(11) 当 Al 一 Az 时 , 通 解 为 yx) = (Ci 十 Cx)enl” 
Ciii) 当 4 二 we 士 i8( 复 根 ) 时 , 通 解 为 y(zx) 一 ee (Cicoshzr 十 CzsinBr) 


二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 
方程 

y+py' +qy = f(z) 
其 中 ,p,q 均 为 常数 


(2) 


通 解 的 求解 程序 : 

@ 求 对 应 齐 次 方程 的 通 解 Y(z) 

@@ 求 出 (2) 的 特 解 y* (zx) 

@ 方程 (2) 的 通 解 y = 二 Y(x) 十 y* (zx) 
方程 (2) 特 解 y* (x) 的 求法 有 三 种 : 
1” 微分 算 子 法 

2” 常数 变易 法 

3” 待定 系数 法 , 见 表 6-2 


二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 的 非 齐 次 项 f(x) 与 特 解 ”的 关系 见 表 6-2. 


y+py 十 ay = f(x) 


表 6-2 
特 解 y»” 的 形式 


f(x) = p, (zx) 
其 中 ,加 为 工 | 


0 不 是 特征 根 ,y* (zx) 二 n 次 多 项 式 R, (zx) 
0 是 特征 方程 的 单 根 ,y* (zx) 二 zxR, (x) 
0 是 特征 方程 的 重 根 ,y* (x) = zx?R, (zx) 


f(z) = Ae” 
其 中 ,A 为 常数 


a 不 是 特征 根 ,y* (zx) 二 Be” ,B 为 常数 
a 是 特征 方程 的 单 根 ,y* (x) 二 Bre” 
a 是 特征 方程 的 重 根 ,y* (zx) 二 Bz e” 


fx) = p(x)e” 
其 中 ,p, 为 x 的 n 次 多 项 式 


a 不 是 特征 根 ,y” (zx) 二 R, (zx)e” ,R, (zx) 为 n 次 多 项 式 
a 是 特征 方程 的 单 根 ,y* (x) = xR, (zx)e” 
a 是 特征 方程 的 重 根 ,y* (x) 一 zx?R, (zx)e” 


f(x) 二 Asinwz 或 Acoswr 
其 中 ,A,w 均 为 常数 


iw 不 是 特征 根 ,y” 二 Mcosrurz 十 Nsinwz ,M,NN 为 常数 
iw 是 特征 根 ,y* 二 x(Mcoswz 十 Nsinraz) 


f(z) = Aer singr 或 Aer cosBr 
其 中 A,a,B8 均 为 常数 


a 土 B 不 是 特征 根 ,y* 二 e* (McospBzr 十 NsinBz) 
a 土 认 是 特征 根 ,y* 二 zxe” (McosBz 十 NsinBr),M,N 为 常数 


nn 阶 常 系数 线性 微分 方程 


工 . 齐 次 方程 的 一 般 形 式 


yoy pay" 二 十 Dray 二 pry 二 0， 
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其 中 2 一 1 2，…72) 为 常数 ,其 特征 方程 
和 十 PA 十 poh 十 十 pA 十 p= 二 0 © 
的 特征 根 与 通 解 的 关系 见 表 6-3. 
表 6-3 
方程 (1) 中 通 解 的 形式 或 所 含 的 项 


NG 一 1,2, 72) 为 的 7 


通 解 为 y 王 Cleilz 十 Cetzz 十 … 十 Cenz 
个 相 异 的 实 根 e 


和 一 有 & 为 @ 的 mm(mm 委 2) 重 


实 根 通 解 中 含有 的 项 为 (Ci 十 Csz 十 … 十 Cuzzrl)ee 


nt 


A 三 a 土 8 为 @ 的 mim 二 
n) 重复 数 根 


通 解 中 含有 的 项 为 
e”[(Ci 二 Coz 二 "十 Cnz”!1)cosBr 十 (Di 十 Doz 十 … 十 Dzx™!)singz], 
其 中 ,C;,D;(i = 1,2,…,m) 均 为 常数 


2. 非 齐 次 方程 的 一 般 形式 
2” 十 Py 十 Pay 十 十 Priy 十 py = f(z)， (@) 
其 中 pi;(i == 1,2,…,n) 均 为 常数 . 
求 非 齐 次 方程 @ 的 特 解 y* (zx) 也 有 三 种 方法 :待定 系数 法 ,常数 变易 法 ,微分 算 子 法 . 这 里 
着 重 介绍 最 简便 的 微分 算 子 法 . 为 此 引进 记号 : 


: dp dd py 
dr 7 Ds ee 
Ps d” 
于 是 y ==Dy,y = yn = = D"y， 


方程 地 (D" 十 piD™m 十 pzsD™Y 十 … 十 piD 二 pi)y = f(z). 
令 F(D)= 二 十 piD™m 十 … 十 piD 十 p,， 
1 


于 是 上 式 之 F(D)y = f(x) 二 >y* = FD /> 
非 齐 次 方程 @O 即 @ 中 非 齐 次 项 f(x) 与 特 解 y* (zx) 的 关系 见 表 6-4. 
表 6-4 
f(x) 形式 y”(Z) 表达 式 附注 
ee NY 
WE) ye 车 F(k) 一 0, 不 妨 设 为 FCh) 的 加 重 根 , 则 ye 一 
1 
= Br 一 ee, 其 中 E(k 0， 1 hn 1 kr m) Ne 
2 ps i 
D 的 m 阶 导数 
代替 所 得 值 
1 5 
“rm = 上 Lisinar 一 
”RD | 著 FCa) =0, 不 妨 设 (一 az) 为 F( 一 a1) 的 加重 根 , 则 
sinazx a 1 . 下 
f(x) 一 sina 过 Ca 或 y* (zx) = 元 DyJsinaz 一 " Fp in 
或 cosax 
1 cosaz = Cosar 1 ee 1 
F(D:) F(— a ) 区 PD FE a 
其 中 FF( 一 a:) 关 0 
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f(z) 形式 y” (ZX) 表达 式 


业 
py = iy y" (2) 一 Fy Y= 

ey = € UV\T 
ee v(x) 


1 
下 (了 十 用) 


中 车 思 关 0; 则 y* (zx) 一 


(0 ie ne 


i em) 一 
QOD) (aoz” 十 … 十 am), 其 
中 ,QCD) 为 1 除 以 按 升 客 
排列 的 FCD) 的 商 式 , 其 最 
高 次 数 取 到 f(x) 的 次 数 mm 
(iD 若 包 =0, 则 交 (z) = 


1 el 二 
FD) (oz 十 二 am》 


(aox” 十 ca) 


1 
DF (D) 


(CD — PSD+ 
pr 


1 
名 


成 寺 DD me .| 


2 
1+ PD peaD |... 
bn p» 


pn? D? 
bn 


当 商 式 中 出 现 D 的 最 高 次 数 为 m 时 除法 停止 


QD) = i … 为 了 D 的 加 次 多 项 式 


Pr D 


po 
Pr-1 | 


1 


(11) 


DD 


< Pez en. 
pu! 


Qi (D) = 过 二 Dt … 为 了 的 加 次 多 项 式 
大 一 Pr-—!l 


四 
其 中 ,Qu CD) 为 CD) 的 商 


式 , 次 数 为 m 次 


【 注 】 DD 表示 微分 , 则 五 cosz = |coszdz 二 sinx 十 C, 积 分 常数 C 不 写 ! 


i | 1 1 n+l COSQ 
© Deinar 一 Paps tay Ds 全 pi 
二 cosaz 一 cosaz 二 二 二 sosaz = (=1Y 和 ， 
D” D™D (~—&a DD a 
1 ED RD Db nd ei 
ph rp ey Pp (kacosazx —bsinax )， 
1 (kD— 5b) 1 ， 
D6 一 D+ CD 一 而 50s47 Rr Tp (Kasinar 十 pcosaz ). 


【 例 6.3】 已 知 一 zer 十 ez 一 Xe’ 十 e“,y3 二 xe’ 十 e* 一 e” 是 某 二 阶 线性 非 齐 次 常 系数 
微分 方程 的 三 个 解 , 求 此 微分 方程 及 其 通 解 . 
【 解 】 由 线性 微分 方程 的 解 的 结构 定理 可 得 
We 一 ee 一 人 (一 次 二 一 全) 一 总 

是 该 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 解 ,由 解 s- 与 e 的 形式 ,可 得 齐 次 方程 的 特征 方程 的 特征 根 

为 4 = 一 1 二 2, 则 特征 方程 为 六 一 4 一 2 一 0, 即 齐 次 方程 为 多 一 y 一 2y 一 0. 
设 该 方程 为 光一 一 2y 二 f(x), 代入 yi 二 xe 十 e ,得 f(x) 二 (1 一 27x)e”. 所 以 该 方程 
为 
y—y—2y= (1—2zr)e’, 
Cie™ 


人 2 
| Ce2z 十 ez 十 e”. 


其 通 解 为 
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第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 一 阶 微分 方程 的 计算 


(1) 审视 方程 ,判断 方程 类 型 ; 
(2) 根据 不 同类 型 ,确定 解 题 方案 ; 
(3) 若 方程 的 求解 最 终 化 为 分 离 变 量 型 的 , 则 作 适 当 变换 ;车 最 终 化 为 全 微分 型 的 , 则 找 
出 适当 的 积分 因子 ; 
(4) 做 变量 替换 后 得 出 的 解 , 最 后 一 定 要 还 原 为 原 变量 . 
方程 类 型 与 其 通 解 结构 见 表 6-5. 
表 6-5 
方程 类 型 通 解 ( 或 求 通 解 的 方法 ) 


Re a f(x) g2(y) 
于 g1(y)f: , | dy 一 0， 
(1) 可 分 离 变 量 方程 ， 两 边 同 除 gj (y)fi(x) 关 0 得 GD y 


fi(xz)gi (ydrt+ f(r)gs (ydy=0 J (Z) 4 | g2 (y) 
| 
fz (XT) g1Cy) 


dy 王 C 


令 x 一 之 , 则 > 一 zy = wu 二 x dw 
次 dz 


(2) 齐 次 方程 : 


du 
j 于 是 , 原 方程 地 u 十 + 于 = 二 f(w) 
y = /f( 学 ) a 


du 
ey 


记过 u 
| ln 


下 当 而 三 到 三 0 时 ， 


dy ”az 十 责 y 鱼 十 名 


dx (Co 


二 g (之 ), 属 于 (2) 
az 十 pz (2 


Ob 
二 二, 见 
本 4, 则 


Q1 bi 
az bs 


es | 十 ' 研 
az 并 十 by 十 cs 


2 |= om 全 = 
Q2 

)= g(azsr bsy) 

(3) 可 以 化 为 齐 次 型 的 方程 ;: 


dy (2 人) 
dz az 工 十 by 十 cz 


dy 
dz 
令 azz 十 byy 二,; 则 
du 
dz 


二 一 as 十 28g8(Cx) ,属于 (1) 
al bh 
az pz 
ai 并 十 Diy 十 ci 一 
az 工 十 by 十 cs 一 
令 z=X+T+ay 王 了 十 8, 则 原 方程 之 


dyY 
dx 


9° 天 0，,clycz 不 全 为 0， 


0 
解 方程 组 | 0' 求 交点 (4, ， 


=oti 
一 go( 云 ), 属 于 (2) 
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通 解 (或 求 通 解 的 方法 ) 


用 常数 变易 法 求 

1” 求 对 应 齐 次 方程 y 十 p(z)y = 二 0 的 通 解 
y= Cerjzeoe 

(4) 一 阶 线性 方程 ， ” 令 原 方程 的 解 为 y = CCz)e JD 

y+ p(x)y = qlz) 代入 原 方程 整理 得 ”CC Cx)ej2 = g(z) 

st 二 Jacw alreadz +C 


原 方程 通 解 y = [| easyroedz+ Cj|ejee 


(5) 伯 努 利 方程 * ， $ 2 一 y", 则 方程 过 了 里 十 p(z)z = gz)， 
y plr)y = g(r)y”, 
其 中 nn 关 0,1 全 十 忆 一 Dp(z)z 二 (1 一 mn)q(z), 属 于 (4) 


(6) 全 微分 方程 ”: 
M(z,y)dr+i+ N(z,y)dy= 0 通 解 为 | Mez,yodaz+ 二 
为 全 微分 方程 全 2M = ' 


ay 


【 例 6. 4】 求解 下 列 微分 方程 : 
(1) CCzy)ydz 十 ggCzy)zdy 一 0; (2)zy — y[Lln(xy)—1]=0; 


2 二 2 


过 2 
Cay Dy = es + 2 


换 妈 二 x3 十 02 土 y ,之 


8 


【 解 】(1) 令 = zy , 求 微 分 得 du = zdy 十 ydz, 代 人 方程 
>[f(u) 一 g(Cz)] 过 dz 十 gCz)dz 一 0 


dz g(u) 

i a 0 
glu)du 和 

Inz 十 | 二 坟 于 


转 | 时 可 写成 In|z|+C, 也 可 等 成 Inz 十 C, 当 初始 条 件 为 y(z) | .sco 一 工时 ,必须 写成 


ln | z | 十 C. 
(2) 令 z= rysu 一 y 十 zy ,代入 原 方程 得 
u —y— yllnu—1]=0 


, / u 
>u = ylnu=>u = —lnu 
并 


Sd dz li = lnz++lnC=>lnu = Cz 字 ln(Czy) = Cz. 
ulnu zx 
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(3) 令 工 十 y= 二 wy 则 2zx 十 2yy 二， 
原 方程 坟 2z 十 儿 十 二 一 27 二 过 一 一 十 部 


u 
再 令 v = 二 "而 = xXxvu = vx’, 


代入 @=>v 二 zxv = v 十 e' 之 er?dv 一 二 dz 


一 一 e "一 Inz + C= — ee 一 lnz 十 C. 
【 例 6. 5 求解 下 列 微分 方程 : 
i i de dy 
GD)(z ycos  )dz+ zcos Ydy 0; i Dy 


(3)y (zeos 之 十 ysin de 一 zl ysin 之 一 zcos ¥ )ay. 
x 内 郊 Tr 


令 -一 


【 解 】(1) 他 二 uyy 二 uz ydy 二 udzx 十 xdu, 代 人 人 原 方程 ,经 整理 ,得 


cosudu 一 一 de, ging = 一 lnz 十 C=>sin 之 = 一 lnz 十 C. 
X 


注 
2y 一 zy 充 x 
xi—zxy 二 +y 1 一 之 十 (之 
I 工 


(2) 原 方程 这 到 = 
dz 


/ 2u CO—u 

rT el ee 
1 1 1 2 7 1 0 
| 二 1 tT 


Ey 3lnCu 2) Flnu nn 


= 了 一 Cry— zr) = Cy(y— 27)’. 
Vu (u— 2)¥ 
和 cos 之 十 之 sin 之 
(3) 原 方程 这 下 一 艺 ， 并 浆 a 
泌 一 


今 一 ey 一 zz 之 六 一 & 十 zu ,代入 原 方程 ,得 


cosu 十 usinu 


/ 
& 十 ZU = OO— 
usinu 一 COSU 
usinu 一 cosu dz C 
> du = 一 地 ucosu 一 三 
2ucosu 必 
& 
> 之 cos 汪 = >xycos 之 一 C., 
wx jo ea 


中 
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【 例 6. 6】 求 解 下 列 微分 方程 : 


(1) ‘二 二 1 Pe 
ee (2)y 3z2y 十 2 办 一 8y” 
《3 一 2 十 jd 一 2 一 4ainy 一 起 cosoydy = 0, 
yy 一 工 十 1 三 0 
(1) 台 9 二 人 9 
【 解 】 解 方程 组 a i y) ( 3) 


令 X=z 十 2,Y 二 y 十 3 代入 原 方程 


> 
A XxX 
dX YY 十 X Yr 
X 
dY du 
公 = | 
再 令 YY :AT ut Xx 
得 ud ul xz 十 1 4 _ dxX 


其 二 Xx 


之 arctanz 十 Sln(] Fu) 一 一 lnX 十 C. 
变量 还 原 , 得 


arctan (> 二)+ 去 [1 十 ( 半 3) ]- JE 赴约 


vily 2 
(2) 原 方程 ds 0 op 8 d(x:) 3x? 十 2 光一 8 


SW J kb dy 2 十 37 一 7 
令 交 = yz # 则 方程 变 为 起 3 十 2 一 8， 


2 十 37 一 7 一 0 
乡 一 
解 方程 组 |35 278 2 Ds 
令 和 一 6 2, 了 一 7 5 
Y 
2 十 3 二 
dyY _ 2X 二 3Y | X 
X 
Pe 3 十 2x& ， _ dX 
再 令 x 元, 代入 图 ZI wd 
对 四 式 两 边 积分 一 让 二 光一 CX*， 
变量 还 原 , 得 zx 十 y* 一 3 二 C(x’ 一 y:—1)5. 


(3) 原 方 程 地 (x 一 2siny 十 3)dzx 一 (2x 一 4siny 一 3)d(siny) 一 0， 


; dz 让 一 2 元 十 3 
仿 二 = , 见 EE 
信 siny 一 z, 则 方程 > dz 2x— 4z—3 


dz du 
分 一 
再 令 工 一 2z 一 21 2 元 gz 
1 1 du UU 十 3 
方程 同志 了 一 了 90 一 3 
du 9 
dz 3— 2u 


>(3— 2u)du = 9dz， 
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ER 
两 边 积 分 之 3v 一 妇 = 二 9z 十 C， 
变量 还 原 得 3(Cz 一 2siny) 一 (zz 一 2siny)2: 一 9z 十 C. 


【 例 6. 7 求解 下 列 微分 方程 : 


(1)y 一 三 十 之 ,y( 一 1) = 0; 
y Zw 


(2) (x 二 2zxy—y)dr— (y+2ry— xz)dy = 0,y(1) = 1; 
(3)(y 十 V 刀 十 多 )dz 一 zdy 一 0,y(1) = 0. 
【 解 】(1) 令 * 和 = 二 二 uz,y 一 & 十 zu , 原 方程 


=>u 十 xu 一 1 十 全 xd 一 dr、 Ls 二 ln|z| 二 +C， 
u 2 


2 
变量 还 原 一 到 (之 ) = nl | 
om 


将 初始 条 件 y( 一 1) 二 0 代 和 人 上 式 ,得 C = 0， 
故 方程 的 解 为 二 (之 ) 二 入 


Pe ek ll 1+2( 之 )- (之 
dz y+2ry— x (2) +2(2)-1 

2 

1 


令 久 = 之 则 上 式 过 wu 十 xu = 
证 : ML 


2 Saas 
志和 一 
1 34 十 3u 十 妈 过 


> InGe + 3 B= Inz+ InC 


过 十 3uw: 一 3u 一 1 一 扎 , 代 入 初始 条 件 ull) = 1=>C=0 


一 光 十 3zy — 3 y— x 一 0. 
(的 二 名 = 工 : 1 二 (之 ) ， 
dz 沈 Zz 


代入 原 方程 之 u 十 zu == 十 1 十 ww (初始 值 为 ul1) = 0) 
> 一 SIn(x 十 M1 二 ww) 一 lnz 十 lnC 
全 xx 十 VIL 十 民 一 Cz ,代入 初始 值 x(1) = 0=>C = 1， 
故 原 方程 的 解 为 y 一 去 x 一方 - 
【 例 6. 8】 求解 下 列 微分 方程 : 
(1)(z 十 1)y 一 zy = (lr)"™ ersinr; (2)y 十 siny 十 zcosy 十 工 一 0; 


1 
Zcosy 十 sin2y 


(3)y 一 
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Ne 
【 解 】(1) 化 为 标准 方程 
/ n 二 | 
y pe e” sinx, © 
/ d 
Dy i 一 二 djny 二 nln(z 十 1) 十 lnC 
>y = C(z+t 1)". 
四 令 y= 二 C(x)(z 十 1)" 为 方程 @ 的 解 ,代入 并 整理 得 
C(xr)(z+1)"= (rl1)"e’sinr>C (zr) 一 ersinz 
>C(z) = 到 esinz 一 cosz) 十 C. 
@ 原 方程 的 通 解 y = | 去 s Csinz 一 cosz) 十 Cl 十 1)*. 
(2) 原 方程 过 y 十 2sin 六 cos 十 2e08 让 “。 工 一 0 
一 yy 十 tan 郑 十 z= 二 0 之 (tan 学 ) 二 tan 学 十 + 二 0， 
cos 
2 
令 tian 一 Ww 则 上 起 过 ww 二 Hz 二 了 @O) 
Du’ 十 x = 0 二 一 Ce 一， 
四 设 x=CGCz)e 为 @ 的 解 , 代 入 并 整理 ,得 
CCz)erz 一 一 ze>C(z) = 一 ze te tC 
@ 方程 的 解 = (一 ze’ 十 e* 十 C)e™， 
原 方程 的 解 an 这 一 Ce 十 (1 一 z). 
(3) 将 工 看 做 因 变 量 ,y 看 做 自 变量 , 则 原 方程 
之 dz Zcosy 十 sin2y. 
dy 
中 下 xcosy> cosydy 访 lnz = siny 十 lnC=>>z 一 Ce™. 


四 令 z 上 = CCy)em 为 方程 @ 的 解 ,代入 并 整理 ,得 


siny 


C’(y)e™ = sin2y>C'(y) = 2sinycosye 
>C(y) =—2(siny + De +C. 
@ 方程 @ 也 即 原 方程 的 通 解 为 
= Ce — in 1 
【 例 6. 9] 设 a,6 为 正 整 数 ,4 为 非 负 数 ,微分 方程 芒 十 ay 一 be*. 
(1) 求 该 方程 的 通 解 ; 
(2) 证 明 :; 当 4 二 0 时 , lim y(zx) 


| 
sls 


当 2 二 0 时 ,lim y(zx) 
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【 解 】(1) 通 解 为 y 一 ee (Joe weldzx 十 c) = (6| ee waz 十 c) 


十 6 (Et 
= 一 久 
(br++oe™, A=&a. 


(2) 当 A4 = 0 时 ,y= ce 人“ 已 , 所 丽 ， lim 1 y(Zz) = = lim (ee + 之 )= & 
a a a 


I 二 co 


当 4 >0 且 X 关 a 时 ,y(x) 一 ce 十 -ew*， 
, 四 Se 


当 ) 和 > 二 0 且 人 = 王 a 时 ,y(Cz) = (br 十)e“， 
lim yezy = lim (bz ede ™ = 0 
【 例 6.10】 当 0 志 x 志 5 时 ,函数 f(z) 满足 (x) = p(xz)f(zx),f(0) = ai 函数 g(x) 满足 
g (zx) 之 be es 
证 明 :g(x) 宇 f(x),0 过 zx ey b. 
【证 】 令 F(x) = g(x)— f(x),F(0) = 0, 
F(x)= g(r)— f(x) pr) g(x) 一 px) FW) 
= pr)[g(zx)— f(z)] = p(x)F(z), 
即 F'(zx) 一 p(x)F(x) 宇 0, 有 
[FE'Cz) — pa) F(z) el d > 
即 [FCz)e li] > We tan 
当 0 之 x 过 5 时 ,G(x) 三 G(O) = 0, 所 以 ,F(x) 宇 0, 即 5 有 zs 六 
【 例 6. 113 解 下 列 微分 方程 ， 


(DY 一 全 > 一 了 (2)zy 十 2y 一 3zs 人 
(3)zydz = (2z2 一 多 )dy。 
【 解 】(1) 原 方程 > 二 一 全 二 之， 


Vy 
令 YI = z, 于 是 方程 二 2 鉴 一 和 一 z> 玫 一 2 一 1z © 
dx 工 让 赤 “于 2 
中 衬 Zz 0 一 四 2 四 lnz = 2lnzx + lInC=—>z = Cr’, 


加 令 z=CGCz)z2 为 方程 @ 的 解 ,代入 并 整理 ,得 
C(xz)zr’ > >C(x) ; jinz 本 心 ， 


@ 原 方程 的 通 解 为 Jy 一 ( 序 Inz 十 人 jz: 


(2) 原 方程 >y 十 二 一 377 yt>yy (十 于 一 3, 


今 过 三 yy 二, 则 方程 之 一 3z' 十 二 = 3 — 2 =— x 0 


3 光 
于 0 
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1 2 可 
Oz 3 > E dz >z = (Cr. 


四 设 z = 二 C(xz)xi 为 @ 的 解 , 代 人 并 整理 ,得 


Cnt =—— x0C(z) =— zt +C 
Q 原 方程 的 通 解 为 y 了 一 一 也 z! 十 Cz 
(3) 原 方程 > 和 2 Ee yx 1 dz 272 A 


令 z = 必 , 则 方程 @= 至 一 和 = 2y’. 
dy y 


mE 4 ,dz_ /dy 
dy y z y 
=>lnz = 4lny + liC=>% = Oy’s 
今 z 二 CC(y)y’ 为 方程 @ 的 解 ,代入 并 整理 ,得 
CCy)y =—2y Cy) =— 2lny+C, 
方程 @ 的 解 为 z= (一 2lny 十 C)y'， 
原 方程 的 通 解 为 x? = (一 2lny 十 C)y. 
【 例 6.12] 设 函数 f(x) 在 [0, 十 ceo) 上 连续 , 且 f(0) >>0, 已 知 它 在 [0, z] 上 的 平均 值 等 于 f(0) 
与 1(x) 的 几何 平均 值 , 求 f(x). 
【 解 】3 由 题 意 得 


二 | fa = VFO Fz) ,Sa = Vf), 


有 | f(Dat 二 ax VFCz) ,两 边 求 导 , 得 


1 f(z) 
fz) =a VFCz) 十 orz。 二 ， 
2 VTFCz) 
即 f(z) 十 二 7(z) 三 这 [f(z) 态 zE [re 竹 
dz 1 1 
dz 证 QZ 
5 1 1 \™ fC0) 
可 求 得 x = Cz 十 二 , 即 F(z) = | Cz 十 二 |】 = 二 一 (CC 这 0). 
( | (1 十 C VF zx)’ 


【 例 6. 13】 解 下 列 微分 方程 : 
(1)(3z2 十 2zery)dz 十 (3 风 一 zey)dy 一 0; 


_ 22 
et 
» > 
(3)2xy’ dz (zy —1)dy=0. 
【 解 】(1) 因为 5 = 一 22637 = 0, 
所 以 方程 为 全 微分 方程 ,于 是 有 
| 十 2z)dz 十 | C3y 一 zze>y)dy 一 C， 
0 0 
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RS 
即 名 十 交 十 二 十 太一 六 ?三 刀 床 即 
原 方程 的 通 解 为 x? 十 y 十 zx?e” 二 C. 


vaM 939 /2xy_ 6zx 9 1y — 3 NW 了 
(2) 因为 地 > ma y’ | yy /= Cs 


所 以 方程 为 全 微分 方程 ,于 是 有 


I y 人 .五 全 y 2 y 
0 了 y 1 Y 折 
故 原 方程 的 解 为 = =C 
(9 因为 2 二 二 (xy oy 
9y 9y 9 并 gz 
所 以 方程 不 是 全 微分 方程 . 


方程 可 改写 成 (2zysdz 十 zsyzdy) 一 dy 一 0， 
用 简单 的 观察 法 看 出 积分 因子 为 = Ce 


于 是 , 原 方程 -> 2 点 工 yd 下 一 0 
> 


>d(z’y) +d( 广 )= 0 
一 也? 十 六 一 C 为 原 方程 的 通 解 ， 
【 例 6. 14】 设 函 数 f(x) 具有 一 阶 连续 导数 , 且 f(x) = 1, 又 
TyLsinz — f(z)Jdz+ f(z)dy = 0,z> 0, 
是 全 微分 方程 , 求 f(x) ,并 求 此 全 微分 方程 的 通 解 . 
【 解 ] 根据 已 知 ,有 部 | 二 >[sinz 一 CD]}= 站 1(z), 即 


族人 》 末 守成 动 二 汪 ws 矶 
这 By 
可 求 得 通 解 为 f(x) 一 二 人 一 e088 Cs 6 
又 f(z) = 1, 得 C 二 x 一 1;, 所 以 ,f(x) = (cost+n—1),r> 0. 


之 (sinz 十 Sosz 二 一 天)dz ose Tm 2 
TX se 


二 [zyai 十 ycosz)dz 一 Zcoszdy] 十 去 G 一 rr)(ydz 一 zdy) 
x 


= 一 于 || 一 季 宇 全 而 


所 以 , 原 方程 的 通 解 为 一 六 sz 十 (Cr 生生 二 C, 即 


T 
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Cr 


区 一 1 一 cosz 


题 型 二 可 降 阶 的 高 阶 方程 的 求解 


汞 二 


方程 类 型 解法 及 解 的 表达 式 


y™ sa f(z) 通 解 为 y 一 [ary | Ci | Ca 和 Be 1 区 十 Ca 
7 次 


不 显 含 y 的 二 阶 方 令 y 妃 , 则 y es p , 原 方程 >p' = fxsD—— 一 阶 方程 , 设 其 解 为 p= PCzy CI)， 
程 y 二 f(x,y) 即 y = 9(z,Ci), 则 原 方程 的 通 解 为 y 一 |p(z,Cu)dz+C 


令 y 一 户 , 把 丸 看 做 > 的 函数 , 则 


“dp dp.dy 一 dp 1 . 、 
Y= 下 一 榴 ' 戏 了 dy' 把 Y ,六 的 表达 式 代入 原 方程 ， 


不 显 含 工 的 二 阶 方 得 季 一 Ll 大 六 有 阶 方程 ， 
AN/ ~ L 了 » 
程 y 二 f(y,y) 


设 其 解 为 p 一 9(y,Ci)，, 即 9 = p(y,C1), 则 原 方程 的 通 解 为 


dy ee 
| Ch 


【 例 6. 15] 求解 下 列 方程 . 


(1)y = eg (3)Y 二 
z y 


(3)y = > -2 ,满足 y |i20 = 1,y 10 = 4; (4)yy’— y= ylny. 


【 解 】(1) 这 是 不 显 含 y 的 二 阶 方程 ， 
令 y = 二 pp, 则 = p 代入 原 方 程 ,得 


7 


p= zp 十 Xe” sinx， 四 
dp _ dz 
p 学 
回 令 pp 二 Cl(z)z 为 @ 的 解 ,代入 并 整理 ， 得 


CCz)z = re'sinr SC (rr) 一 ersinz 


Dp =p > >p = Cr， 


C(xw) = |esinzdz 十 全 = Fe Csinz 一 cosZ) 十 已 


@ 方程 @ 的 解 为 p = 二 ze (sinz — cosz) 十 Czx, 即 


dy 了 一 cosz) 十 Gz, 
dz 2 


原 方程 的 解 为 y 二 |[ 计 ze Csinz 二 1COSw) 十 Gz ldzr+& 
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= 3 区 ZercosZ 十 到 er (cosz 十 sinx) + Ee ZX: 十 CG: 


(2) 这 是 不 显 含 z 的 方程 , 令 y = p,y -=p 蛙 让 ,代入 方程 ， 得 


dp _ 4 十 攻 > 2pdp _ dy 有 二 
wy 2y 人 i 


之 1 | pa = Ciy>p 尘 训 Wi 


dy _ | dy a 
即 地 >- 土 VCiy +dz> 去 VOY 二 本 w 寺 "Gy 


(3)3 这 是 不 显 含 上 YY 的 方程 , 令 y 3 psy 一 也 ', 代 入 原 方程 ,得 
1 Sp dp 3x 
a 
>lnp = lIn(l 二 zx) 十 lnC1 地 pp = 二 C1(1 十 x?)， 
将 p a 0 = 4 代入 上 式 , 得 Ci = 45 于 是 


人 > 一 二 4(1 十 Xx?)=>dy = 二 4(1 十 zx’)drx 坟 y= 二 x! 十 4z 十 C,， 


将 y |--。 寺 | 代入 上 式 , 得 Cz 一 1 , 故 所 求解 为 
yy 二 x 十 4z 十 1. 
(4) 这 是 不 显 含 的 方程 ,上 且 y 关 0， 


原 方程 一 ( 世 ) 一 Iny, 即 dny)” = Iny， 四 


令 Iny = >, 则 @=>x = x, 这 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 . 
特征 方程 为 ja 二 1, 解 得 1 二 土 1, 则 其 通 解 为 z 二 Cle 十 Ce, 即 
Iny = Ce 十 Ce 


题 型 三 ”计算 二 阶 线性 微分 方程 


【 例 6. 16] 解 下 列 微分 方程 : 
(Dy 十 4y 十 4y = es ,其 中 ,a 为 实数 ; 
(2)y 十 a?y 二 sinz, 其 中 ,a 之 0, 为 常数 ; 
(3)y 一 4y 十 4y 一 (1 十 工 十 … 十 za )e2r， 
【 解 】(1)Q@ 对 应 的 特征 方程 为 电 十 4 十 4 一 0, 特 征 值 M; = 1s 二 一 2, 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
y= (Ci 二 Cr)e ™. 
@ 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 >” 为 


p 


1 


1 三 下 
和 二 加 ea 
D- 十 4D 十 4 Fer 二 2 时 
故 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
(CG 十 > 十 让 er 9 a 天 一 2 时 
» ] 。 
(Ci 十 Coz)e 2 十 Fre a 二 一 2 时 
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(2)@ 特征 方程 为 六 十 a = 二 0, 特征 值 4 == 士 ai, 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 


y = Cicosaz 十 Cssinax. 


@ 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 为 


本 SinZ， QQ 天 1 
a 1 pe 
y" = i sinz 
一 一 XCOSX， a=1 
故 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
Cicosaz 十 CzSinaz 十 六 二 Tsinz， 2 天 1 
一 1 

Cicosz 十 Cisinz 一 一 XCcOsX， a 二 1 


2 
(3) 特征 方程 为 一 秘 十 4 = 0 二 (4 一 2)* = 二 0=>4 = 二 2( 重 根 )， 
对 应 齐 次 方程 通 解 为 ”yl(x) = 一 e* (Ci 十 Csx). 


非 齐 次 方程 特 解 。y* (z) 一 Dy 一 2 二 4 (1 十 十 … 十 2*) 
一 e2z 1 es 23 
EE ed 
3 e2= 去 4 | zx | zx) 


2 3 25 


= 


zx 3 w 
故 原 方程 的 通 解 为 y= 让 二 | 
【 例 6. 17】 解 下 列 微分 方程 
(yw —y = dh (2)y Ty 二 +y +y = cos3x; 
(3 —2y m3y =7r+2r—m1; (4) 光 一 6y +9y= (rl1)e”; 
(5)Y — 2y 十 2y 一 zercosz， 
【 解 】(1) 特征 方程 13 一 1 王 0, 即 (一 1)(G2 十 十 1) 一 0 
一 1 士 V3i 


之 Al 1 ,Az,s pn 


对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 ”y(zx) = Cher 十 e 主 (Ccos 总 + 区 i 


非 齐 次 方程 特 解 为 ”y* (z) = 5 Tsinz = 3 一 jsinz 
D 一 1 


sinx 一 一 sinx 
D:—1 


1 
司 直 4 
一 (cosx — sinx),， 


故 原 方程 通 解 为 y(x) = Ce 十 ee 人 cos By 十 Casin Bz)+ 了 cosz 一 Sinz). 


(2) 特征 方程 为 3 十 和 2 十 1 十 1 王 0 人 (十 1)(0 十 1) 一 0 
之 人 1 =— 1 ,Az,s eis 
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Sermo 
对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 。 y(z) = Cie “十 Cycosx 十 Cssinz. 
1 
非 浊 次 方程 的 特 解 为 。y* (z) 二 一 二 cos37 
= cos37 =— 1 1 3 
— 9D—9 十 D 十 1 8 DET 
1 D 一 1 


§ Di— Tcos3Z 一 局 (一 3sin3z 一 cos3z) ， 


故 原 方程 的 通 解 为 y(Cz) = Ce 十 Cicosz 十 Csinz 一 亲 C3sin3z 十 cos3xzx). 


(3) 特征 方程 为 3 一 2X2? 一 34 二 0 过 A(XA? 一 24 一 3) 二 0 
过 A1 二 0,As 一 l,As = 3， 


对 应 齐 次 方程 通 解 为 VCZ) 生生 人 十 Core 十 Co 
非 齐 次 方程 特 解 为 ”y" (zx) = a +2r—1) 


D’ — 217 
= 方 到 一 二 (x +27 一 DD 

5( + 全 D DD ) (x’ +27r—1) 
[+t 

TE 人 ot 


故 原 方程 的 通 解 为 y(z) 一 Ci 十 Coe 十 Cses” 9 9 27Z 一 地 


(4) 特征 方程 为 ”一 64 十 9 = 二 0 二 (4 一 3)?* 一 0 一 1 一 3 (〈 重 根 )， 
对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 y(E) x esz (CO (Ca), 


5 了 3 
非 齐 次 方程 特 解 为 以 (x) = DoDro*+ he 


i 3 并 | 
* 而 于 二 0 让 果 和 2 人 二 


+D 一 (十 坟 je 


故 原 方程 的 通 解 为 ”y(zx) = esz(C 十 Csx) 十 (#* + 3 je 


(5) 特征 方程 为 一 24 十 2 = 0 过 A 二 1 土 i. 
对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 y(z) = e*(Cicoszx 十 Csinz). 


非 齐 次 方程 的 特 解 为 ”y* (zx) = 地 一 条 Derzeosz 


1 


二 os 
一 er er 
因为 cosz 是 ex 的 实 部 ， ,所 以 先 求 Fy 二 ze 再 取 实 部 ， 即 得 二 Os 
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i 

1 er 一 ee ] r= er 1 人 
D:+1 呈 干 十 1 D’ + 2Di 
2 1 一 wz 工 ( 工 十 卫 

“DT 定妆 二 全 名 

ATI | 

国生 | (二 二 二 六 二 I 2 基本 全 
1 


一 l= Tz 二 己 完 


Re( ric)= Re ee 人 Tz | 4z) |= T(xsinz 十 cosz) ， 


y”(Zz) 一 xz(xsinz 十 cosz)er， 


故 原 方程 的 通 解 为 y(x) 一时 (Cicosz 十 Casinz) 十 Tze Crsinz 十 cos 工 ). 


【 例 6. 18】 求 初 值 问 题 y 十 y 二 3 | sin2x 1,y( 至 )= oo 人 是 )= ] 


nT T 

7 

【 解 易 求 得 齐 次 方程 的 通 解 为 y 二 Cicoszx 十 Cssinx. 当 0 达 x 过 2 时 ,方程 为 y 十 y 二 3sin3x， 
可 求 得 其 特 解 为 yi = 一 sin2x, 于 是 它 的 通 解 为 


y = Cicost C2sinz — sin2x, 
代入 y( 于 )=0,y (至 )=1, 得 Ci =0,C; =V2, 所 以 , 当 0 达 x 之 至 时 , 特 解 为 
y = V2 sinz — sin2x. 

由 该 特 解 可 得 y(0) = 0,y (0) 二 V2 一 2, 可 将 它 作为 当 一 地 三 x 三 0 时 ,方程 es 
一 3sin 2z 的 初始 条 件 , 易 求 得 当 一 于 之 x 过 0 时 ,该 方程 的 通 解 为 

y = Cicoszt + Czsinz + sin2x. 
代入 y(0) = 0,y(0) = 二 V2 一 2, 得 C1 二 0,Cs = 二 V2 一 4, 所 以 当 一 
的 特 解 为 


三 + 达 0 时 ,该 方程 


y = (V2 — 4)sinz+ sin2x. 
于 是 原 方程 在 初始 条 件 下 的 特 解 为 


(2 一 4)sinz 十 sin2z， 一 半 之 XxX 声 0， 


工 
2 
y= 

V2 sinx — sin2x， U 雪 工 专 


办 当 方程 的 任意 项 为 分 段 函数 时 ,注意 非 齐 次 方程 初 值 问 题 的 初始 条 件 的 确定 . 


题 型 四 ” 欧 拉 方 程 的 计算 


程 , 即 形 如 
zy 十 ar iy"? 二 十 a vzy 十 any 二 f(z) 
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的 方程 , 称 为 欧 拉 方程 . 其 中 Qi (CI = 1],2,.…,n) 为 常数 * 
解法 : 作 自 变量 x 的 变量 替换 ,化 为 常 系数 方程 . 
令 工 一 e, 即 上 一 lnz, 把 y 看 做 z 的 函数 , 则 


zy = 时 =Dy; 


dr 
1 dy dy 
2.] 
2 二 了 DCD 一 1)y; 
zy 一 DID 一 1) 。…。(D 一 2 十 1)y， 


于 是 , 欧 拉 方程 化 为 P,(D)y = f(e'). 
解 出 y == y(2), 则 yy 二 y(lnzx) 就 是 欧 拉 方程 的 解 . 


【 例 6. 19】 解 下 列 微分 方程 : 


(1)z2 光 十 3zy 一 3y = Zi; 
(ry — ry 2ry 一 2y 一 zsin(lnz); 
(3)z3 迷 十 3z2 光 十 zy — y= rlnz. 


【 解 】 (1) 邻 工 e', 则 t= lnx ,用 算 子 法 ， 


原 方程 >[D(D 一 1) 十 3D 一 3j]y 一 ef 

>(D’: 十 2D 一 3)y = es， 
特征 方程 为 ”2 十 2 一 3 = 0 一 一 一 3 一 1， 
对 应 的 关于 :的 齐 次 方程 通 解 为 y(t) 一 Cie ”十 Cze'， 


非 齐 次 方程 @ 的 特 解 为 ”y* (7) = . ho 


a € 


D+2D—3 12 


故 方程 ® 的 通 解 为 yD) = Ce 十 Coe 十 下 er， 
于 是 原 方程 的 通 解 为 yz) 一 Ci 十 十 Cuz 十 证 
(2) 邻 到 = 则 z == lnzsy 原 方程 二 
LDCD 一 1)CGD 一 2) 一 DCD 一 1) 二 2D 一 2j]y = e'sint 
一 (Di 一 4D: 十 5D 一 2)y = e'sint. 


8 的 特征 方程 为 3 一 412 十 5 一 2 一 (人 一 1)2 (一 2) 一 0 人 Ms 一 1 0)s 
多 对 应 的 齐 次 方程 通 解 为 ”y(t) == (Ci 十 Czt)e' 十 Case， 


1 
0 一 个 * < 


e'sint 


一 


psint 


= 和 2 Dsint) = Fe Lsint 十 cost |]， 
图 的 通 解 为 ”y(t) = (Ci 十 Czt)e' 十 Cse” 十 Fe Lsint 十 costj]， 


原 方程 的 通 解 为 ”y(x) = (Gi 十 Cilnz)zx+ Cz 十 二 xz[sinlnz 十 coslnz] 


(3) 令 工 = 一 ee, 则 上 一 lnz, 原 方程 之 


第 


2， 


BS 


Ee 
草 
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[DCD 一 1)CD 一 2) 十 3DCD 一 1 十 D 一 IJy 一 te， 
即 (D’ 一 1)y 王 te'， D 


其 特征 方程 为 A 一 1 = 0 过 A 一 1， i 


2 
@ 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 yD = Ce tet (CcosBt CsinBt), 


Peo 1 
@ 的 特 解 为 》 (一 二 Te 一 人 而 二 1 一 让 一 “底下 直面 干 末 


= 十 ( 计 一 Dj:=e( 志 下 了 一 te 2)e'， 


@ 的 通 解 为 y(t) == Cie +e¥ (Geos Git Cssini)t i — De, 


原 方程 的 通 解 为 ya 一 Gz+ 直 | cos( 人 n+ 二 | Gasin(SInz) | 上 + 过 mrdnz 一 2 


题 型 五 。” 微分 方程 的 应 用 
微分 方程 的 应 用 很 广泛 ,我 们 只 讲 在 几何 和 力学 中 的 应 用 . 
(一 ) 在 几何 中 的 应 用 


解 题 程 序 
(1) 根据 所 给 的 某 几 何 特性 画 一 草图 ; 


(2) 利用 y 表示 曲线 y = f(x) 上 (zx，,y) 点 处 的 切线 斜率 ,或 一 到 表示 曲线 y 二 f(x) 上 


a 点 的 法 线 斜率 ,以 及 | (ed 表示 由 向 歧 y 二 扩 二 JD 妆 扣 症 强 w=iwww 二 ig 轴 所 


围 图 形 的 面积 等 方面 的 意义 , 列 方程 ; 
(3) 解 方程 . 

【 例 6. 20] 在 上 半 平 面 求 一 条 四 的 曲线 ,其 任 一 点 P(x,y) 处 的 曲率 等 于 此 曲线 在 该 点 的 法 线段 

PQ 长 度 的 倒数 (Q 是 法 线 与 z 轴 的 交点 ), 且 曲线 在 点 (1,1) 处 的 切线 与 x 轴 平 行 . 

【 解 】3 草 图 见 图 6-1, 所 求 曲 线 为 y = f(x). 于 是 其 在 PCz,y) 点 处 的 曲率 

为 K = 一 | 六 | 一 一 一 (因为 曲线 为 四 的 ,所 以 y 之 0)， 
Cy ly 
曲线 y = f(x) 在 P(z,y) 点 处 的 法 线 方程 为 
Y > 一 一 了 CX 动 世 7 的 。 


它 与 工 轴 的 交点 Q 的 坐标 为 Q(z 十 yy ,0) ,于 是 
| PQ|= VOy) Fy = y(t+y)Y. 


、 1 y 1 
由 题 设 K = , 即 = ee 
[IPQ| Ady y+y?)3 
之 y 二 1 十 y 一 一 这 是 不 显 含 xz 的 方程 ， 


初始 条 件 为 yy 1 Try ea = 0 
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ee p 四 ,于 是 方程 变 为 


dp _ 2 p _dy 
WW 


要 到 InG1 十 寡 ) 一 ny 于 Ci , 代 大 水 1 = 得 Gi =0. 


”上 
In(y 十 VY 一 1) = 土 (x 一 1) 一 Cs, 代 人 yl =1, 得 C, =0， 
故 所 求 曲 线 为 y 十 Vy 一 1 = 二 ee ?, 即 y= 六 Ce 十 ec 5D)， 
【 例 6. 21] 已 知 曲线 过 (1,1) 点 ,如 果 把 曲线 上 任 一 点 处 的 切线 与 y 轴 的 交点 记 作 Q , 则 以 PQ 
为 直径 所 做 的 圆 都 经 过 点 FC1,0) , 求 此 曲线 方程 


【 解 〗 作 草图 ( 见 图 6-2), 所 求 曲 线 设 为 y = f(x), 于 是 切线 方程 为 
Y 一 y 二 y(X 一 xz), 切 线 PQ 与 y 轴 的 交点 Q 的 坐标 为 QC(0,y 一 zy)， 
设 M 点 为 切线 段 PQ 的 中 点 ,坐标 为 ( 玛 ,? 一 他- )， 
因为 圆 经 过 点 F(1,0) ,所 以 | MQ |==| MF | ,于 是 得 方程 


> 1 3 到 1 
x ;人 


上 式 中 令 二 Z, 则 上 式 > 方 (y*) 一 上 y* 一 1 十 二 


和 ® 
ps by 
i ss 2 = li = Vag li = ee. 
让 Z ;4 
@ 令 Z= Clz)z’ 为 @ 的 解 , 代 人 并 整理 ,得 
二 
YE 视 这 er ey 


故 @ 的 通 解 为 Z= (二 一 去 十 如 jz: = 2z 一 1 二 Cz?， 


Ey 


即 方程 的 通 解 为 y = 2zx 一 1 十 Cr?, 代 入 初 值 y |,_1 = 1, 得 C=0. 
.于 是 所 求 曲线 为 y* = 2z 一 1. 
(二 ) 在 力学 中 的 应 用 
解 题 程序 : 
1” ”建立 坐标 系 , 对 所 研究 物体 进行 受 力 分 析 ; 
2" 根据 牛顿 第 二 定律 F = ma , 列 方程 ; 
3” 解 方程 
【 例 6. 22] 一 质量 为 m 的 船 以 速度 v, 行驶 ,在 1 二 0 时 ,动力 关闭 ,假设 水 的 阻力 正比 于 vw, 其 中 
n 为 一 常数 ,v 为 瞬时 速度 , 求 速度 与 滑行 距离 的 函数 关系 . 
【 解 】 船 所 受 的 净 力 = 水 向 前 的 推力 一 水 的 阻力 = 0 一 ko”. 
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[| 
加 速度 = 速度 对 时 间 的 导数 , 即 。 一 实 ， 
于 是 ,由 题 设 有 
| = kv 
ke ag 一 Vo 
现在 要 求 的 不 是 速度 与 时 间 的 关系 ,而 是 速度 与 距离 的 关系 . 
设 距离 为 zx, 于 是 ,上 述 方程 可 化 为 
md ind. dy 
dt dE dt dz 
=>mv! "dv =— kdzx,， O 
当 m 关 2 时 ,两 边 积 分 ,得 2 二 一 kr 十 C， 
把 也 | 一 Vo | = 人 0 代入 上 式 , 得 C= i 
故 2 R22— nn) 上 ". 


772 


大 


当即 一 2 时 ,四 汪 mm dz = 二 一 kdz, 积 分 得 v= 二 Ce w ,将 初 值 代入 ,得 C= 二 vw， 
故 v 二 voe Ea 
【 例 6. 23】 两 个 质量 相同 的 重 物 挂 于 弹簧 的 下 端 , 其 中 一 个 坠落 , 求 另 一 个 
重 物 的 运动 规律 ,已 知 弹 筑 挂 一 个 重 物 时 伸 长 为 a. 

【 解 】3 如 图 6-3 所 示 ,建立 坐标 系 , 设 弹簧 自由 状态 时 长 度 为 2, 取 ! 十 < 处 ( 即 
挂 一 重 物 时 弹簧 的 长 度 ) 为 坐标 原点 , 取 工 轴 铅 直 向 下 , 设 在 上 时 刻 , 重 
物 在 xz 处 ,由 胡 克 定律 知 ,此 时 弹性 恢复 为 一 kr,k 为 弹性 系数 , 负 号 
“一 ”是 因为 弹性 恢复 力 与 位 移 反 向 ,由 牛顿 第 二 定律 有 


dz 
i he 
xX(0) > 
x (0) = 0. 


因为 挂 两 重 物 时 ,弹簧 伸 长 24, 由 胡 克 定律 有 


mg = he Bark TE, 


a 


脐 以 方程 地 2 一 一 各 gz， 
dz 


广 2 总 有 
其 特征 方程 :x? 一 一 总- + Ei 


于 是 方程 的 通 解 为 x = Cicos /£1 + Csina ft. 


=>zx’ =— GI |& sin /号 / C， /8 cos /8 ， 
a a a a 


把 初始 条 件 z(0) = 二 a,x'(0) = 0 代入 以 上 两 式 ,得 C = a,C; = 0. 
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所 以 ,所 求 的 重 物 的 运动 规律 为 x 一 acos /Et. 


第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 


: 思维 定 势 ”已 知 常 系数 齐 次 或 非 齐 次 微分 方程 的 解 , 反 求 微 分 方程 时 ,要 想到 齐 次 微 \ 
. 分 方程 的 解 与 其 特征 根 的 关系 . : 


[ 例 6.24]】 在 下 列 微分 方程 中 ,以 y 二 Cie” 十 Cscos2z 十 Cssin2x(C1,C; ,Cs 是 任意 常数 ) 为 通 解 


的 是 
(A)yY++y m4y 一 4y 一 0. (B) 交 十 多 十 4y 十 4y 一 0. 
(C) 交 一 一 4y 十 4y 一 0. (Dy —y+4y 一 4y 一 0. r ] 
【分 析 】 本 题 已 知 微分 方程 的 通 解 , 反 求 微 分 方程 的 形式 ,一 般 根据 通 解 的 形式 分 析出 特征 值 ， 
然后 从 特征 方程 人手 . 


【 解 〗 因 为 y 二 Cie” 十 Cscos2x 十 C3sin2zx(COCi ,Cs,C, 是 任意 常数 ) 为 通 解 ， 
所 以 微分 方程 的 特征 值 为 1, 士 2i. 于 是 特征 方程 为 (4 一 1) (4 一 2i) (4 十 2i) 二 0, 即 
一 十 44 一 4 二 0. 
于 是 所 求 的 微分 方程 为 y 一 y 十 4y' 一 4y = 0. 故 选 (D). 
【 例 6. 25】 孙 数 y = Ce 十 Coe “十 xe” 满足 的 一 个 微分 方程 是 


(A)yY 一 y —2y = 3zer. (B) 光 一 多 一 2y 一 3er， 
(CO Ty Dy = ke. (Dy +y —2y= 3er. [ ] 
【分 析 了 先 根据 所 给 解 分 析出 对 应 齐 次 微分 方程 的 特征 方程 的 根 ,然后 由 特 解 形式 判定 非 齐 次 
项 形式 . 


【 解 】 由 所 给 解 的 形式 ,可 知 原 微分 方程 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 特征 根 为 

Ai = 1,N =— 2. 

则 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 特征 方程 为 
QQ 一 1)(A 十 2) = 二 0; 即 术 十 4 一 2 = 二 0. 

故 对 应 的 齐 次 微分 方程 为 

yy —2y 一 0. 
又 多 二 ze 为 原 微分 方程 的 一 个 特 解 ,而 人 = 1 为 特征 单 根 , 故 原 非 齐 次 线性 微分 方程 右 
端的 非 齐 次 项 应 具有 形式 f(x) = Ce (C 为 常数 ). 所 以 综合 比较 四 个 选项 ,应 选 (D). 


一 、 综 合 题解 析 
【 例 6. 26】 设 函数 f(x) 可 导 , 且 对 任何 实数 xz,h 满足 f(x) 天 0， 


po 人 Dart fz), 


此 外 ,f(1) = V2 , 求 f(x) 的 表达 式 . 
【分 析 】 先 将 所 给 等 式 转化 为 
173 


第 苹 篇 高 等 数学 


FCz 十 和 一 FGz) Ep + 他， 
hh hs fC2) ? 


然后 令 h 有 一 0, 对 上 式 两 边 取 极 限 得 到 微分 方程 , 解 此 微分 方程 求 得 f(x). 
【 解 】3 由 所 给 等 式 得 
7Gz 十 内 一 Frz) 1 [mt1) 
h | 全 


= f(z), 


由 于 je 
i; WA) 
Nm 中. 人 


积分 中 值 定理 ,， 1 .&( 名 十 1) 


lm re “有 hh (& 为 介 于 xz 与 + 十 h 之 间 的 实数 ) 


ee ee 
lm pre flr) ® 


所 以 令 有 一 0, 对 中式 的 两 边 取 极限 ,上 且 将 @G) 代入 得 微分 方程 


2 
A 三 ee fe)aftay = wt Fly. 


两 边 积分 得 fz) 一 于 (到 十 D2 十 C @ 
将 f(1) = 二 V2 代入 轿 得 


"2 一 el -1)? 十 C, 即 C=0. 


代入 名 得 f(x) 一 士 


F(T) CH) 
h 


ZX: 十 1 


由 于 f(1) == V2 ,所 以 上 式 的 根 号 前 应 取 “ 十 ”号 ,从 而 所 求 的 f(x) 表达 式 为 


2 
(zx) 一 工 十 1 
f(z) = 


“tet+1) 
@ 权 民 lim 二 | “和 二 一 dt 也 可 用 洛 必 达 法 则 计算 ， 


| 下 
. ti 站 
| Fy ln 


洛 必 达 法 则 Jim (wz 让 1] wr 4 
hx0 f(z h) flz) | 
一 2 十 万 
【 例 6.27] 设 西数 y 一 7(z) 由 | 一 AKC > 一 DD 所 确定 ,其 中 WO 具有 二 阶 导数 , 且 
dy _ 
dz Ta 


$1)= Dy (= 6， , 求 函 数 y(1). 


yy YE) dy YH) 2 CD ， 
dz re (2 十 21)3 


dy 
i TS 
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EE 
3 GF) 2 0) 
4(1 十 2) (2 十 21) 
必 (t)(1 十 zi 一 几 () y 4 
即 人 十 人 = 3, 即 | 和 人 2 ] 一 3, 两 边 积分 得 


和 人 一 3t 十 Ci>y (1)== 31(1 十 十 Ci(1 十 1)， 


两 边 再 次 积分 得 Yi) 一声 十 亏 (3+ Ce 十 Cit 二 Cz. 


将 y(1)= Fy (= 6 代入 上 两 式 得 C, = 0,C, = 0, 于 是 
本 
yt)=t me 


习 题 六 
1. 求解 下 列 微分 方程 : 


Cy 一 全 二 党 (2) 9> 一 = (ll—y)tanz,y(0) = 2. 


2. 求解 下 列 微分 方程 : 


WUT) tl SF)dy 一 0 
(2)y 一 六 ly 二 一 和 

3. 求解 下 列 微分 方程 : 
(1) V1 十 zz y sin2y 一 2zsinay 十 eVata ; 
(2) (一 2zy 一 风 )dy 十 史 dz = 0; 
(3)zy “sinylnz 十 cosy(] 一 zcosy) 一 0. 

4. 求 解 下 列 微 分 方程 : 
(1)ezdzr 十 (ze 一 2y)dy 一 0; 


(2) (7 te Fz) 0; 
(3)(zz 十 多 十 2z)dz 十 2ydy 一 0. 
5. 求解 下 列 微 分 方程 : 
人 
2yCz 二 1 
6. 设 函 数 p(x) 在 实 轴 上 连续 ,p' (0) 存在 , 且 具 有 性 质 p(X 十 y) 二 PCz)p(y), 试 求 出 p(Z)， 
7. 证 明 :y 一 中 wow Co 十 | Otsyel xsdi) 是 所 要 性 动 攻关 二 2aJy 一 加 (aw) 清 电 地 嫩 大 


件 yCzo) 一 yo 的 特 解 . 
8. 求解 下 列 方 程 : 
(1)ydz 十 (> 一 Z)dy 王 0,y(0) = 1; 


(1)y = (2)zy 十 y 一 x yi. 


(2)z(y 十 1) 十 sin(z 十 y) 一 0,y( 了 于)= 0. 


9. 求解 下 列 方程 : 
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(DUFFx)y 二 +(y): 二 +1=0; 
(2)xy 十 zy 一 多 一 0,y(2) = 2,y (2) = 1; 
(3)2 光 十 (y 7) 一 yy(0) = 2,y (0)=1. 


10. 求解 下 列 微分 方程 ， 
(Dy 十 y 人 十 2 十 2y 十 y 十 y= 二 0; 
(2)y 2 一 5 十 10y 一 6y 一 0,y(0) = 1,y (0) = 0,y(0) = 6,y(0) 一 一 14. 
11. 求解 下 列 微分 方程 : 
(I)y 二 y= 工 十 3sin2x 十 2coszx; 
(2) 交 十 yy 一 2zer 十 4sinz,y(0) = y (0) = 0; 
(3) 交 十 4y 十 4y 一 ee， 
12. 求解 下 列 微分 方程 : 
(1)z2 光 十 zy ty = 2sin(lnz); 
(2)(z 十 1)2 交 一 (zz 十 1)y 二 y= 二 6(zx 十 1)ln(x 十 1). 
13. 求 zOy 平面 上 一 曲线 ,使 其 过 每 点 的 切线 同 该 点 的 向 径 及 Oy 轴 构 成 一 个 等 腰 三 角形 . 
14. 一 质量 为 m 的 物体 ,在 夭 性 液体 中 静止 自由 下 落 , 假 好 液体 阻力 与 运动 速度 成 正比 , 试 求 物 
15. 有 一 盛 满 了 水 的 圆锥 形 漏 斗 , 高 10 cm, 顶 角 w 一 60", 漏 斗 尖 处 有 面积 为 0.5 cm? 的 小 孔 , 求 
水 流出 时 漏斗 内 水 深 的 变化 规律 ,并 求 出 水 全 部 流出 所 需 的 时 间 ( 提 示 : 水 从 深 处 为 有 的 孔 
流出 的 速度 二 0.6 V2gh cm/s). 
16. 设 经 过 原点 的 曲线 徐 上 任 一 点 局 处 的 切线 交工 轴 于 点 本 ,从 点 忆 向 x 轴 作 垂 线 , 其 各 足 为 Q， 
已 知 PT ,PQ 与 过 轴 所 围 成 的 三 角形 的 面积 与 曲 边 三 角形 OPQ 的 面积 之 比 等 于 常数 k,k 之 
方 , 试 求 该 曲线 和 
17. 有 一 房间 容积 为 100 ms ,开始 时 房间 空气 中 含有 二 氧化 碳 0.12 听 ,为 了 改善 房间 的 空气 质 


量 , 用 一 台风 量 为 10 my/min 的 排 风 扇 通 入 含 0.04% 的 二 氧化 碳 的 新 鲜 空气 ,同时 以 相同 
的 风量 将 混合 均匀 的 空气 排出 , 求 排出 10 min 后 ,房间 中 二 和 氧化 碳 的 含量 的 百分比 . 


参 考 答 案 


1. Cy = iT 4 oempC— YT C2)y = 二 os 
2. (1) 芝 十 yey = C; (2)y 一 一 
3.(l)sinzy = eVite (C+In| z+ Vi |); 
(x=y Cyer; (3)(Cz 十 C)cosy = lnz. 
a 区 Fr tytaresins = CO (ztin(z’+y) =C. 
eb ld (2)3 一 Dt Cr. 
6. g(x) = egto=. 
7. 略 . 
BC li Se = 起. 
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2 2 
Cn | 1+Cz | 一 区 十 Cr (2)y = 2 二 In( 子 ) ; 


(3) VII = z+l. 
10. (1)y = 二 Cie “十 (Cs 十 C3x)sinz 十 (Ci 十 Cszx)cosz; 


9. (1)y = 


(2)y =— Fe 十 De” 十 e'(cost 十 sin?). 


11. (1)y = Cicosz 十 Cosinz 十 工 一 sin2z xsinz; 


(2)y = xe’ 一 时 十 cosr 十 2sinz 一 2zcoOST; 


(Ci 十 Ciz)e 2 十 
(3)y i | 
(G1 十 Cs5 开 十 Dre 到 一 四 


1 ar 
人 


12. (1)y = Cicos(lnx) 十 Csin(lnz) 一 lnzcos(Clnz); 

(2)y 一 CCz 十 1) 十 CrzGz 十 1)lnGz 十 1) 十 (rz 十 1l)lns(z 十 1), 提 示 : 令 工 十 1 三 ef 
13. 可 分 三 种 情况 ,其 解 分 别 为 

Dry=C. @y+ Vai =C 或 y+ Vr TY 一 Cz r+y = Cz. 


2 天 
4 + ew 一 1). 


区 及 2 2 pr 
Se dh St 0. 3 2gh dt, 
h(0) = 10， 

16. y*! = Cz. 
17.0.07%. 提示 : 设 在 上 时 刻 时 ,二 氧化 碳 的 含量 为 工 %， 


sx 时 间 A 10(s). 


dz 1 
mo = . 
则 Er 105z 0.04) mk09 Qs12 
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第 1 节 重要 概念 ,定理 和 公式 的 剖析 


一 、 芳 数 的 单调 增 减 性 定理 

定理 ” 设 函 数 f(x) 在 (a,0) 区 间 内 可 导 , 如 果 对 VzE(a,p) ,都 有 六 (z) 二 0( 或 六 (z) 一 0)， 
则 函数 f(z) 在 (a,6b) 内 是 单调 增加 的 (或 单调 减少 ). 

纹 在 (4a,5) 内 有 有 限 个 数 工 使 广 (z) = 0, 不 影响 单调 性 . 

〖 例 7. 1 设 在 [0,1] 上 PKz) 之 0, 则 六 0) ,FFG) 一 Fo) 或 f(0) 一 了 (1) 的 大 小 顺序 是 


CAYF NTIY Ss fF C0 有 成 坟 一 大 07。 (B) F(1) > FL) 一 Fo) > fF (0). 
CC) FC1) — £0)> F011)> 产 (0). (D)fF 01) > f00)— (1) > 六 0). 
【 】 


【 解 】 因 为 (zx) 之 0, 所 以 在 [0,1] 上 , 广 (z) 单调 递增 . 
又 因为 f(1) 一 了 (0) = 了 (8,(0< 之 6 之 DD), 所 以 了 (0) 二 六 C9 之 了 (1). 
考查 (A) 一 (D) 后 可 知 (B) 人 选 . 
【 例 7.2] 设 在 (一 品 , 十 2) 内 (x) 计 0,f(0) 和 0， 则 函数 大 开 为 
(A) 在 (一 oo,0) 内 单调 减少 “NN”, 在 (0, 十 ce) 内 单调 增加 “了 7”. 
(B) 在 (一 se,0) U (0, 十 ce) 内 单调 递减 
(C) 在 (一 <o,0) 内 单调 递增 ,在 (0, 十 co) 内 单调 递减 . 
(D) 在 (一 ceo,0) U (0, 十 ce) 内 单调 增加 “了 7”. 【 】 
[ 解 】 (2) wf (2 —f(z) 


2 
er 


令 F(z) = zf (Cz) f(z); 则 Fz) = ff (7) +rf (rx) mf (zr) = rf 2), 
因为 在 (一 co, 十 ceo) 内 了 (z) 之 0, 所 以 当 工 之 0 时 ,FICz) >0; 当 z<0 时 ,FICz) 二 0. 
又 FF(0) =0。 大 (0) 一 0) 三 0,[ 因 为 f(0) 过 01]. 

故 可 知 在 (一 ce,0) 及 (0, 十 co) 内 均 有 F(x) 二 0. 


于 是 (2) 二 0. 因此 选择 (D). 


【 例 7.3] 设 f(x) 在 [0,a] 上 连续 ,在 (0,a) 内 可 导 , 且 f(0) 二 0,f (zx) 单调 增加 , 试 证 :大 开 在 
(0,a) 内 也 单调 增加 . 


信和 定理 将 f(x) 写成 f(x) = f(z) 一 f(a) = (rz—of i f(x) = f(z)— f(2) = 
(xz 一 b) 了 (6)1,E 在 x 与 a( 或 x 与 5) 之 间 . 
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1 

【证 3 因为 f(x) = f(x) 一 f(0) = xf (6,0 二 EE 二 x( 当 zx 守 0 时 )， 
又 由 于 广 (z) 单调 增加 ,有 f(x) 六 (8)( 当 x 二 EE 时 )， 
所 以 | 妇 衬 | wf Cy i _ zf (z) > xzF (6) 


要 Br 


> 0( 当 EE (0ya) 了 村》， 


f Cz) — f/f (8) 
故人 并 在 (0,a) 内 单调 增加 . 


二 函数 的 极 值 与 最 值 


定义 1 设 函 数 y= f(x) 在 点 zo 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,x 为 该 邻 域内 异 于 zo 的 任 一 点 , 若 恒 有 
f(x) > f(r) (或 f(z) Ge》 
则 称 f(zxo) 为 y= f(z) 的 极 小 值 (或 极 大 值 ). 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 ,使 函数 取 
极 值 的 点 zo 称 为 极 值 点 . 
定义 2 方程 f(x) = 0 的 解 ( 或 者 使 一 阶 导数 f(x) 等 于 “0” 的 点 ) , 称 为 函数 f(x) 的 驻 点 . 
定理 1( 取 极 值 的 必要 条 件 )” 设 函数 /(x) 在 zo 处 可 导 , 且 在 ze 处 取 极 值 , 则 
fF tam) = 0 
定理 2 ( 取 极 值 的 第 一 充分 条 件 )” 设 函数 f(x) 在 点 zu 邻 域内 可 微 , 且 (xo) = 0( 或 f(x) 在 
zo 处 连续 ,但 f(xo) 不 存在 ). 
(1) 若 当 工 经 过 zw 时 , 广 (z) 由 “十 ” 变 “ 一 ”, 则 f(zxo) 为 极 大 值 ; 
(2) 若 当 工 经 过 zo 时 ,了 (xz) 由 “一 ” 变 “ 十 ”, 则 f(zxo) 为 极 小 值 ; 
(3) 若 当 了 (x) 经 过 x 二 zo 的 两 侧 不 变 号 , 则 f(xo) 不 是 极 值 . 
定理 3 ( 取 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) ” 设 f(x) 在 点 mm 处 有 PCzi) 关 0; 且 (zs) 二 0, 则 
(1) 当 六 (zo) 二 0 时 ,f(zxo) 为 极 大 值 ; 
(2) 当 六 (zo) 之 0 时 ,FGzo) 为 极 小 值 . 


【 例 7. 4 了 已 知 lim 万 22 一 人 2 一 一 1, 则 在 z 一 a 处 


(zx—a)’ 
(A)f(z) 导数 存在 且 f(a) 关 0. (B) f(x) 取 极 大 值 . 
CC) f(z) 取 极 小 值 . (D)f(x) 导数 不 存在 . 【 】 
【 解 】 因为 没有 告知 /Cz) 可 导 ,所 以 要 判别 其 极 值 只 好 用 定义 . 由 lim 个 如一 志 2 一 一 1, 根据 


极 值 定理 ,存在 一 个 “的 c 邻 域 ,使 得 人 2 一 全 二 


za) 
于 是 f(x) 二 f(a), 故 f(a) 为 f(z) 的 极 大 值 , 即 (B) 入 选 . 
【 例 7.5] 设 三 次 函数 f(x) 二 十 3az’ 十 3bx 十 c 有 极 值 点 x ==a 和 xz = B, 车 用 a,b,c 表 示 玫 (a) 
十 f(B), 则 fla) 十 f(B) 为 
(A)2(10a’ 十 3ab 十 c). (B)2(2¢3 — 3ab 十 c). 
(C) — 2(54a’ — 9ab 十 c). (D) 以 上 都 不 对 . 【 】 
【 解 3f (x) = 3x 十 6az 十 36 二 3(x’? 十 2az 十 六. 
因为 x 二 a 和 zx == B 为 三 次 函数 的 极 值 点 ,又 因为 它们 一 定 是 f(x) 的 驻 点 , 即 a 和 8B 是 
了 f(z) 的 解 , 由 韦 达 定理 知 a 十 B86== 一 2a，o8 = 5. 
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= 
f(a) 十 f(B) = 十 忆 十 3a(@: 十 民 ) 十 3b(a 十 有 十 2c 
三 (ga 二 BLP 一 308j 十 3a[ (a 十 B)? 一 2a8] 十 36(a 十 B) 十 2c 
= (—2a)(4a’ 一 30) 二 3a(4a’ 一 20) 十 30( 一 2c) 十 2c 
一 2(2a3 一 3a0 十 c)， 
故 可 知 (B) 入选 . 
【 例 7.6】 设 /z) 一 ac 一 6az 十 2 在 区 间 [ 一 1,2] 上 的 最 大 值 为 3, 最 小 值 为 一 29, 又 知 < 二 0， 


则 
(A)a = 2,0 一 一 29. (Ba = 3,6 = 2. 
(Ca = 2,6 = 3. (D) 以 上 都 不 对 . 【 】 


〖 解 f(x) = 3az2 一 12az = 3az(z 一 4)， 
邻 (zx) 0=> xi O's 4( 舍 去 )， 
ye DE WC 
因为 a 二 0, 所 以 max f(z) = 0 = 
min f(x) = f(2) =— 1l6a++b =— 29, 
-1<z<2 


a = 25 司 知 (Cy 大 选 . 
【 例 7.7】 函 数 y = f(x) 在 点 x 二 zo 处 ,取得 极 大 值 , 则 
(A) PCzo) = 0. (Bf (zo) = 0. 
(Of (xz)=0H F(x). (D) 了 (xo) = 0 或 不 存在 . 【 】 
【 解 〗3 因 为 没有 言明 f(x) 可 导 , 又 极 值 也 可 以 在 导数 不 存在 处 取得 ,因此 (A),(B),(C) 皆 不 一 
定 成 立 , 故 (D) 入 选 . 


三 .函数 凹凸 性 的 判别 与 函数 的 扬 点 


I. 图 形 凸 凸 性 的 判别 
定义 1 设 .Fz) 在 区 间 I 上 有 定义 ,车 对 于 了 中 任意 两 点 x1,z;, 恒 有 


F(a 2)> fe (或 j( 己 a) < FR 到 大 于， 


则 称 f(x) 在 TIT 上 是 凸 的 (或 四 的 ). 

定理 1 ( 止 凸 性 的 判别 定理 ) ”车 在 TIT 上 (zx) 二 0( 或 (zx) >0), 则 7z) 在 [上 是 凸 的 (或 止 
的 ). 

2. 曲线 y 二 f(x) 的 拐点 求法 

定义 2 函数 y= f(x) 的 图 形 的 凹凸 分 界 点 称 为 图 形 的 拐点 . 

定理 2 (拐点 的 判别 定理 1) ”车 在 zo 处 六 (ze) = 0( 或 了 六 (zo) 不 存在 ), 当 x 变动 经 过 xo 时 ， 
大 (z) 变 号 , 则 (zo ,f(zo)) 为 拐点 . 

定理 3 (拐点 的 判别 定理 2) 设 f(zx) 在 zo 点 的 某 邻 域内 有 三 阶 导数 , 且 扩 (zo) 二 0, 六 (zo) 关 
0, 则 [xo ,了 (zxo)j] 为 拐点 . 

【 例 7.8]】 设 三 次 曲线 y= 二 十 3ar? 十 38r 十 c 在 x = 一 1 处 取 极 大 值 , 点 (0,3) 是 拐点 ， 


则 
CAa =— 16 = 086= (B)a = 0,6 =— 1,c=3. 
(Ca 3,0 Le 0. (D) 以 上 均 错 . 【 】 


一 元 微 积分 的 应 用 第 伟 章 


rs 
【 解 3y 二 3z2 十 6az 十 36,y = 6x 十 6a， | 
y 三 y(z) 在 zx 二 一 1 处 取 极 大 值 ,由 可 微 函 数 取 极 值 的 必要 条 件 , 有 
y (一 1) = (3zx’? 十 6az 十 30) | 


一 3 一 6a 十 30 一 0， 中 
又 由 于 (0,3) 为 y = 二 y(x) 的 拐点 可 知 
y (0) 一 (6z 十 6a) 二 6a 一 0， © 
y(0)= 二 3 二 (x? 十 3ax’ 十 36z 十 Cc) 本 (@ 
由 DD 可 得 :a 0,6 | a 3. 可 知 该 题 选 (B). 
【 例 7. 9] 证 明 曲 线 y = 再 十 了 有 三 个 拐点 位 于 同一 直线 上 . 
、 人 /2(z 一 1)(z 十 4z 十 1) 
【证 了 > (十 1 7 (好 十 175 
令 多 一 0, 得 zi 一]1zs 一 一 2 一 VS ,zs 一 一 2 十 V3 ,列表 见 表 7-1 


表 7-1 


_ 允 一 1) V3+1) 
4 


4 


因为 kc 一 kc 一 于 ,(& 为 直线 的 斜率 ) 


所 以 4,B,C 三 点 在 同一 直线 上 . 
【 例 7. 10】 函数 f(x) 在 (ca,p) 上 称 为 凹 的 ( 凸 的 ) ,如 果 对 此 区 间 中 任意 两 点 zi ,xs 以 及 任意 数 
th 二 敢 有 不 葡 式 
JiZI 十 iaza) AFT) TA fr) [或 fzitAhr) AF) tA fx)], 
试 证 :(1) 着 a 二 x 过 5 时 ,了 (x) 之 0, 则 函数 于 (a,6) 内 为 止 的 ; 
(2) 车 a 三 之 5 时 ,了 (x) 过 0, 则 函数 于 (4a,5) 内 为 凸 的. 
【证 】 设 人 之 0 二 0, 且 十 js 一 1; 又 myz € (a,b) ,x < 
因为 zi 十 hs (zz 一 XI1) 二 和 Xi 十 hxzs = Xz 十 (Xi 一 Xs)， 
所 以 zi < zl 十 az 过 江 2. 


由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 知 
f Ai 十 A2x2) — (xr = Az (zs 一 C6 NB < 由 
f(x2)— fAxitAs rs) = Mrs — Xx1)f (€) A1z1 十 Naz 过 名 过 )， @) 


@XA 一 加 XA 得 
CAA fATit Ahr) = fT) Af ra) + AN zr — ri)Lf 8) — fC&,)] 
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SS fAzitAhzs) tA zs — rc)LfF (6) — F680)]= A fr) A zr). 

又 因为 (6&2) 一 (8) = (6&2 一) 了 (863) ,5 二 名 二 总 及 大 (5) 二 0( 因 为 天 (xz) 过 0)， 
所 以 和 Fazi) 十 和 ez) > Fizi 十 jezz)， 

故 f(x) 在 (Ca,p) 内 为 四 的 . 

同 理 可 证 明 , 当 (x) 二 0 时 ,f(zx) 在 (a,6b) 内 为 凸 的 ， 


、 微 元 法 及 其 应 用 


若 所 求 量 M 满足 条 件 : 
(1) 其 值 与 变量 x 和 其 变化 区 间 [La,6j] 以 及 定义 在 该 区 间 上 的 某 一 函数 f(u) 有 关 ; 
(2) 其 值 在 La ,oj 上 具有 可 加 性 , 则 M 的 值 可 通过 定 积分 的 计算 来 完成 . 
在 La,6bj 的 任 一 子 区 间 [Lu,u 十 duj] 上 建立 所 求 量 的 微分 dM 与 某 一 函数 /(u) 及 自 变量 wu 的 
微分 du 之 间 的 关系 式 为 
dM = f(w du, © 
其 中 ,dM 表示 M 的 微 元 ;f(u)du 是 所 求 量 的 局 部 表达 式 .通常 称 这 种 通过 微 元 使 问题 解决 
的 方法 为 微 元 法 . 
前 面 的 表达 式 @ 实际 上 是 由 AM a fCu) Au 演变 来 的 ,后 者 能 表示 成 前 者 的 条 件 是 : 
AM 一 dM 二 o(Au), 即 AM 与 dM 之 差 是 Au 的 高 阶 无 穷 小 ,忽视 此 情况 ,可 能 造成 失误 ， 
用 微 元 法 解 题 的 程序 : 
(1) 选择 坐标 系 , 确 定 积分 变量 , 选 积分 变量 的 原则 :所 求 量 M 与 积分 变量 能 够 建立 起 联 
(2) 依据 微观 世界 在 一 定 条 件 下 ,可 以 “去 弯 取 直 , 以 不 变 代 变 ”的 思想 获得 微 元 关系 式 @; 
(3) 写 出 积分 式 并 解 之 . 
〖【 例 7.117】 证 明 : 由 平面 图 形 0 过 a 过 x 二 65,0 三 y 三 f(z) 绕 y 轴 旋转 所 成 的 旋转 体 体积 为 
V =2r| zf(2)dz, | 


其 中 ,f(x) 是 [a,65] 上 的 连续 函数 . 
〖【 解 〗 如 图 7-1 所 示 ,选择 工 为 积分 变量 , 且 a 三 xz 三 5, 图 中 阴影 部 分 的 面 
积 ds 二 f(z)dz. 它 绕 y 轴 旋 转 所 成 的 形体 ,是 以 f(x) 为 高 ,半径 为 9| 
Z, 壁 厚 为 dz 的 圆柱 简 ,其 体积 为 dV 二 2xxf (x)dz， 图 7-1 
在 [a,6b] 上 ,积分 之 ,得 


b 
V = 2x| Ef (Ed 


【 例 7.12] 求 由 曲线 y= 二 4 一 xz? 及 y= 二 0 所 围 成 的 图 形 绕 直 线 x 二 3 旋 »1 
转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 . 
〖 解 如 图 7-2 所 示 ,选择 y 为 积分 变量 , 且 0 三 y 三 4, 图 中 阴影 部 分 绕 
直线 x 二 3 旋转 所 成 图 形 的 体积 为 
dV = [x PM 一 nx QM’ Jdy, 
注意 到 zi = 一 V4 一 y ,zs 二 V4 一 y, 则 
dV =x[(3+ V4—y)— (3— Vy)’]dy = 12xr V4 一 ydy， 
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SR 
故 v= 12r| V4— ydy= 64x. 
0 


【 例 7.133 设 半径 为 R 的 球体 体 密度 jy = r? , 求 球体 的 质量 . 
(1)r 是 球 内 任 一 点 到 球 心 的 距离 ; 
(2)r 是 球 内 任 一 点 到 直径 的 距离 ; 
(3)r 是 球 内 任 一 点 到 过 球 心 的 平面 的 距离 . 
【 解 】(1) 如 图 7-3(a) 所 示 , 选 极 坐 标 系 ,积分 变量 选择 7, 以 极点 O 为 中 心 ,r 为 内 径 , 厚 度 为 dr 
的 球 壳 体积 为 
dV = rr dr， 
由 于 dr 很 小 , 球 壳 密度 可 看 做 均匀 的 ,为 y 三 一 ,于 是 其 质量 
dM = 4nxr’dr* rr: = 4xr'dr, 


下 WM | 4rrdr 一 去 rr| = 等 Rs 
(2) 如 图 7-3(b) 所 示 , 设 z 为 积分 变量 ,y 为 中 心 轴 , 以 z 为 内 径 厚 为 dz 的 圆柱 简 可 看 做 
图 中 阴影 部 分 绕 y 轴 旋 转 所 得 的 形体 ,其 体积 为 
dV = 2rr* 2VRi— x dr = 4nr VR — zx dz, 
故 质量 为 dM = 4rza VR — zx’ dr， 


M 一 4z| VRi— zx dz dee 


0 


4rRs| sin’tcos’ tdt 
D 


， = TorR. 
(3) 如 图 7-3(c) 所 示 , 选 直角 坐标 系 , 以 z 为 积分 变量 ,图 中 所 示 为 所 论 问 题 在 >Dz 平面 上 
的 投影 , 球 中 从 z 到 z 十 dz 这 部 分 球台 的 体积 为 dV = x(R’ 一 x )dz, 由 于 dz 很 小 , 故 


该 部 分 的 密度 可 看 做 均匀 的 ,为 六 = zx*. 于 是 其 质量 为 dM = xz(R 一 x )dz, 故 质量 


一 一 4rRs|， (1 — cos’t)cos’td(cost) = 4xR’| ; COS cos’t | 
0 


R DR 
M 一 2x| ee 2x| 1 gap | 一 AxRs, 
) 0 


C 


3 5 


(a) (b) (c) 
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第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 
题 型 一 ” 求 函 数 的 极 值 


(1) 求 出 了 (xz), 求 出 在 (a,6) 内 使 了 (x) = 0 和 使 了 (x) 不 存在 的 点 , 设 为 zx Gi 二 1,2,…,k); 
(2) 用 定理 2 或 3 验证 所 求 点 x; 是否 为 极 值 点 ; 

(3) 若 zw 为 极 值 点 , 则 f(zx) 为 极 值 . 

【 例 7. 14】 已 知 f(x) 在 点 zo 的 邻 域内 有 定义 , 且 有 

.FFCGz) 一 rzo) 

2 (rm oy 


其 中 ,n 为 正 整 数 ;& 隆 0, 讨 论 f(z) 在 zx。 处 是 否 有 极 值 . 


【 解 】 由 lim 人 避 一 个 一 ,依据 极限 与 无 穷 小 的 关系 定理 有 


fx) — fro) kk 十 a(x) ,其 中 lima(x) = 0， 


Cw 
于 是 f(x)— f(xo) = (有 十 wk (zo— To) 
可 知 当 之 在 x。 的 充分 小 邻 域 内 时 ,(k 十 a(x)) 与 & 同 符号 ， 
因此 
Q@ 当 工 在 zu 的 充分 小 邻 域内 时 , 若 为 偶数 , 则 f(x) 一 f(zo) 与 上 同 号 ; 
当 汪 0 时 , f(z) 一 f(zo) 二 0, 可 知 f(zxo) 为 极 小 值 ; 
当 二 0 时 ,f(z) 一 f(zo) 过 0, 可 知 f(zo) 为 极 大 值 . 
@ 当 z 在 ze 的 充分 小 邻 域 内 时 , 若 为 奇数 , 则 
fz) — f(xo0) = (ka(r)) (ro ro)". 
在 x 二 xo 的 两 侧 异 号 , 即 不 恒 正 ( 或 恒 负 ) ,可知 f(zxo) 不 是 f(x) 的 极 值 . 
【 例 7. 15】 设 p(Cz) 在 = zo 处 连续 ,上 且 g(xzo) 关 0, 试 研究 f(z) 二 (x 一 xo)"”p(z) 在 x 二 zo 处 
的 极 值 ,其 中 为 正 整 数 . 
【 解 】 设 6 为 任意 小 的 正 数 , 因 pCz) 在 xz 二 xo 处 连续 , 且 pCzo) 天 0, 故 
op(zo 一 6) ,p(xzo 十 6) 与 g(xo) 同 号 . 
i i 一 0), 当 工 二 xo 一 6 时 | 
(Bgplzo 二 6)， 当 z= xo 十 6 时 
Doplzxo) > 0， 
当 为 偶数 时 ,f(x) 一 f(zxo) 0,f(zo) 为 极 小 值 ; 
; _ < 05 交 天 2 一 人 
@) 当 n 为 奇数 时 ,f(zx) -fz) | a 
故 可 知 f(zo) 不 是 极 值 . 
@ p(xo) < 0， 
图 当 ?7 为 偶数 时 , 则 f(x) 一 了 f(zo) 二 0,f(zo) 为 极 大 值 ; 
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盖 0, 工 一 一 人 


< 0, 工 一 To 十 8 
故 可 知 f(xo) 不 是 极 值 . 


题 型 二 ” 求 函 数 的 最 值 


若 f(x) 为 定义 在 La,b] 上 的 连续 函数 , 则 最 值 的 求法 程序 为 : 
(1) 求 了 (zx), 求 出 驻 点 和 使 f(x) 不 存在 的 点 ; 
(2) 计算 出 (1) 中 所 得 到 的 各 点 的 函数 值 及 f(a)，,f(2); 
(3) 比较 以 上 各 函数 值 的 大 小 ,最 大 者 为 最 大 值 , 最 小 者 为 最 小 值 . 
若 y = f(x) 为 依据 实际 问题 的 大 小 ,最 大 者 为 最 大 值 ,最 小 者 为 最 小 值 . 
在 (a,b) 内 只 有 一 个 驻 点 , 则 f(zo) 即 为 所 求 的 最 大 (或 最 小 ) 值 . 
【 例 7.16】 由 直线 y 二 0,z 二 8 及 抛物 线 y 二 xz? 围 成 一 个 曲 边 三 角形 ,在 曲 边 y 二 x* 上 求 一 点 ， 
使 曲线 在 该 点 处 的 切线 与 直线 y 二 0 及 xz 二 8 所 围 成 的 三 角形 面积 最 大 . 
【 解 ] 如 图 7-4 所 示 , 设 所 求 切 点 为 PC(zo ,yo), 切 线 PT 交 zx 轴 于 A, 交 直 yy 


© 当 n 为 奇数 时 , f(x) -re 


线 工 一 8 于 也 ,切线 PT 的 方程 为 

YO— No = ZT0 kT CO— Ho)s 和 
又 P 了 点 在 y= 二 世上 ;因此 Ww 三 必 ， Pp 
A ey pA Ss 1 一 1 
令 有 扩 计 0, 得 Re 了 Yo 本 点 的 坐标 为 A( 志 z。 sO y 9] A 0) CD- 
令 工 二 8, 得 y= 二 16zo 一 x,B 点 的 坐标 为 B(8,16zxo 一 好 )， Ee 
于 是 AABC 的 面积 为 

J 1 y 

SAaac = 3 (8— Fr ) C16 ji ro 

令 8 一 寺 (3 才 一 6tzm 十 16X 16) = 0>m = ,x 二 16( 舍 去 ). 


因为 S (可) 一 一 8 过 0, 所 以 S( 带 )== 4996 为 极 大 值 
故 S( 吉 )== 多 9 为 所 有 三 角形 中 面积 最 大 者 . 

【 例 7.17] 在 本 圆 到 十 和 一 1 内 嵌入 一 内 接 矩形 ,使 其 边 平行 于 梢 圆 的 轴 , 且 面积 最 大 . 

【 解 】 设 x,y 为 矩形 的 半 长 , 则 矩形 面积 为 S 一 4zy ,由 题 设 可 知 (z,y) 为 酉 圆 上 的 点 . 


区 2 2 T= acost 
因为 二 十 3z 二 1 过 i 
a 6 y = bsint 
所 以 S = 4absintcost = 2absin2t. 
S' 一 4abcos2t, 令 S' 一 0, 得 与 一 开心 一 到， 


SY 


全 8ab sin2t .二 = 一 8ab = 0， 


t= 地 z= 地 
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学 


Ee 
t= 


故 S (下)= 2ab 为 内 接 矩 形 的 最 大 值 ,此 时 矩形 的 边 长 分 别 为 2x = V2a,2y 一 Vab. 


【 例 7. 18】 曲线 > 二 4 一 x 与 y 二 1 十 2z 相交 于 A,B 两 点 ,在 抛物 线 上 AB 两 点 间 求 一 点 C ,使 
AAA4BC 的 面积 最 大 ,并 求 最 大 面积 . 


=— 8ab sin2t ,= 8ab > 0, 


三 下 
4 


【 解 】 先 求 A,B 两 点 的 坐标 . 
二 1] 十 2 E's 1 Yi s= 8 
解 方程 组 (” 7 得 和 os 
y= 4—x Za 一 一 3 ya 一 一 5 


所 以 A(1,3),B( 一 3, 一 5), 抛 物 线 上 CC 点 的 坐标 为 (x,4 一 工 ?)， 
于 是 , 八 ABC 的 面积 S 为 


4 一 x: 1 


S 1 a 本 = | 去 Ga | 
| ] 3 1 

先 求 S， = 二 6 一 4x 一 2x’ 的 驻 点 ， 

dS, | dsS， 

本 二 4 = 本 x (OF 下 本 4 过 0， 


故 S, 的 最 大 值 点 为 x = 一 1, 因 而 也 是 S 的 最 大 值 点 ,S( 一 1) = &. 


题 型 三 。” 关于 方程 根 的 讨论 


(1) 只 知 f(x) 在 [a, 妇 上 连续 ,而 没有 说 明 f(x) 是 否 可 导 , 则 一 般 用 闭 区 间 上 连续 函 


(2) 作出 f(x) 的 一 个 原 函 数 F(x) ,证 明 下 (xz) 满足 罗 尔 定理 条 件 , 从 而 得 出 f(x) 的 零 
点 的 证 明 . 

2. 方 程 f(x) = 0 的 根 的 个 数 的 讨论 
解 题 步骤 


(1) 求 出 f(z) 的 驻 点 和 使 f(x) 不 存在 的 点 ,划分 f(x) 的 单调 增 减 性 区 间 
(2) 求 出 各 单调 区 间 的 极 值 ( 或 最 值 ); 
(3) 分 析 极 值 ( 或 最 值 ) 与 x 轴 的 相对 位 置 . 
3. 方 程 f(x) = 0 的 根 的 唯一 性 的 研究 
解 题 思路 
(1) 利用 零 值 定理 (或 罗 尔 定理 ) 证 明 f(x) = 0 至 少 存在 一 个 根 ; 
(2) 利用 函数 的 单调 性 证 明 f(x) = 0 最 多 只 有 一 个 根 . 
【 例 7. 19】 设 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 ,f(a) = f(b) ==0, 了 (4a)。 了 (4) 二 0 证 明 : 在 Ca,o) 内 
至 少 存在 一 点 6, 使 得 f(&) = 0. 
【分 析 了 本 题 仅 知 f(x) 在 La,b] 上 连续 ,因而 只 能 用 零 值 定理 证 明 . 
【证 本 由 假设 f(a) 与 1/ (5) 同 号 ,不 妨 设 六 Ca) > 0, 了 1 (5) 之 0, 由 导数 定义 有 
放 = di A Ss 0s 


证 
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由 极限 定理 ,存在 一 个 让 > 0, 当 4 过 z 之 a 十 时 ,并 如 二 8) > 0, 又 (a) = 0, 必定 


f(z)>0. 
同 理 ,由 广 (6) >> 0, 6) = 0, 存 在 一 个 2 > 0, 当 0 一 2 二 zx 二 5b 时 f(x) 二 0. 
令 0 二 6 二 min(6,6), 则 当 zxE(la,a 十 0) 时 , f(z) 这 0; 当 zs€E00 一 6,0) 时 ，FCz ) 一 0. 
又 显然 f(x) 在 [xi ,zx;] 上 连续 ,由 零 值 定理 ,在 (zxi ,zx;) 内 至 少 存在 一 个 &, 使 f(&) ==0, 从 
而 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 个 6, 使 f(&) = 0. 

【 例 7. 20】 设 a,al,… ,a 为 满足 


QI | Q2 | ! QQ 


2 “” 久 | 
的 实数 ,证 明 方程 we 十 az 十 oa 妇 十 … 十 az 一 0 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
【分 析 】 消 数 f(x) = ao 十 az 十 az 妇 十 … 十 az 虽然 在 L0,1] 上 连续 ,但 却 难以 验证 f(x) 在 
Lo,1] 上 的 某 个 子 区 间 的 端点 处 的 函数 值 是 否 异 号 . 但 是 经 分 析 发 现 f(x) 的 原 函 数 


C0 十 0 


CC 4 7 十 1 


Pz) 一 aoZ 十 了 3x1 “十 4 了 1 
在 zx 二 1 处 的 函数 值 F(1) 恰好 满足 题 设 已 知 条 件 ,F(1) = 0, 为 此 该 命题 可 利用 罗 尔 定 
理 来 证 . 

〖 证 】 作 辅助 函数 
a [1 si a Un 1 
B(x) = gw1 2 十 3z + i 和 
显然 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 又 因为 
Ss = Ql GQ2 | Qn 
FCO0) = 0,F(1) mt ot | “而 赴 0， 


由 罗 尔 定理 ,存在 一 个 &€ (0,1) ,使 得 F (&) 二 0， 
即 a 十 a1f 十 az 台 十 … 十 4s” 二 0. 命题 得 证 . 
【 例 7.21] 设 f(z) 在 (一 ,十 吕 ) 内 可 微 ,证 明 : 在 f(x) 的 任何 两 个 零点 之 间 必 有 f(x) 十 f(x) 
的 一 个 零点 . 
【分 析 】 设 a,Bla 二 B) 为 f(x) 的 任意 两 个 零点 ,要 证 的 是 存在 一 个 & El(a,B) ,使 得 
f++f (= 0. 
因为 f(x) 可 微 , 故 可 用 罗 尔 定理 证 明 , 其 辅助 函数 可 用 积分 法 构造 . 
f(z)+f (zx)=0 


df (2), 
f(x) dz 


访 lInf(x) 一 一 工 十 lnC 


福成 亲 坚 E>f(n)e = 


令 F(x) = 二 f(x)e” 即 可 . 
【证 】 作 辅助 函数 下 (Cz) = f(x)e”， 
显然 f(x) 在 [a,8] 上 连续 ,上 且 在 (a,8) 内 可 微 , 其 中 a,B 为 f(zx) 的 任意 两 个 零点 , 即 
Fa) = FB =0a<h, 
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Fla) = (ae =0= f(Be = FB), 
可 知 F(x) 在 La,8j] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 于 是 存在 一 个 &€ (a,B) 使 
F’(é) = 0, 
即 ef (8) 十 ef'(&) 二 0, 亦 即 f(&) 十 万 (5) == 0. 命题 得 证 . 
【 例 7. 22】 设 jz) 在 [0,xj] 上 连续 ,在 (0,r) 内 可 导 , 且 


| fcr)coszdz 一 | 7copsinzdz 一 0， 
证 明 : 存 在 一 个 &€ (0,r) 使 得 六 (9 = 0. 
【证 明 】 因 为 在 (0,x) 内 sinzx 二 0, 直 [fn)sinzdz 二 0 可 知 f(x) 在 (0,r) 内 不 能 恒 为 正 或 负 ， 


由 于 f(x) 的 连续 性 可 推 知 f(x) 在 (0,r) 内 必 有 零点 .证 明 零 点 有 两 个 以 上 ,可 用 罗 尔 
定理 命题 证 . 
用 反 证 法 证 : 若 zo E (0,r) 是 f(x) 的 唯一 零点 , 则 当 工 天 z 时 ,sin(Cz 一 zo)。FCz) 就 


恒 为 正 的 (或 负 的 ) ,于 是 | sin(z = 总 的 二 世 条 
| “sin(z — zo) 。 f(z)dz = | Csinzcosz, pw 
es coszo | sinzf Cx) dz — sinzo | coszf (x)dz = 
(由 题 设 条 件 | sinzf (x)dz = | eoszf Cz)dz = 的 
两 者 矛盾 , 故 f(x) 在 (0,x) 内 至 少 有 两 个 零点 ,由 罗 尔 定理 命题 得 证 . 
【 例 7. 23] 证 明 方程 nz 一 三 一 | VI 一 cos2zdz 在 (0, 十 co) 内 有 且 仅 有 两 个 不 同 实 根 . 
【证 | VI cos2zdz = | Vasinrzdz = V2| | sinz | dz 
a V2 | sinzdz = 人 二 新 砚 ， 


令 F(x) = lnz 2V2 ， 


pCR 二 一 二 , 令 主人 三 记 列 表 不 关 却 
表 7-2 
6 十 区 9 


F(e) = 2V2 极 大 值 六 


由 表 7-2 可 知 (x) 在 (0,e) 与 (e, 十 ce) 分 别 至 多 有 一 个 零点 . 
又 因为 x 二。e 是 F(x) 在 (0, 十 ceo) 上 唯一 的 驻 点 ,FCe) = 2V2 是 FCz) 在 (0, 十 ce) 内 的 


Z-0 


lim (Inz + 2V2 一 所 ]= 一 %， lim F(x) 一 一 co 可 知 下 (x) 在 (0,e) 和 (e, 十 co) 内 分 别 至 


we 人 -十 co 


少 有 一 个 零点 , 故 F(x) 在 (0, 十 ce) 内 有 且 仅 有 两 个 实 根 ， 即 方程 Inz = 


并 
€ 
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| Vi 一 cos2zxdx 在 (0, 十 co) 内 有 且 仅 有 两 个 不 同 实 根 . 


【 例 7.24】 设 函数 f(x) 在 闭 区 间 [0,1] 上 可 微 , 对 于 [0,1] 上 每 一 个 zx, 函数 f(x) 的 值 都 在 开 区 - 
间 (0,1) 内 , 且 f(x) 关 1, 证 明 : 在 (0,1) 内 有 且 仅 有 一 个 zx, 使 f(x) =z. 
【证 】 令 F(x) = f(z) 一 zx, 由 题 设 可 知 下 (zx) 在 [0,1] 上 连续 ,又 由 于 0 过 f(x) 二 1, 所 以 
F(0)= f(0)—0>0, F(1)= FG) 一 1 二 0， 
由 闭 区 间 上 连续 函数 的 零 值 定理 可 知 , 在 (0,1) 内 至 少 有 一 点 zx, 使 F(z) == 0, 即 f(x) = 
Xx. 用 反 证 法 证 F(x) 在 (0,1) 内 至 多 有 一 个 零点 . 
若 不 然 , 3 zx ,zs E (0,1) ,zi 过 zz ,使 得 
JCzi) 一 Zrzz) 王 Ta， 
由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,至 少 存在 一 个 x € (xi ,xs) CC (0,1) 使 得 
Re F(a)— FOB 大 一 上 益 1 ， 


Ta ™" ts Fs 一 HI 


与 题 设 矛盾 . 
综 上 所 述 ,命题 得 证 . 
【 例 7.25】 设 f(x) 在 [a, 十 ce) 上 连续 , 当 垃 之 ea 时,FCz) 之 &>0, 其 中 四 为 常数 ,又 f(a) 一 


0, 证 明 :方程 f(x) 二 0 在 (aa 十 上 二 ) 内 有 唯一 实 根 , 
[证] 由 题 设 ,在 (4,a 十 上 用 2 上) 内 ,cz 二 二 0 可 知 在 该 区 间 内 f(z)“7”, 因 此 /Cz) 在 该 


区 间 内 至 多 有 一 P| 
再 证 /(x) 在 该 区 间 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


由 题 设 知 ,f(z) 在 [ava 十 /2 ] 上 满足 拉 格 妥 日 定理 条 件 , 故 至 少 存在 一 个 € 
| f(a) | | f(a) | _ | 
{arate 1 开 ) f(a) f (6) ， 


再 由 题 设 当 E 之 < 时 , 广 (9 >>&>> 0, 于 是 有 
fat tl)> Fa 二 LO = /+f |=0, 


又 f(a) 一 0, 由 零 什 定 值 ,F(z) 在 (44 十 人 |) 内 至 少 有 一 个 零点 . 


综 上 所 述 , 命 题 得 证 . 
【 例 7. 26】 试 讨论 方程 ze ”二 a(a 二 0) 的 实 根 . 
〖 解 ] 令 (x) = xe“ 一 a, 则 方程 xe” = a 的 实 根 的 个 数 相当 于 下 (x) 的 零点 的 个 数 . 为 此 研究 
F(zx) 的 单调 性 及 极 值 ( 或 最 值 ). 
令 FCz) = 二 (1 一 zx)e ”= 二 0 坊 z 二 1, 见 表 7-3. 
表 7-3 


因为 x = 1 是 下 (zx) 唯一 的 驻 点 ,F(1) 王后 一 4 为 (一 c ,十 ce) 上 的 极 大 值 , 因 此 也 是 最 
大 值 ,以 下 就 (1) 二。 ! 一 a 与 x 轴 的 相对 位 置 讨论 下 (x) 的 零点 . 
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四 车 Ff(1) = 二 el 一 a 二 0, 即 (1,e! 一 a) 位 于 xz 轴 下 方 ,由 表 所 示 ,F(x) 与 x 轴 不 会 有 交 
点 ,因此 F(x) 没有 零点 . 
四 若 FG) 王后 一 2 一 0, 即 (1,e 一 c) 位 于 工 轴 上 ,由 表 所 示 F(Cz) 与 zx 轴 除 (1,e1 一 a) 
点 外 再 不 会 相交 ,因此 f(x) 只 有 唯一 的 零点 . 
四 若 FG)=e 一 4 盖 0, 即 (1,e 一 a) 位 于 工 轴 的 上 方 , 由 表 可 知 f(x) 在 (一 ce,1) 内 
“7",H lim F(x) 一 lim (ze 一 a) 二 一 00, 可 知 F(z) 在 (一 ,1) 内 有 且 仅 有 唯一 的 零 
点 ;而 F(z) 在 (1, 十 co) 内 "”, 且 lim F(x) = 一 a 过 0, 可知 F(x) 在 (1, 十 co) 内 也 有 且 
仅 有 唯一 的 零点 . 
总 之 ,在 这 种 情况 下 ,F(zx) 在 (一 seo, 十 ce) 内 有 且 仅 有 二 个 零点 . 
综 上 所 述 , 当 e 1 一 a 二 0, 即 4 之 eI 时 ,方程 没有 实 根 ; 当 a = e- 时 ,方程 有 唯一 实 根 ; 当 
a 二 ee 时 ,方程 有 两 个 实 根 . 

【 例 7. 27】 设 Az) 在 La, 十 ce] 中 二 阶 可 导 , 并 满足 ja) =A>0,Fa) 二 0, 当 坟 >a 时 ,大 (z) 

二 0, 证 明 : 方 程 f(x) =0 在 (a, 十 ce) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 

【证 】 因 为 PCz) 天 0, 所 以 PCz 人 ,因而 当 z 二 aa 时 ,PCz) 过 了 (a) 二 0, 故 f(x) 在 (a, 十 
co) 内 严格 单调 下 降 ,因此 f(x) = 0 在 (a, 十 ce) 内 至 多 有 一 个 实 根 . 
以 下 证 明 f(x) = 0 在 (c, 十 ceo) 至 少 有 一 个 实 根 . 
由 题 设 可 知 f(x) 在 x 二 a 的 右 侧 可 展 成 泰勒 公式 : 


Ee td De + 地 FO (ra) 
因为 PCz) 二 0, 所 以 了 (8&) 二 0, 于 是 f(x) 过 f(a) 十 f(a) (zx 一 a)， 


当 工 充分 大 时 ,不 妨 设 x。 = a 一 大和 , 则 
f (a) 


f(z) < Jo) 十 Po)| ( es) a|=°. 


又 f(a) >0, 由 零 值 定理 可 知 , 至 少 存在 一 个 上 E (ayzo), 使 f(&) 一 0. 
综 上 所 述 命题 得 证 . 
【 例 7.28]】 证明: 当 a? 一 365 二 0 时 , 实 系数 方程 x 十 ax’ 十 bz 十 c= 二 0 只 有 了 唯一 的 实 根 . 
【证 】 令 f(x)= 二 x 十 ar? 十 br 十 c， 
先 证 f(x) 在 (一 co ,十 co) 内 至 少 有 一 个 零点 ,将 f(x) 改写 成 
a b Ee 
P= a 
当 并 充分 大 时 ,可 知 f(x) 的 符号 与 x 相同 , 设 ze 0 为 足够 大 的 z 值 ,于 是 
flzxo) >0,f(— zo) 0, 
由 零 值 定理 ,至 少 存在 一 个 上 E (一 zo,zo) C (一 ceo, 十 co), 使 7(6) = 0. 
再 证 f(x) 至 多 有 一 个 零点 . 
由 六 (x) = 3z2 十 2az 十 0 可知 该 二 次 三 项 式 的 判别 式 为 
B2: 一 4AC = (2a)2 一 120 一 4(o 一 30) 二 0( 由 题 设 )， 
又 A 二 3 之 0, 故 了 (zx) >0, 可 知 f(x) 单调 上 升 , 因 此 f(x) 至 多 只 有 一 个 零点 . 
综 上 所 述 ,命题 得 证 . 


190 


一 元 微 积分 的 应 用 ‖ 第 狼 章 


Ee | 
题 型 四 ”函数 渐 近 线 的 求解 
提 ; 示 ;1” 水 平 渐 近 线 . 
若 lim f(x) = 6, 或 im f(z) = 65, 则 y 一 0 称 为 函数 y = f(x) 在 右 侧 或 左 侧 的 水 
平 浙 近 线 . 
2” 铅 直 渐 近 线 . 
者 inyem 一 = i 二 0, 则 z= zo 称 为 y= f(zx) 的 铅 直 渐 近 线 . 
3° 斜 渐 近 线 ， 
车 4 = lim 万世 = lim [f(z) 一 az], 则 y= az 十 b 称 为 y 一 f(z) 的 右 侧 斜 源 
近 线 . 
车 4 一 lim 名 ,6 二 lim[f(z) 一 arj], 则 y= azr 十 b 称 为 y 一 f(z) 的 左 侧 斜 渐 近 
线 . 
4 在 同一 个 ,水 平 浙 近 线 和 和 斜 源 近 线 不 能 同时 存在 . 
【 例 7.29] 设 曲线 y 一 1 6 , 则 该 曲线 
-xe 
(A) ee (B) 仅 有 水 平 渐 近 线 . 
(C) 仅 有 铅 直 渐 近 线 . (D) 既 有 水 平 又 有 铅 直 渐 近 线 ， 二 


【 解 】lim 十 e” 二 1,y = 1 为 水 平 渐 近 线 ， 
Too 一 人 区 


lm 上 Te 二 co,z=0 为 铬 直 渐 近 绕 ， 


TO0 业 a er™ 


由 此 可 知 该 选 (D). 
【 例 7. 30 了 曲线 y 二 zz 十 Vz 一 z 十 1 
(A) 没有 渐 近 线 . (B) 有 一 条 水 平 渐 近 线 和 一 条 斜 渐 近 线 . 
(C) 有 一 条 铅 直 渐 近 线 . (D) 有 两 条 水 平 渐 近 线 . 【 3 


有 
庆 
zoo 苑 十 co 忆 光 


lim [f(x)—2x] = lim (Vx:—Zz++l1— zx) 
= 十 oo -十 co 


所 以 y= 2z 一 方 为 右 侧 斜 渐 近 线 . 


一 十 冯 一 工 下 
lim (z+ Vx 一 天 本] = fim Cli 一 三 . 
= 一 Vz2 一 工 十 1 2 


所 以 y 一 去 为 左 侧 水 平 浙 近 线 , 故 选择 (B). 


题 型 五 ”函数 作 图 


d 求 出 > = f(x) 的 定义 域 ; 

@ 判别 > = f(z) 的 奇偶 性 .周期 性 ; 

图 求 出 y = f(z) 与 坐标 轴 的 交点 (尽量 求 , 不 强求 ); 

@ 求 出 了 六 (zx), 求 出 驻 点 和 使 (x) 不 存在 的 点 , 求 了 (zx) = 0 的 点 及 使 了 (zx) 不 存在 的 点 ; 
@ 求 出 渐 近 线 ; 

© 将 所 求 结 果 按 特殊 点 由 小 到 大 排列 ,列表 ; 

@ 绘制 曲线 (在 坐标 系 中 先 画 出 渐 近 线 ,特殊 点 ). 


【 例 7.31] 描绘 函数 y 一 < 十; 的 图 形 . 
【 解 】@ 定义 域 为 天 1, 即 (一 co,1) U (1, 十 2). 
@ 与 坐标 轴 的 交点 为 (一 1,0). 


i 2 Ne 
@y 一 和 汪汪 生 , 令 y 一 0>x 一 -1,zx 一 5, 使 y 不 存在 的 点 为 x = 1( 因 为 在 该 


= 全 二 , 今 y = 0B% =— 1, 


点 处 原来 的 函数 没有 定义 ,所 以 也 可 不 写 出 ) ,y 
使 y 不 存在 的 点 为 x 二 1. 


@ 因为 lim 加 十 六 = co, 所 以 zx 一 1 为 y 的 铝 直 渐 近 线 ， 


lim 《站 十 
im 


四 
因为 4 二 ]im ee 《CO 本 下 


三 六 


六 二 lim[ 2+ 3 | 


所 以 y = 工 十 5 为 函数 的 斜 渐 近 线 . 
@ 列表 7-4. 


并 一 上 


( 铅 直 渐 近 线 ) 


@ 作 图 (如 图 7-5 所 示 ). 


1 


， 
， ,2 y=X+5 


>X 
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题 型 六 求 平面 图 形 的 面积 


b b 
S = | rcodz S | | fx) | dz 
让 
5 的 
= (y 
| 0 X= 0) 
0 i 
(ec) (d) 
图 7-6 
d b 
s=| Cy = gt ydy s=| Fd rt | i 


2. 边界 直线 为 参数 方程 的 图 形 的 面积 
i 
y= y(t) 
@ 设 一 个 上 下 限 , 若 | yy CDdr 为“ 正 "的, 则 它 就 是 图 形 的 面积 ; 若 为 “人 负 ” 的 , 则 只 要 更 换 
一 下 积分 上 下 限 便 得 所 求 面积 . 
3. 极 坐标 下 平面 图 形 的 面积 (如 图 7-7 所 示 ) 


‘nihs= | yy Dd 


(a) (b) 


B B 
S 一 于 | p*(0d0 S 一 到 | [Eco) 一 mi(O)]dg 


【 例 7. 32] 求 界 于 两 梢 圆 五 十 恤 = 1 ,到 十 点 = 1(a 之 65 之 0) 之 间 的 图 形 面积 
【 解 ] 由 于 图 形 的 对 称 性 ,两 酉 圆 的 交点 在 直线 y 工 和 y 一 一 = 上 ,因此 所 求 面积 S 为 在 第 一 象 
限 中 由 直线 y 一 z,z 轴 及 椭圆 共 十 息 一 1 所 围 成 图 形 的 面积 的 8 售 , 为 方便 起 见 ,将 天 十 
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5 二 1 化 为 极 坐 标 方程 . 


) i = 4 "2 二 2 
将 | 一 人 代入 椭圆 方程 = 了 只 ,入 六 


We 


-了 人 3 a | 1 a 了 
8 $| ,oC0) a 人 0 ey RT Ee 0 


cos:0(1 + 气 bn “的 


三 -4 一 Co d (Dtang) 一 4abarctan (tang) 一 wa 


【 例 7. 33] 从 拖 师 编 ， 一 地 一 1 上 的 点 也 引 抛物 线 y == x* 的 切线 ,证 明 该 切线 与 > 二 所 转 


成 的 面积 与 P 点 的 位 置 无 关 . 
〖『 证 〗 如 图 7-8 所 示 , 设 Qi (xi,y1) ,Qs (xs ,yz) 分 别 表示 从 点 P(xo ,yo) 
向 抛物 线 y == x* 引出 的 两 条 切线 的 切 点 . 
Kpo, = 2 BQ 的 方程 为 yO— Yo = Zw (FO— vo) 
因为 yo 二 下 一 1, 又 Q(zi,y1) 在 抛物 线 y 二 x* 上 ,有 w= x1， 
所 以 zx? 一 (zx 一 1) 一 2z(zi 一 Zo) 全 (zl 一 Zo)2 一 


元 一 ro = lw 三 页 十 1 看 = Ko—1; 
于 是 切线 PQ1 ,PQ; 的 方程 分 别 为 
y= oo | Te Cot Ls 图 ?8 


y= Wm CT— lps= (R01); 
由 y 二 x? ,PQi 及 PQ, 所 围 图 形 面积 为 


S = | [2 一 2 — 141)z 丰 wo 二 D2]dz 十 | [zz 一 2(zo 十 1) 垃 十 (zo 十 1)2]dqz 


zo zotl 
| ee D?]dz 十 | [x —2(zo + Dzt+ (zo tl)’Jdzr m3. 
有 一 | To 


由 此 可 见 S 与 zo 无 关 , 故 S 与 点 PCzo,y) 的 位 置 无 关 . 
【 例 7. 34】 求 双 纽 线 pg 二 2a*cos20(a 二 0) 所 围 图形 的 面积 . 


【 解 〗 通 过 对 方程 o: 二 a?cos20 分 析 可 知 ,其 图 形 是 关于 xz 轴 (因为 用 一 0 代 9 方 程 不 变 ),y 轴 (用 
x 一 9 代 9 方程 不 变 ) 对 称 , 故 只 需 计 算 它 在 第 一 象限 的 面积 ,然后 乘 4 即 得 . 现 确定 第 一 象 


限 中 0 的 变化 范围 :o == 0 过 cos20 二 0 过 20 一 3 三 


= 222 


© nh 


于 是 ,S 王 WR pd0) = | 2a2zcos20d0 = 2a’ I cos20d(20) = 2a’ » sin20 
【 例 7. 35】 求 摆 线 的 一 拱 与 二 轴 所 围 图 形 的 面积 


一 Q(t sint) 


【 解 】 押 线 的 方程 为 | gs 二 二 


NG cosi)“ 


2 2r 
| yx (1) dt = a(l— cost) »« a(l — cost)dt 
0 


二 六 4 — 2cost + cos:t)dt = 3ra2， 
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i 
【 例 7.36】 求 两 曲线 6 一 V2 cosbg 及 p? 二 V3sin29 所 围 图形 公 共 部 分 的 面积 (如 图 7-9 所 示 ). 
2 
3sin20 
PAacosO 
图 7-9 
【 解 】 求 两 曲线 的 交点 . 
= V2 cosb : 和 
f eS >tang 本 和 >|. V3 sin20d0 十 吝 | ,2cos’0d0 一 


0 = V3sin20 
题 型 七 ” 求 立 体 的 体积 


1y 
SO) 
O a x b ~ 
图 7-10 
(2) 旋转 体 体积 (如 图 7-11 所 示 ) 
[4 
?= 
y= (x) a 
Ol a Br 
(a) (b) 
图 7-11 


6 6 
到 -和 王 | f°*(x)dr 及 屋 | [fiC(x)— fi(x)Jdzr 


V, = 2x| zf Cz) dz V, = 2x| zLfilz) — filtz) dr 


【 例 7.373 一 平面 经 过 半径 为 RR 的 圆柱 体 的 底 圆 中 心 并 与 底面 交 成 角 a ,计算 圆柱 体 被 该 平面 截 


割 下 的 那 部 分 体积 , 
【 解 】 如 图 7-12 所 示 , 底 圆 方程 x 十 y* 二 R’ 在 zx 处 用 垂直 于 x 轴 的 平面 截 割 形体 所 得 截面 为 


一 直角 三 角形 ABC ,其 面积 
198 


SAaBc = AB .BC = pe 。 ytana 一 SR — ZX )tane, 


故 所 求 形体 体积 为 


R R 
六 二 | 到 CR — x’)tanadx 一 4 (R’ — zx’)tanadx = SR’tana. 
_R 0 区 


【 例 7. 38】 过 点 P(1,0) 作 抛 物 线 > = Vz 一 2 的 切线 ,该 切线 与 上 述 抛物 线 “ 


及 工 轴 围 成 一 平面 图 形 ( 如 图 7-13 所 示 ), 求 此 图 形 绕 x+ 轴 旋 转 一 图 9-12 
周 所 成 的 旋转 体 体积 . 
【 解 】 设 所 作 切 线 与 抛物 线 相 切 于 点 Q(xo ,yo)， tp 
/ 1 1 
切线 已 J 笠 深 R 一 Ne 一 
人 了 pv 2 gy 一 2 
1 
切 乡 P 的 方 于 $F 0 一 2 一 《还 so 
线 PQ 的 方程 y 一 Vv 7 . 
因为 P 点 在 PQ 上 ,所 以 一 Vw 一 2 一 一 一 (一)>x 一 3， 
2VDm 一? 图 7-13 
于 是 切线 方程 为 六 一 去 (z 一 了 


故 所 求 旋转 体 体积 V = | T(x 1)*dz «| Cz 2dw = 


【 例 7. 39】 求 星 形 线 x 十 yf = a? 所 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 所 得 旋转 体 体积 . 
【 解 〗 由 于 图 形 的 对 称 性 ,只 要 算出 第 一 象限 部 分 绕 x 轴 所 得 旋转 体 的 体积 ,2 倍 之 即 得 所 求 体 
积 . 从 本 例 看 ,将 方程 化 为 参数 式 为 宜 : 
[ 一 acos’t, 


y = asin’i. 


故 V; = 2x| ydz = 2x| . azsinst。( 一 3acos2zsint)dt 
2 3 人 二 32 3 
6ra | (sin't— sin’t)dt 105rQ& ， 
题 型 八 ” 求 平面 曲线 的 弧 长 
人 b 可 
: 提 :: 示 :1.L:y 二 Jrz),a 委 zz 委 0， | vV1 十 y “dz。 
X= z(t), B 
2.L: | a 和 上 和 有 ， bl Vr (ty (2) dt. 
y= y(t), a 
B 
3.L:p=p(0),a<0<p, t= | Vo (0) 十 o (0) d0. 


【 例 7. 40 了 求 曲线 y = In(1 一 zz) 上 相应 于 0 过 x 之 3 的 一 段 弧 . 


【 解 ]1 一 | VIT7 dz = | i+ (TS) dz 
_ 1+zxz, _ ,1/2r_1 1 1 
| 和 . | [二 二 + 二 2 
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1 


| 二 二 天 3 
n 
由 一 ww 


1 : 
5 ln3 2 


X= 1—cos 
【 例 7.41] 求 押 线 | “5 上 相应 于 0 过 1 之 2x 的 一 拱 . 


y= to sint 


【 解 】/ 一 | VX 二 yz dt 


四 Vsinzz 十 (1 一 cost)zdt = ?| sn 二 站 二 
题 型 九 “” 求 旋转 体 的 侧面 积 
提 ;: 示 :1 yy = jz) 三 0a 过 z 云 和 如 图 7-14 所 示 . 


S 则 一 | 2xf Cz) Vl 二 f(x) dz 


cy 


图 7-14 


则 Sw = | 2ry() VID Fy de. 
3” r=r(0);a VO, | 
则 Sw 一 | 2rrCOsing Vr (0) 十 (0) d0. 
【 例 7. 42】 过 原点 作曲 线 y = Vx 一 1 的 切线 , 求 由 此 曲线 .切线 及 xz 轴 围 成 的 平面 图 形 绕 x 轴 


旋转 一 周 所 得 到 的 旋转 体 的 表面 积 . 
【 解 】 作 草图 如 图 7-15 所 示 . 


图 7-15 
设 切 点 为 (x, ,Vz 一 1 );, 则 过 原点 的 切线 方程 为 
加 1 
"eT 


再 将 点 (zo, Vzro—1 ) 代 入 上 式 , 解 得 
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了 


所 以 切线 方程 为 y 一 记 x 


由 曲线 y = Yr 一 1(1 二 zx 二 2) 绕 zz 轴 旋 转 一 周 所 得 到 的 旋转 面 的 面积 为 
SI | 2xy ViTy dz =a| Vir-— Bdz ~ (5 1). 


由 直线 段 y 一 序 x(0 之 x 之 2) 绕 z 轴 旋转 一 周 所 得 到 的 旋转 面 的 面积 为 


2 
S = | 2x 二 2 .dz = Vn. 


因此 ,所 求 旋转 体 的 表面 积 为 $= Si 十 S; = 站 (11V5 一 1). 


= ]— eost 


【 例 7. 43 求 出 线 | ， “(0 < (< 2) 绕 工 轴 和 > 轴 施 转 一 周 所 得 到 的 旋转 面 的 面积 


[ 解 】 . = sint 


(0 Qt Za) 
y 一 1 一 cost 


设 S; 与 S$, 分别 是 曲线 绕 x 轴 和 > 轴 旋 转 一 周 所 得 到 的 旋转 面 的 面积 , 则 
S. = 2x| >， ViT Ty d= 2r| (4 sint): 2sin £ dt 一 16m， 


9 = 2x| Tw* yy 由 = 2x| "a 一 cost)。2sin 到 di Es 
0 


64 
i 


3 
题 型 十 ” 变 力 做 功 、 引 力 、 液 体 的 静 压力 


【〖 例 7.44】 由 抛物 线 y 二 x? 及 y= 二 4x 绕 y 轴 旋转 一 周 构 成 一 旋转 抛物 面 的 容器 ( 训 面 如 图 7-16 
所 示 ) ,高 为 H. 现 于 其 中 盛 水 ,水 高 了 , 问 要 将 水 全 部 抽出 ,外 力 需 做 多 少 功 ? 


图 7-16 
【 解 〗 设 水 的 比重 为 ,图 中 阴影 部 分 的 水 重量 为 


x 人 (> 一 字 ji 5 二 Tnpydy, 
抽出 这 部 分 水 外 力 需 做 的 功 为 


i Fay (H— ydy, 


故 抽出 全 部 水 外 力 需 做 的 功 
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kr 
矿 二 Fay] y CH — ay = wp. 
【 例 7. 45】 半 径 为 RR, 比 重 为 o( 大 于 1) 的 球 沉 入 深 为 百 ( 大 于 2R) 的 水 池 
底 , 现 将 其 从 水 中 取出 , 需 做 多 少 功 ? SN 
【 解 】 建立 坐标 系 如 图 7-17 所 示 , 将 球 从 底 捞 出 所 需 做 的 功 分 为 两 部 分 和- 0 一 
(1) 将 球 从 池 底 提升 到 球面 与 水 平面 相 切 时 所 需 做 的 功 W; [| 
(2) 将 球 进 一 步 提 离 水 平面 所 做 的 功 为 W，. | -= 有 


先 求 Wi ,在 水 中 所 用 外 力 : 
F'n 二 球 重 一 浮力 = xR'o— 全 xR' ,于 是 


Wi = Fn. (H—2R) 一 SnR’ (o DH — 2R). 
再 求 W, ,将 球 从 水 平面 提出 高 度 为 x 单位 时 所 用 外 力 
Fw 二 球 重 一 浮力 一 人 xRsc 一 水 下 部 分 球 缺 的 浮力 


4 :py 2 _h\_4 3 2 | 2 
= SrR'o— nh (R 3 srRig— xn(2R— x) [R 3 (2R z) | 


= LR (gl) — 2 3Re’], 
其 中 ,h 为 球 缺 的 高 . 


2R 
故 ”所 需 做 的 功 W, = | [4R' (a— 1) 一 号 十 3Rz?]dz 
= 持 [4R'(o 一 Dz 一 夺 十 Re J 多 = xR' (20 — 1), 


于 是 将 球 从 池 底 捞 出 的 外 力 需 做 的 功 为 
W = Wi + W, = SrRs(c DH 2R) + xR'(20—1) 


兰 人 xR'[R+ ta = 


【 例 7. 46] 边 长 为 和 2 的 矩形 薄板 (a > 5b) ,放置 于 与 液 面 成 < 角 的 液体 内 ,长 边 平行 于 液 面 ,位 
于 深 刀 处 , 设 液体 的 比重 为 c, 求 薄板 所 受 的 压力 P. 


【 解 ] 建 立 坐 标 ,如 图 7-18 所 示 , 当 zz 取 增 量 dz 时 ,薄板 对 应 的 宽度 
为 过 ,于 是 图 中 阴影 部 分 的 面积 为 ，.9z ,这 小 条 所 受 液体 -| We 
的 静 压力 为 rd \ 
dP 一 ov za fe — YEdz, | 
整 块 薄板 所 受 压力 为 图 7-18 
Be ln czdz 一 < 。 | abo (h+ sina). 


【〖 例 7. 47 了 某 闸 门 的 形状 与 大 小 如 图 7-19(a) 所 示 , 其 中 直线 7 为 对 称 轴 , 闸门 的 上 部 为 矩形 
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[| 
ABCD ,下 部 由 二 次 抛物 线 与 线段 AB 所 围 成 . 当 水 面 与 闸门 的 上 端 相 平时 ,和 欲 使 闸门 
矩形 部 分 承受 的 水 压力 与 闸门 下 部 承受 的 水 压力 之 比 为 5 : 4, 闸 门 矩 形 部 分 的 高 h 
应 为 多 少 m? 


(a) (b) 
图 7-19 
【 解 】 如 图 7-19(b) 所 示 ,建立 坐标 系 , 则 抛物 线 的 方程 为 y = zx. 闸门 矩形 部 分 承受 的 水 压力 


ht+l1 
P, = 时: og (ht+1— ydy 


a 208 | (十 Wy 和 | = ogh’, 
其 中 ,po 为 水 的 密度 ,g 为 重力 加 速度 . 闸门 下 部 承受 的 水 压力 
P =2| ps (ht+1— Vydy 
和 
-全 和 


由 题 意 知 ,名 一 5 , 即 一 一 一 卫 , 得 及 二 2, 一 一 汪 ( 舍 去 ), 帮 hh 一 2. 即 风门 答 形 


部 分 的 高 应 为 2m. 
【 例 7. 48】 设 有 一 质量 均匀 的 细 直 杆 AB ,其 长 为 1, 质量 为 M. 
(1) 在 AB 的 延长 线 上 与 端点 B 的 距离 a 处 有 一 质量 为 m 的 质点 Ni , 试 求 细 杆 对 点 


Ni 的 引力 ; 
(2) 在 AB 的 中 垂 线 上 到 杆 的 距离 为 a 处 有 一 质量 为 m 的 质点 N*， 试 求 细 杆 对 点 N 
的 引力 . 
【 解 】(1) 建立 坐标 系 如 图 7-20(a) 所 示 ,积分 变量 为 zx, 积分 区 1 a 
间 为 [0, 由 , 细 杆 在 Lx,x 十 dzxj 这 一 段 的 质量 为 4 I 
” 0! 和 
dM = 了 dz， 
该 小 段 对 位 于 N, 处 的 质点 的 引力 为 ee 
M 
了 dz 。m 
4 二 站 (十 < 一 工 )2 7 


其 中 & 为 引力 系数 ,于 是 细 杆 AB 对 质点 Ni 的 引力 为 
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— x)? a(l+a). 


头 运 Mm z= | dz kNMm 
(十 wa 


二 
(2) 建立 坐标 系 如 图 i 所 示 ,积分 变量 为 zx, 变 


化 区 间 为 [一 记名 ], 细 杆 在 [x,zx 十 dx] 这 一 自 


的 质量 为 dM = dz. 


由 于 对 称 性 ,在 x 轴 正 方向 与 负 方 向 的 一 小 段 dx -4 
对 Ns 的 引力 在 x 轴 上 的 投影 为 0， 


到 7-20(b) 
则 [zxz,zx 十 dxj 这 段 上 的 dz 对 N; 点 在 y 轴 的 分 力 和 
为 
时 Mmdzx » — KMma 1 
dB, re 7 pe 
今 工 二 atant,dx 一 asec’di, 则 
天 二 = dz 本 sn dz 
/ -村 《2 十 )Y / 0 (az + x) 
| We WR 
al Jo av4a 二 +r 
第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 
一 \ 思 维 定 势 


思维 定 扫 已 知 本 数 的 图 形 判 导 本 数 的 图 形 或 已 知 导 孙 数 的 图 形 判 断 孙 数 的 图 形 ， 
: 时 , 则 要 想到 先 用 列表 法 处 理 . 


[ 例 7.49】 设 函数 f(z) 在 定义 域内 可 导 ,f(zx) 的 图 形 如 图 7-21 所 示 . 


》 
从 其 
图 7-21 
则 其 导 函 数 的 图 形 ( 如 图 7-22 所 示 ) 为 
y y y 
六 O DE jo S 
(B) (C) (D) 
图 7-22 
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【分 析 】 对 于 根据 函数 图 形 判 断 导 函 数 图 形 或 根据 导 函 数 图 形 判 断 函 数 图 形 的 命题 ,一 般 找 出 
特殊 点 ( 极 值 点 ,拐点 ,不 可 导 点 等 ) 作为 分 界 点 ,然后 列表 进行 判断 . 
【 解 】 设 两 个 极 值 点 分 别 为 SE ; 则 f° (&) 二 f° (&,) 二 -0, 则 将 点 xz = 二 0,x = ts = 作为 分 
界 点 ,列表 见 表 7-5. 


(& 7 5) 
十 
单 增 


由 表 7-5 可 知 , 应 选 (C). 
【 例 7.50] 设 函数 y = f(x) 在 区间 [一 1,3] 上 的 图 形 ( 如 图 7-23 所 示 ) 为 


/OO¢ 


图 7-23 
则 F(z) = | fCDdi 的 图 形 (如 图 7-24 所 示 ) 为 
F(x) F(x) | F(x) 
1 
1 
-0 23 六 x -10 123 x 
(A) (C) 
图 7-24 
【 】 
【 解 】 由 图 可 知 , x = 0,x = 2 为 间断 点 ,f(1) 一 0, 所 以 以 = 0,1,2 为 分 隔 点 列表 见 表 7-6. 
表 7-6 


9 1,0) 内 ,f(zx) 宇 0, 则 F(z) 在 此 区 间 单 调 递增 ,排除 (A). 

(2)FCz) = | fa 表示 y = f(zx),x 一 0 一 z 与 zx 轴 所 围 曲 边 梯形 位 于 xz 轴 上 方 的 
图 形 面积 减 去 位 于 z 轴 下 方 的 图 形 面积 所 得 的 差 值 , 当 0 二 x 二 1 时 ,由 图 可 知 (x) = 
[feoar 二 0, 排 除 (C)， 

(3) 根据 原 函 数 的 连续 性 可 知 F(x) 在 x = 二 2 处 连续 ,排除 (B), 故 选 (D). 


二 、 综 合 题 解析 


〖【 例 7. 513 函数 f(x) 对 于 一 切实 数 xz 满足 微分 方程 
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zf (rz) +3zx[Lf (x)] 一 1 一 er， OO 
(1) 若 f(x) 在 点 xz 二 cle 关 0) 有 极 值 , 试 证 它 是 极 小 值 ; 
(2) 若 f(x) 在 点 z 二 0 有 极 值 , 则 它 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 


【 解 】3(1) 由 f(x) 可 导 , 且 它 在 x 一 c 处 有 极 值 , 故 了 (c) ==0,(c 关 0), 将 x = 二 c 代 入 中式, 得 
cf’ (ce) 十 3cLPCc)]: 一 1 一 er 
> (e) = 一 5 
故 f(c) 为 f(x) 的 极 小 值 . 
(2) 因为 f(x) 对 一 切实 数 工 二 阶 可 导 , 又 f(0) 为 极 值 ,所 以 (0) = 0, 且 
limf’ (zx) 0, 


eh De 二 ji 站 ( 动 
-0 TO 要 工 -一 0 


se 


一 | 3LF(Cz)2]) 一 jim = = ime * = 1, 
z=0 z Xx>0 X x—>0 
故 f(0) 为 f(z) 的 极 小 值 . 
【 例 7. 52] 设 f(x) = 一 24 + ee 一 a?)di; 试 求 


(1) 将 f(x) 的 极 大 值 M 用 a 表示 出 来 ; 
(2) 将 (1) 中 的 M 看 做 a 的 函数 , 求 M 为 极 小 值 时 a 的 值 . 
【 解 】(1) (x)= x 一 a’:,f (x) = 27, 
令 (x) 二 0; 得 zi = 二 a;zs = 二 一 a, 于 是 
f(a) = 2a,f (~—a) =— 2a. 
@ 当 a 二 0 时 ,了 (一 a) = 一 24 二 0, 则 


WM a 2at | cz ad 一 一 24 十 也 a ( 极 大 值 ). 
@ 当 a 二 0 时 ,f(a) = 24 二 0， 
着 三 拒 砍 ——24+| (2 —a)dt 一 一 24 一 了 a ( 极 大 值 ). 
(2) 当 a 之 0 时 ， 


dM | = 2 [a 
da da 

dM es 

daz |。 4 WE 4 之 0， 

故 a 二 1 时 ,M 为 极 小 值 

当 a<0 时 ， 
人 

da 

所 以 MA ”, 故 M 没有 极 值 . 


【 例 7. S3】 对 一 切实 数 上 ,函数 f(z) 是 连续 的 正 函 数 , 又 f( 一 ) = 了 (2) ,函数 
g(x) = | | 一 FE|] F004 一 迄 总 于 于 忆 (a0)s 
(1) 证 明 g(x) 是 单调 增 大 的 ; 
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(2) 求 出 使 函数 g(x) 取 最 小 值 的 x 值 ; 
(3) 将 函数 g(x) 的 最 小 值 作为 a 的 函数 , 它 等 于 f(a) 一 a? 一 1 时 , 求 AD 


[ 解 ] CD sg(z) 一 | Cz—DfOdt| Ga fd 
=z] toa) fat | Wa | zf ode, 
gD = | fdtzf en — zf Cr) — zf 62) — | fCD dt zf) 


一 | fa — | fa, 
g (z) = f(r) f(r) = 2f(r) > 0( 因 为 f(x) > 0),， 
故 g(x) 单调 递增 . 


(2) 令 g(x) = 0, 即 | fl dt 一 [fa 


吧 邻 t = 一 3 a 
因为 | /Wa | fd | fd 
=| fC 因为 f(D) = f(D)， 
所 以 | 大 相形 = [fa 因为 (0 >0 一 了 一 de 一 0， 


三 0 三 ?| if (ds g(a) = g(—a) = 2a| fDi. 
0 0 


因为 0 二 t 二 a,f(1) 守 0. 
所 以 g(0) < g(a) = g(a). 
所 以 x = 0. 


CG)g(0) 一 | 1 fd = f(a) —e—1, 


| DF Vat | Wd = ftay— a = 四 
-i 0 


之 一 [af( 一 a)。( 一 1)] 二 af) = f(a)—2a 
之 2af(a) == 了 (a) 一 2a (因为 f( 一 a) = f(a)) 
>f (a) = 2af (a) t+2a = 2a(f(a)1) 


f (a) 
Fa 3 2a 


之 lnL f(a) 十 1] = a 十 C， 
由 © 可 知 , 当 &=0 时 ,fC0) = IT, 人 人 大王 式 ,得 CG = ln2 ， 


故 fla)+1= et 一 2eo ， 
即 f02) = 2 一 1 
【 例 7.54】 证明: 当 xz 宇 0 时 ,f(x) = | 一 妇 )sinztdt(z 为 正 整数 ) 的 最 大 值 不 超过 
1 


(272 十 2)(22 十 3) 
【证 】 f(x) 二 (x 一 zx?)sin”"z ,显然 f (x) 与 x 一 x* 二 x(1 一 zx) 同 号 ， 
当 0 之 zg 之 I 时 ;了 (2) 0; 所 以 fz) ZOy 当 志 放 (2) 之 -049102 又 克 二 1 
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==] 
时 ,sin "zz 了 关 0, 所 以 f(1) 是 f(x) 的 极 大 值 , 故 也 是 x+ 宇 0 时 ,f(zx) 的 最 大 值 . 又 因为 0 过 


人 3 时 ,sin*”"t 过 zf2， 


1 1 
£1y = Gsin"edt < | 人 一 此 )22ndz 
0 0 


了 
所 以 四 于 1 
2n 十 2 2n 十 3 (2n 十 2) (2n 十 3)* 
~ 人 有 
故 | Ee eh 
习 题 七 
1. 选择 题 . 
(1) 设 F(Cz) 在 (一 co, 十 ce) 内 可 导 , 且 对 任意 zliyzz，* 当 之 Ts 时 ,都 有 f(zx1) 二 f(xs), 则 
A. 对 任意 六 (z) 二 0. B. 对 任意 xXx, 了 (一 x) 及 0. 
D. 函数 一 f( 一 x) 单调 增加 . 【 】 


C. 函数 f( 一 zx) 单调 增加 ， 
(2) 设 f(z) 在 [一 xz] 上 连续 , 当 a 为何 值 时 ,F(a) 一 | [f(z) 一 acosnz]*dz 取 极 小 值 


A. | 、 f(x)cosnzrdz. B. 二 | f(z)cosnzdz. 


GC, 二 | f(x)cosnrdz. D. 到 | fx)cosnrdx. 
nT D3 2 -x 


(3) 函数 y 二 f(x) 具有 下 列 特征 : 
/ / J 0 并 9 
J0) 王 1; 太 0) 一 0, 当 六 和 关 0 时 , 广 Cz) 之 0; ta Se 则 其 图 形 ( 如 图 7-25 所 
> Or > 0 


蝇 


示 ) 是 


图 7-25 
【  ]】 


(4) 设 三 次 函数 yy 二 f(z) 三 az 十 bz 十 cz 十 d@, 若 两 个 极 值 点 及 其 对 应 的 两 个 极 值 均 为 相反 


数 , 则 这 个 函数 的 图 形 是 
A. 关 于 > 轴 对 称 . B. 关于 原点 对 称 . 
C. 关于 直线 y 一 工 对 称 . D. 以 上 均 错 . 
(5) 曲线 y 王 zz 一 1)(2 一 z) 与 工 轴 所 围 图 形 面积 可 表示 为 


2 
A. -| WO 1)(2 CO— dy, 
0 


1 2 
B.| X(T 1)(2= zdx | T(r = 1) (a rdz. 
0 1 


1 2 
CG -| WR = DC2—z)dz+| ww 1) 02 —= Yd, 
0 | 


D. | zc — 1)(2— x) dx, 
0 
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2. 填空 题 . 
(GD 画 数 F(z) 一 | (2 一 卢 )de(z > 0) 的 单调 减少 区 间 为 
t 


(2) 则 线 y 二 二 一 与 其 在 x 一 二 处 的 切线 所 国 成 的 部 分 被 y 轴 分 成 两 部 分 ,这 两 部 分 面积 
之 比 是 


2 2 
(3) 二 梢 国 五 十 号 一 1, 到 1 (ee>p 二 0) 之 间 的 图 形 的 面积 为 


(4) 三 十 多 一 时 绕 工 王 一 (8 之 4 之 0) 旋转 所 成 旋转 体 体 积 为 
(5) 求 心脏 线 p 二 4(1 十 cos9) 和 直线 0 一 0 及 0 一 工 2 围 成 的 图 形 形 绕 极 轴 旋 转 所 成 旋转 体 体 积 
为 5 
(6)y 王 Sinz (0 迄 Z 迄 T) 绕 工 轴 旋 转 所 成 旋转 面 的 面积 为 
(7)r 二 a(l 十 cos0) (aa 二 0) 绕 极 轴 旋 转 所 成 旋转 面 的 面积 为 . 
3. 证 明 题 . 


J Cae 


(1) 设 f(x) 为 连续 正 值 吕 数 ,证 明 当 工 宇 0 时 函数 p(x) 一 Prom 
Fl dt 


单调 增加 . 

(2) 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,b) 内 (zx) >> 0, 证 明 :g(z) 一 大 型 二 仆人 2 在 (a,5) 内 单 
调 增加 . 

(3) 设 /(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 Cab) 内 可 导 且 f(z) 过 0, 求证 :F(z) 一 二 -| f(Ddt 在 (a 
四 内 F(x) 之 0 

(4) 设 f(z) 在 [a, 拉 上 连续 , 且 J(z) > 0, 又 FCz) = | 10d 二 | Rd 


证 明 :@OFCz) 三 2,OFGz) = 二 0 在 (a,6b) 内 有 唯一 实 根 ， 
(5) 证 明 方程 tanz 一 1 一 工 在 (0,1) 内 有 唯一 实 根 . 


(6) 设 Ql dd2 9 GD 为 n 个 实数 ,并 满足 al a 二 ( I RE = 0, 


证 明 :方程 alcos 并 十 azcos3Zz 十 … 十 ancos(27 一 1)z 一 0, 在 (0, 吾 ) 内 至 少 有 一 实 根 . 


4. 计算 题 . 
(1) 在 直线 zx 一 y 十 1 二 0 与 抛物 线 y 二 x? 一 4z 十 5 二 证 主 而 遇 册 克昌 刘 试 求 由 两 法 线 
及 连接 两 交点 的 弦 所 围 成 的 三 角形 的 面积 . 
(2) 过 抛物 线 y 三 Xx* 上 一 点 Pl(a,a?) 作 切 线 , 问 a 为 何 值 时 所 作 切 线 与 抛物 线 y 一 一 十 
4z 一 1 所 国 图 形 面 积 最 小 ? 


(3) 求 通过 点 (1,1) 的 直线 y 一 f(z) 中 ,使 得 | [zz 一 Cz)]?dz 为 最 小 的 直线 方程 


(4) 求 函 数 f(z) 一 | (2 一 人 Dedi 的 最 大 值 与 最 小 值 


(5) 求 曲 线 y 二 一 2 与 y 二 x 所 国 阴 影 部 分 面积 S, 并 将 此 面积 绕 y 轴 旋转 , 求 此 旋转 体 
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| 
体积 ,如 图 7-26 所 示 . 
(6) 已 知 国 (x 一 0)” 十 y* 二 a?, 其 中 6b。>a 之 0, 求 此 贺 绕 y 轴 旋 转 所 构成 的 旋转 体 体 积 和 表 
面积 . 
(7) 设 有 一 薄板 其 边缘 为 一 抛物 线 , 如 图 7-27 所 示 , 铝 直 沉 入 水 中 ， 
QD 车 顶点 恰好 在 水 平面 上 , 试 求 薄板 所 受 的 静 压 力 , 将 薄板 下 沉 多 深 ,压力 加 位 ? 
@O 若 将 薄板 倒置 使 弦 恰 在 水 平面 上 ,水 薄板 所 受 静 压力 ,将 薄板 下 沉 多 深 时 ,压力 加 倍 ? 


(20,6) 
图 7-27 
5. 作 图 . 
& 一 = 
Dy= ,y= (tx)er. 


参 考 答 案 
1.(DD (2)B (3)B (UB (5)C 


2.(1) (0, 地 ) (2)8 :1 (3)S = 4abarctan( £) (4)2ba nr (5)160n 


(6)2x[VZ 上 ln(l1 十 VZ)] (7) ra 
3. 咯 . 


4. (1) = (eda = Ly = 过 (wy ei 


(4)f( 士 V2) = 二 1 十 e ?为 最 大 值 , f(0) 二 0 为 最 小 值 . 


-要 十 
(5)S 一 12° Vs 0 


(6)S = 4rx:ab ,Vy = 2a’br’. 
(7)DP = 1920,h = 12,Q@P = 1280,h = &. 
5. 略 . 
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第 1 节 重要 概念 ,定理 和 公式 的 剖析 


一 、 无 穷 级 数 的 基本 概念 和 性 质 
定义 1 数列 {u} 的 各 项 依次 相 加 所 得 的 表达 式 为 
3 = 


称 为 无 穷 级 数 (简称 级 数 ). 
定义 2 令 SP 
若 lims, 一 s( 有 限 数 ), 则 称 级 数 > ws 收敛 ,为 其 和 , 即 > w 一 5 
若 lims, 不 存在 , 则 称 > w, 发 散 . 
基本 性 质 : 
(1) 设 常数 c 取 0, 则 》)w 与 >ycx, 有 相同 的 敛 散 性 ; 
(2) 设 有 两 个 级 数 yw Ys 
着 Siw, = 人 一 Se 十 vw,) 一 ss 士 ci; 
车 iw 收 伍 , S\m 发 散 , 则 了 1 Cw, 土 m) 发 散 ， 
若 》 ww ,ya 均 发 散 , 则 了 Cw 土 w) 化 散 性 不 确定 . 
(3) 添加 或 去 掉 有 限 项 不 影响 一 个 级 数 的 敛 散 性 . 


(4) 设 级 数 y wu 收敛 , 则 对 其 各 项 任意 加 括号 后 所 得 新 级 数 仍 收银 于 原 级 数 的 和 . 


仿 @ 一 个 级 数 加 括号 后 所 得 新 级 数 发 散 , 则 原 级 数 发 散 . 
@ 一 个 级 数 加 括号 后 收 伊 , 原 级 数 敛 散 性 不 确定 . 
(5) 级 数 > ww 收敛 的 必要 条 件 :limu = 0. 
纺 @ 级 数 收 敛 的 必要 条 件 常 被 用 来 判别 级 数 发 散 . @ 也 可 用 它 求 或 验证 极限 值 为 “0” 的 
极限 . 
【 例 8. 1] 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
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3 nn — rt 3 
2 Er DD ey er 
1 NW 一 272 十 5 + i : 
KN 01 Wma = line eC 关 全 3 天 0, 所 以 2 发 散 . 
1 
L143) 


(2) 因为 limwu, 一 3 lim 一 也 关 0, 忆 以 iw 发 散 . 
> OC [2 rst 


【 例 8.2】 求 下 列 极 


| (ea 十 1)(2a 十 1) + + (nat1) 
Hn 1 ; (2 lim 1 ee Cnb 1) 


ean py 的 化 散 性 . 
和 
a i 0 0.e=0, 
所 以 2 0 人 收敛 
故 lim =? 


SR Ca 十 1)(2a 十 1)。…。(Ca 十 1) 
妃 乡 
(2) 考虑 级 数 2 (十 1)(20 十 1) ee (MD 十 1) 


因为 lim Un Jim (a 十 D(C2a 十 1)。…。(na 十 1)[(n 十 1)a 十 1] i 
A 褒 0 (十 1)(20 十 1)。…。 (mw 十 DLGn 十 1)5b 十 1] 


(b+1)C26+1D) 0…， (Wl1) ji (元 千克 十 远 
(ae 十 1)(2a 十 1)。…。(a 十 1) = (n 十 1)b 十 1 b 


所 以 级 数 收敛 . 


故 lim (a 二 1)(2a 二 1)。…。(na 十 1) 
(6 二 1)(26 十 1)。，*。(mw 十 1) 


过 1， 


一 0( 当 0 之 4 二 0 时 ). 
二 、 数 项 级 数 判 你 法 


(一 ) 正 项 级 数 剑 散 性 的 判 你 法 
1. 比较 判别 法 


和 


若 0 之 w 之 vw; 则 Dw 收 合 二 ww 收 全 
yw 发散 过 了 lw 发 散 . 

比较 法 的 极限 形式 : 
设 Y\w 及 Dw 均 为 正 项 级 数 ， li = 二 A(v, 0)， 


n=] n= 


(1) 若 0 志 A < 二 一 且 2w 收 收敛 , 则 > ww 收敛. 


(ba> 0). 
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(2) 车 0 二 A 过 + oo, 且 了 Dw 发散, 则 了 nw 发散 . 
仿 由 比较 判别 法 可 推出 如 下 快速 的 判别 法 

”车 分 母 ,分 子 关于 丸 的 最 高 次 数 分 别 为 和 9a， 

当 旋 一 9 之 1 时 ,级 数 >)z(zw 宇 0) 收敛 ; 


当 图 二 妆 半 1 时 ,级 数 >》)u, 发 数 . 


@ 车 当 n 一 oo 时 ,tw 一; 则 5 与 3lw, 具有 相同 的 化 散 性 . 


222 一 32 十 1 人 3 
如: 》) -和 一 汪 一 收敛 (因为 少 一 4 一 坟 一 2 一 广 之 1); 
人 | A Pg 2 2 


sian 到 发 散 ( 因数 n— co ,3"tan 和 一 «(3)", > (3) 发 散 ). 


n=1 


常用 的 比较 级 数 : 

和 一 1 
(1) 几何 级 数 > ar = {= 展 吧 
> 发 散 ， [去 | 关 1 


(2 级 数 之 ; em 


(3) 调和 级 数 > 工 二 1 十 方 十 计 十 … 十 二 十 …, 发 数 . 
n=1] 


2. 比值 判别 法 (适用 于 wu, 中 含有 n1! 或 关于 的 若干 连 乘 积 的 形式 ) 
二 1s Dy i 发 散 
、 . Untl __ 时 y 
设 2wsbus 之 0) slim = Pp 三 1, 方法 失效 . 


0 三 1,2》)w 收敛 

3. 根 值 判 别 法 (适用 于 ww 中 含有 以 ”为 指数 寡 的 因子 ) 
p> 1, Du 发 散 
设 了 wu 之 0) ,lim Wir = P 二 1, 方法 失效 ， 
6p 过 1, ww 收 伍 


办 CD 比值 与 根 值 法 条 件 是 充分 但 非 必要 的 . 


由 》)u(u, > 0) 收敛 六 lim at 一 0<<1， 


Un 


Ylim ur 硅 p 芝 如 
(2) 凡 涉 及 证 明 的 命题 一 般 不 用 比值 法 与 极 值 法 ,而 用 比较 判别 法 , 见 例 8.3 和 例 8. 4. 


【 例 8.3] 设 过 2 ;7 二 1,2,… sar 之 0,b, 之 0), 求 证 : 


GD) 着 六 收敛 , 则 > as 收 伊 ;(2) 若 > ov 发 散 , 则 > 4 发散. 


210 


无 穷 级 数 | 第 编 章 


又 由 题 设 ca < 2 ,所 以 lim 2 < lim 2 一 0<< 1， 


mco Qn mca Db, 


故 有 收 化. 


(2) 因为 a 发 散 ,所 以 lim 于 2 一 po 之 1， 


7 一 > CO 


i ee ly 

故 有 3b, 发 散 . 
【 错 因 分 析 】 出 错 的 原因 是 将 正 项 级 数 的 比值 判别 法 当做 收敛 与 发 散 的 充 要 条 件 ! 
【正确 证 法 ] 由 和 + 之 < , (a, 之 0 之 0) ,显然 有 


由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 可 知 : 
CD32 收敛 = 收敛 ， 


Cy She 发 散 > 发 散 . 
【 例 8.4] 若 级 数 a 之 0) 收 伍 , 风 
(GD 疡 os 收 敏 ， (2) 2 > 收 全 
3 TP 收敛 ， Ww» (2 各) 收 全 


【证 】(1) 因为 ata > 0) 收敛 ,所 以 lima, = 0， 
n=1 2 


由 极限 定义 , 取 e = 1, 于 是 存在 正 整 数 N, 当 > 盖 和 时 , 恒 有 ao, <1， 
因此 a = 二 a,*a, 二 1l1*a 


因为 》)a, 收敛 ,由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ,所 以 > ;a; 收敛. 


Va， _ ha J 
3 -| 


因为 六 十 ,3a, 收 伍 , 所 以 > 二 (十 十 wo) 收 伍 , 故 > Ye 收 全 
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(3) 因为 a, 宇 oo 了 下 雪 和 Sa 收敛 . 
令 
(4) > pn us ， 
二 V3 - 吉 芝 对 w|i 
因为 -> 谤 | Xx 二 a 27 7” 


所 以 mw 站 可 。 这 到 ao, 因为 >1a， 收敛 ,所 以 > zw 收敛. 


即 2 (> 二 全 ij 收 屿 
(二 ) 交错 级 数 的 判 仇 法 

莱 布 尼 茨 判 敛 准则 

若 交错 级 数 Y(_ 1D)mu (xu > 0) 满足 如 下 条 件 : 

加 Cw Uris (n= 2 )s (2) limu, = 0， 

则 交错 级 数 收敛 , 且 其 和 S 过 w, 其 项 余 和 的 绝对 值 | R, | 过 wn. 

用 莱 布 尼 获 准则 判别 交错 级 数 31( 一 1)"iu, Cu, 之 0) 是 否 收 伍 时 ,要 考查 w 与 wi 的 大 
小 ,比较 w 与 on 的 大 小 的 方法 有 三 种 ， 

(1) 比值 法 , 即 考查 二 二 是 否 小 于 1; 


(2) 差 值 法 , 即 考查 ZW Untl 是 否 大 于 05 
(3) 由 加 找 出 一 个 连续 可 导 函 数 f(x) ,使 wu = fn)(n 一 1,2,…), 考 查 广 (z) 是 否 小 于 0. 
【 例 8. 5】 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


a ss S23 D'* D8) 2 sinx VT Tar). 
【 解 ] CD limw 一 lim 二 一 一 0, 可 知 汪 布 尼 革 判别 的 条 件 (2) 满足 ,但 条 件 (1 不满 忌 ， 


故 用 莱 氏 判别 法 是 无 法 判别 的 ,但 是 因为 
CE = (二 1"[V = (—17] 2 (一 1)” Vn i 1 
rd n—1 n= mn—1 


: 1 有 -二 发散， 


ln(1 十 工 ) 


ln(1 十 2) 加 
办 想到 函数 f(x) 1 
因为 了 (zx) = 1 一 In 十 z) 一 0 ( 当 xz 取 足够 大 的 正 数 )， 
(1 x) 


所 以 f(x)“N”, 于 是 
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sn 
Du, 2 Unt1 Cn 局 二 1,2,..…),©® lim In( Tn) 一 Da 
mc 1 十 
忆 ln(1 十 7 
乡 = 人 和 
故 级 数 2 ( 修志 。 
2 
(3) 因为 sinC(x V 十 ao ) = sin[nx 二 (Vnia nx]==(—1l)"sin—— ， 
Vn 十 a 十 n 
所 以 > sin(x Vn 二 a ) = i (— 1)"sin 2 
2 2 VE 十 az +n 


2 
因为 当 n 充 分 大 时 ,0 一 2 一 工 ,而 正弦 函数 sinz 在 [0, 工 ] 是 单调 增 大 的 . 
w > 
2 > 

所 以 OD ,二 in Ta Ss ,1 二 全 na i 

a 
又 © limu, = limsin na 一 :个 ， 

i 


放 由 莱 氏 准则 可 知 , 级 数 > sinCx V7 二 a7) 收 敏 
(三 ) 任意 项 级 数 的 判 钱 法 
定义 。 设 有 一 任意 项 级 数 vs( 即 w 可 正 , 可 负 ,可 0) ,着 级 数 | w | 收 伍 , 则 称 wu 为 纺 
着 半 | 4 | 发 散 , 而 2 we 收敛, 则 称 > we 为 条 件 收 化 级 数 


定理 1 车 了 | | 收 仇 , 则 yw 必 收 伍 ， 
定理 2 ”条件 收敛 级 数 的 所 有 正 项 (或 负 项 ) 所 构成 的 级 数 一 定 发 散 . 


【 例 8. 6 设 常数 > 0, 则 级 数 > (一 1) 和 点 
(A) 发 散 . (B) 绝对 收敛 . 
(C) 条件 收 伍 ， (D) 收敛 或 发 散 与 的 取 值 有 关 .  【 】 


【 解 ] 因 为 了 (一 1D" 十 一 了) 一)" 与 十 了 (一 1)" 二 ,前 一 级 数 绝对 收 化 ,后 一 级 数 条 件 收 


敛 ,所 以 (1)* 生 十 于 条 件 收敛 , 故 (C) 入选 . 


n 


【 例 8.7] 设 a 为 常数 且 a 之 0, 则 级 数 》)( on{ ce 汪 | 


(A) 发 散 . (B) 条 件 收 敛 . 
(C) 绝对 收敛 . (D) 收敛 性 与 a 有 关 . 【 】 
【 解 】 因为 | D"(1 cos = 2 sin’ 二 ~ pd pd 绝对 收敛 ， 


所 以 2 1)" (1 cos 2 ] 绝 对 收 伍 ， 故 选 (C). 
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= = 
【 例 8. 8】 已 知 级 数 (一 Da 二 2, ya ; == 5, 则 级 数 》\a, 等 于 
CA)3. (B)7. 
(C)8. (D)9. 【 】 


【 解 】 因为 >) (一 1) 一 !:a， 二 a 一 Qs 十 Qs 一 Qs 十 4s 一 Qe 十， 
n=1 


Da = to ts Fa my 
Dds = Gi 二 08 十 dy 十 24 十 0 十"， 
n=1] 


n=1 


所 以 Ta, Ei By x >》 ， (一 了 2 XxX 三 = 多 8. 故 选 (C). 
三 函数 项 级 数 的 概念 
定义 1 设 记 (ZX) ,yw (Xz) zz)，… 为 定义 在 (a,6) 内 的 函数 序列 , 则 式 子 
i 二 U1 (ZX) 十 wz《z) 十 于 十 wi 《YX) 
称 为 定义 在 (a,b) 内 的 函数 项 级 数 . 
定义 2 ” 设 zxo € (a,0b) ,车 数 项 级 数 》)u (zo) 收敛 (或 发 散 ), 则 称 zo 为 函数 项 级 数 > ,zw (z) 的 
收敛 点 (或 发 散 点 ), 函数 项 级 数 yw (z) 的 所 有 收敛 点 (或 发 散 点 ) 称 为 其 收敛 域 (或 
发 散 域 ). 
定义 3 设 {s,(z)) 为 函数 项 级 数 2)u, (zx) 的 前 n 项 和 序列 ,车 极限 lims, (x) = s(x) ,x € (a， 


0) 存在 , 则 s(x) 称 为 >)w, (zx) 的 和 函数 ， 


四 、 帘 级 数 的 概念 和 性 质 


1. 震级 数 的 概念 
定义 1 如 下 形式 的 函数 项 级 数 


Da zm—z0)" = Ao a(z— zo) 二 + 十 qa(X 一 zo)" 十 
称 为 (zx 一 xo) 的 震级 数 ,其 中 a, 为 常数 . 
当时 > ya(z 一 xz)" 全 >)aoz"， 称 为 工 的 寡 级 数 . 
?一 0 n=0 


定义 2 设 任 一 惫 级 数 》 la,(x 一 zo)" 在 (a;b) 内 收 合 ,在 (a,6b) 外 发 散 (z 二 a,x = 6 发散 与 否 


不 考虑 ) , 则 称 
FO— a 
2 


R= 


为 寡 级 数 的 收敛 半径 . 
(1)R 二 0, 此 时 收敛 域 仅 为 一 点 ; 
(2)R = 十 ce ,此 时 收敛 域 为 (一 ce， 十 ce); 
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Ee = 
(3)R = 某 定常 数 ,此 时 收敛 域 为 一 个 有 限 区 间 . 
2. 寡 级 数 的 四 则 运算 性 质 
设 有 两 个 备 级 数 2 or 一 f(z) 及 be" 一 5(z)， 其 收敛 半生 分 别 为 Ri ,R:,R = 
min(R' ,R,), 则 对 于 任意 x € (一 下 ， R) 有 


OD) Dar 士 Dr" — = yi 二 )z" 二 f(z) 土 g(x), 且 在 (一 R,R) 内 绝对 收敛 ; 


n=0 


CN CD ar jC Fhe ) = Pabstabit "tab ab )r" = f(x) g(r); 


== 


(3) 资 名 天 0, 则 在 一 0 的 足够 小 的 人 城内 
“一 CCiz 十 C 十 …… 十 Coz" 十 … 


yw) _ 商 十 而 宇 十 确 下 直下 Qi 二 


g(xX) bo 十 区 十 Bz 十 十 5.x" 十 … 

A Me ie 
3. 究 级 数 的 分 析 性 质 

设 竺 级 数 也 ax" 的 收敛 半 径 为 尺 , 则 在 (一 R,R) 内 有 


(GD 2 er 的 条 数 /x) 是 连续 的 ; 
(2) > oz" 可 逐 项 微分 , 且 
f (x)= CS 一 3 一 3 ,XE (—R,R); 
一 和 
(3) 51asx"' 可 逐 项 积分 , 且 


n=0 


| fe)dz = = | 过 Qnrn)dz 一 3 中 ar "dz) 


= 号 - 和 xzrzE (—R,R). 


委 . 函数 的 客 级 数 展开 
泰勒 级 数 : 设 f(z) 在 zx = zo 的 某 一 邻 域 内 具有 任意 阶 导 数 , 级 数 


> 广 / ] 
(xO— zo)" 二 f(zo) 十 (zo) (zx 一 Zo) 十 地 扩 (X0)(X 一 X07 十 … 十 
21 


n=0 


(Cn) 
(rz) + 


称 为 f(z) 在 xz == zo 处 的 泰勒 级 数 . 
当 wo 三 0 时 ; 级 数 变 为 


3 大 (0 i = 条 0 二 新 PAE 下 机 (0)z 

亲 此 级 外 为 雪 劳 林 级 数 

定理 设 f(z) 在 z 一 友 菜 一 邻 域内 具有 任意 阶 导数 , 则 泰勒 级 数 》) 全 (x 一 zx) 
收敛 于 f(x) 的 充 要 条 件 是 limR, (zx) 一 0, 其 中 可 


R, (zx) = 0 Ef" Lo tO — zo)J(z— zo)" 0. 1 
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常用 函数 的 展开 式 : 
(DD 一 1 二 w+ 十 "十 wr 十 


1 


er 


要 十 入 十 (一 Dr 


= Pe ;和 (一 1,1) 


= i Dr"u",u € (—1,1) 


# 一 0 


ce, 十 ceo) 


(二 
2! nl 


+ 和 ee 


1 


n 2n+1 a 
i 


(4)sinu = uO— Ey I 


co 


Us” 
"Tan iE 人 


睹 《一 了 2 


(5)cosu 


Ms 


n=0 


〈6)ln(l 十 2) 


Qn’ EL 


ce 十 ce) 


一 一 一 We” ses 
i 亲本 + 


ce 十 ce) 


u 


二 入 . 
2 Ta 本 芭 


ul! 


19n 


Sy 
n=0 


(77(1 Fw 


A 


i C= 


1 


1) i .| a 


1,1] 


“(a— n+ 1) 


21 


ww 二， 


"UE (一 1,1) ,端点 zx 


3 


一 1,x 一 1 处 


是 否 收 敛 随 a 而 定 , 但 (7) 式 在 (一 1,1) 内 总 有 意义 . 


五 、 傅 里 叶 级 数 的 概念 及 定理 


i. 概念 
三 角 函 数 族 的 正 交 性 : 
COST, SINX ,COS2XT, SiN2X ,*** 


2r] 上 积分 为 零 , 即 
| 
| 
)s 


sinnzx dx = | 


上 


,COS72 ,SINNX ，…。 


0 


sinmz sinnz dx 

cosmz COST2 dz 

| sinmzx cosnz dz 一 
“人 


2r 
cos272 dx = | cosi:nzdz 


之 中 任 两 个 不 同 函数 的 乘积 在 [一 


2 


| cosnz dx = | 


2r 


cosnrdzx 一 0， 


sinnzdx 一 0， 


外 

0 

的 
0 


2r 
sinmzx cos72zdZz 一 0， 
0 


Sin7 Sin7 dz 一 0, (7 7) 


cosmzxcosnrdzx = 0,(m 7) 


Es 


定义 1 设 f(zx) 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 且 在 [一 r,rj] 或 L0,2x] 上 可 积 , 则 
i 二 | f(x)cosnrdz 
开 J 一 r 
一 二 | 7GzycosnzdzyG =~ 0,] ,2,"") 
i [ 称 为 函数 f(x) 的 傅 里 叶 系 数 . 
b, 一 二 | flx)sinnz dz 
TJ—r 
一 {fonsinnzdr, Cn SEE 2 
区 Jo 
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定义 2 以 f(z) Ce 
到 ms 十 Po, cosnz + bnsinnz )， 
称 为 函数 f(x) 的 傅 里 时 级 数 ， 为 
f(z) ~ Da 省 3 (ancosnz + bsinnz ). 
定义 3 ” 设 f(x) 是 以 27 为 周期 的 函数 ， 且 在 [一 1， 二 上 可 积 , 则 以 
Bh 避 +| fC)eo0s® 2 zdz,Cn =— 0,1,2,.°), 


[4 
所 三 了 | f Cz)sin Srdr,(n = 1,2,°%"°), 
—!l 
四 1 二 nn , Nx 
乡 A EE 
为 系数 的 三 角 级 数 50 + 2 (oncos Lz + bsin Ee) 


称 为 f(x) 的 傅 里 叶 级 ,表示 为 f(x) 一 a 十 >) (encos 到 了 zx 十 b, sin | 


2. 收敛 定理 ( 狄 里 赫 莱 的 充分 条 件 ) 
设 函 数 f(x) 在 区 间 [ 一 r,r] 上 满足 条 件 : 
1” 除 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 都 是 连续 的 . 
2” 只 有 有 限 个 极 值 点 . 
则 f(x) 的 仁 里 叶 级 数 在 [一 n,mj 上 收敛 , 且 有 


时 十 Dancosm 十 b,sinnz) 
F(T)s 工 是 f(zx) 的 连续 点 ; 
去 [fCzo 一 0) 十 f(zo 十 0)]， zo 是 f(z) 的 第 一 类 间断 点 ; 
去 [f( 一 x 十 0 十 Fr 一 0]， zitr, 
其 中 ， 太 (zo 十 0) = Je flzo —0) = limf(z). 
【 例 8. 9] 填空 入 
(1) 设 函 数 f(x) = nz 二 x (一 x 三 ZX 过 2) 的 傅 里 叶 级 数 为 地 a 十 DY arcosm 十 
bssinnz), 则 系数 b， 的 值 为 


1， 全 全 , 则 以 2x 为 周期 的 傅 里 叶 级 数 在 x 一 x 处 收 化 


2 玫 。 
于 
2 -= < 
(3) 设 f(z) 是 以 2 为 周期 的 函数 ,其 表达 式 为 /(z) 二 | ee 9, 则 f(z) 的 


傅 里 叶 级 数 在 zz 二 1 处 收敛 于 
【 解 】(1) 傅 里 叶 系数 公式 


as = 二 | f(x)sin3xdz = 二 | (nz x)sin3rdr 
x 


由 奇偶 积分 性 质 ”2 2[ 


nrxsin3xdz = | 一 和 sin3z | 一 27. 
0 


(2) 由 狄 里 赫 莱 收敛 定理 ,可 知 依 里 叶 级 数 在 z 二 x 处 收敛 于 
lim(1 十 x ) 十 lim (一 1) 
Fx— 人 0 f= wt 二 人 _z 
儿 2 2 
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(3) 由 狄 里 赫 莱 收敛 定理 ,可 知 健 里 叶 级 数 在 x 王 工 处 收敛 于 
HG 一 0) 十 F 一 1+o) 1+2 3 
2 2 2 


周期 与 非 周 期 函数 传 里 叶 级 数 一 览 表 见 表 8-1 
表 8-1 


以 2x 为 周期 的 函数 f(x) 以 2! 为 周期 的 函数 f(z) 


f(x) ~ 和 De, cosnz + b, sinnz ) f(z) ~ > (an Cos Ts 二 b, sin x) 
n=1 


Ll 
i = 二 | Flr) eosmdetn = 0 1126) | a = | f(z)cos Hrdz(n 一 0,1,2，) 
—x 一 ! 


四 { 
b, 二 | flz)sinnrdr(n = 12) b= | fx)sin Trdrn 一 1,2,…) 
一 二 


以 2x 为 周期 , 且 f(x) = 大 一 并 ) 
打动 二 他 省 cosnz( 余 弦 级 数 ) 


以 2! 为 周期 , 且 f(x) = f(x) 


f(r) 一 二 二 Dearcos® 了 zx (余弦 级 数 ) 
= 

人 S ,1， 

3 元 CR 人 人 &,。 三 了 | zjees zzzdz(n 一 0,1,2,…) 

Ea 


b= O(n = 1 人 


洋 漆 于 昭 窟 呈 溢 加 洁 加 


以 2r 为 周期 , 且 f(x) = 一 f( 一 x) 以 27 为 周期 , 且 f(x) = 一 f( 一 z) 
f(x) Bi sinzz (正弦 级 数 ) f(x) ~ > bsin 至 z( 正 弦 级 数 ) 


= 0(n 一 0,1,2,…) an = 0(n = 0,1,2,.…) 
b, = Se f(x)sinnrdzr(n = 1,2,.…) 6b, = = 地 |， f(z)sin Trdr(n= 1, 2，…) 


f(z) 为 [0,xj] 上 的 非 周 期 函数 
令 FCD = 人， 0<ren, f(z) 为 [0,!] 上 的 非 周期 函数 


Fin eg Ur Ow 
人 SF(z) = 

则 FCz) 除 z 一 0 外 在 [一 x,z 上 为 偶 函 数 f(—zx),—l<zr<0, 

引 并 友 ~ 各 十 wcowz (余弦 级 数 ) 则 f(z) ~ 银 十 2ancos xz( 余 弦 级 数 ) 
n=1 

周 , 
期 an 一 zp fx)cosnrdr(n = 0,1, Qn 一 三 | fx)cos Trdzr(n = 0,1,2,.) 
函 XJo lo l 
数 2,…) 
的 
全 f(z) 为 [0,z] 上 的 非 周期 函数 f(z) 为 [0, 口 上 的 非 周期 函数 
叶 令 F(z) = ek 0 二 则 令 
级 一 -fC rr<0, | pe j= 0 和 呈 这 
数 则 F(z) 除 z= 二 0 外 在 [一 x,x] 上 为 奇 函 | \ 一 f(z), 一 I 之 x+ 过 0， 

数 则 F(z) 除 z = 0 外 在 [一 n,n] 上 为 奇 函 数 

f(x) ~ > isinnz( 正 弦 级 数 ) f(x) ~ 2 sin zxz( 正 纺 级 数 ) 
n=1 
六 二 二 | Gaysinardzn 共计 3 dt 
NJo 0 区 
@ coOsnx 一 (一 1D",sin (nx 十 至 )= 《六 
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第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 。” 正 项 级 数 的 判 敛 


: 提 :: 示 : 正 项 级 数 的 判 钱 程序 : 


a ED meo 一 0 一 pl | 比较 法 的 
z= | 本 一 医治 一 般 形式 
"0 


二 发散 Vol Toa 


wu 发散 ， 二 wm 收敛 
【 例 8. 10】 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


e 22 . nl 2 mM 
(D2 mn” (2) 2 (2 十 1) 叶 1 
(3) > ,2"sin > 0 (> 人 
n=1 
ee Ss 1 . 
(5) 27G cos 下 7 (0 2 Tm 0 
区 
(i) ; (8) 21 3 
oy lnn E 1 
C9) 之 | (02 i 0d 0 
【 解 】(1) 因为 u, 中 含有 n1, 所 以 用 比值 法 . 
lim Untl __ Lim 2 (7 十 1)1 n” RC jai 2n” 
n>eo Un wan (nn 二 1)"™! 2 nl 了 -co (nd 1)” 
= 2 lim -— 二 < 
el 
72 
n=1 
(2) 用 比值 法 , 根 值 法 p = 1, 改 用 比较 法 的 极限 形式 判别 ， 
nt! 了 1 1 
hy Tr 
本 [人 | 
n n 


而 刀 十 收 化 ,所 以 Dw 收 人 
(3) 因为 当 m ~ co 时 ,2rsin 垃 ~ (了 oT 收敛 ， 


所 以 > ,2"sin (xz 之 0) 收敛 . 
n=1 


(4) 因为 lim V2-"“?”= 


cp 二 1, 所 以 > wu 收敛. 
n=1 


Nn—>00 


219 


第 侠 篇 | 高 等 数学 


ec 这， 3 
(5) 因为 当 n 一 ce 时 ,1 一 cos 2sin’ De 2( 亚 3 收敛 ， 


n=1 


S 


所 以 Dw, 收 伍 . 


(6 站 0 运 翅 雪 工 肝 交 二 下 全 汪 509 首 顽 三 二 上 肚 坏 一 一 co)i 


二 位 下面 小 1 

当 思 >>1 时 ,二 志 人 ~ 遍 一 (也 ) ' 而 忆 ( 广 ) 收 证 (为 二 1 的 等 比 级 数 )， 
a | a, 发 散 ， 方 委 1 

> hk 全 p>1 


(7) 因为 jim Yi 一 lim 和/ (到 2) 一 立 二 1 所 以 Dw 收 全 
1 co n=1 


1 % 1 1 ,Oe 
(9) 取 vw 二 一 主因 为 lim 绎 = 地 学 = 而 2 本 
所 以 》\ I Inn 收 
{nt 
(10) 因为 u, = 上 


(az2 十 bn 十 c)" a 

上 1 收敛 ， 当 > 亏 时 

而 BD 人 
3 


a 


收敛 ， 当 e 二 也 时 


改 2 (an -bn 2)” 


发 散 , 当 a 壹 十 时 
题 型 二 ”任意 项 级 数 的 判 敛 


发 散 | 用 比 信 或 根 值 法 2 本 


D>, m0 | 部 151 | 计生 | 部 ww 用 莱 布 尼 获 准 坊 流放 
Bs 用 正 项 级 | 比较 汪 ”| 一 人 必 条 件 收敛 
任意 项 级 数 则 或 lim Slim S,，， 
数 判别 法 a 
T 
2 发 散 》 绝对 收敛 》 ww 发 散 
3 i n=] 


【 例 8. 11 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
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Ey nhl 一 工 Sy 5 1 
CD | dz; DD 
"n+l 一 外 ez 1 
[ 解 ] GD) 因为 0 过 一 富 dz 之 J erdz 一 (1 一 二 ) 汪 ,而 如 去 收 人 
所 以 2 收 伍 . 故 (一 D"| ”全 dz 绝对 收 全 
(2) 一 点 , 当 户 之 0 时 ,lim 方 关 0， 于 是 生地 一 一 w 0(n 一 o0), 故 级 数 发 散 ; 当 p 1 


时 ,> a a 


数 为 交错 级 数 且 满 足 : 
OE i 


《死生 和 际 洱 


2” lim = = lim 方 = = 0 
oon? 


n>o0 


由 莱 布 尼 茨 准则 ,可知 
i 方 条 件 收 化 . 


【 例 8. 12] 讨 ; 人 级 数 > sin 开 土 到 二 bx 的 敛 散 性 . 其 中 ,a,8 为 常数 . 
【 解 】 = sin 革 十 如 十 Br 一 sin[zr 十 (e 十 二 ) 了 可 一 (一 Dr"sin(x 十 妇 )r， 
n n n 
1° 当 二 六 O05 主 1s 证 各 时 ,limus 关 0; 之 Dw 发 散 . 
2 当 e= 0, 士 1, 士 2 时 un 一 (一 D™sin 人 x. 
当 8 二 0 时 ,wu 二 0; 所 以 Dw, 绝对 收敛 ; 
当 pB 关 0 时 ,不 妨 设 B 之 0( 当 8 二 0 时 ,w == (一 D"msin L847)， 
由 莱 布 尼 菊 准则 可 知 了 (一 1)"sin x 条 件 收 合 


同 理 可 证 , 当 B8 二 0 时 ， > 条 件 收敛 . 
【 例 8. 13】 试 讨 ; 人 下 列 级 数 的 仇 散 性 ， 


1 

CB — 去 十 误 二 十 十 元 -一 车 ; 

b a b a b 
抱负 >>0m 一 gd 

【 解 ](1) (D 当 z 一 1 时 ,级 数 为 1 一 十 十 十 一 十 十 十 > 一 一 站 十 …， 
2 3 4 2n—1 2n 

属于 莱 布 尼 芯 型 交错 级 数 , 级 数 收敛 . 
i ee We 区 
(这 省 了 工时 8 二 (直言 卡 襄 水 十 却 一 7) 一 辫 (1 十 兹 十 训 十 + 去 )， 
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We 
当 2? 一 co 时 ,前 一 括号 一 十 ce ,后 一 括号 一 定 值 (因为 zx 盖 1), 于 是 limS, 一 十 co， 
故 级 数 发 散 . 
让 ll LY 1 1 
CE es | 
由 于 x 过 1, 所 以 1 以 后 各 项 均 为 负 的 . 
~ 1 1 

2 本 
考虑 级 数 2) | [5 元 二 |， 

， 之 I 也 (2n 二 1)—(2n)* 1 1 
因为 lim | coy 二 下 | Un 六 "和 2 直达 发 散 ， 
所 以 lim San 二 co , 故 级 数 发 散 ， 

综 上 所 述 , 当 工 = 1 时 级 数 收敛 ,zx 关 1 时 ,级 数 发 散 . 
(2) 取 级 数 的 前 2n 项 与 前 (22 十 1) 项 的 和 
0 a b & 和 友 
人 
1 1 1 1 
二 训 ( 工 十 言 二 Te 类 二 二 十- | 
年 1 1 es 
= al1 i 2 [3 人 二 这 | 
Se 1 ,1 | T 
ES a | 三 
“2 IT 二 下放 加 六 2/ 二 和 i a oy, @ 
b | i a b a 
i ke i rt 
UR a i 4 
1 一 守卫 
2? 寺 1 1 1 oo 1 
&—1 
一 “2 De 六 2， 
二 /人 Co | F(a b)o,，, ©@ 


由 中 ,加 可 知 , 当 a 二 6 时 ,limS = limSnn =ar(r 为 (一 Dm z 的 和 ) ,所 以 级 数 收 
敛 , 当 a 关 5 时 ,级 数 发 散 . 


题 型 三 ”级 数 的 证 明 或 判 敛 


1” 已 知 某 级 数 收敛 , 欲 证 男 一 级 数 收敛 ,通常 用 比较 判别 法 ,已 知 收敛 的 某 级 数 被 用 作 
比较 级 数 ; 

2” 已 知 某 数列 有 某 种 性 质 ( 有 极限 ` 有 界 性 .单调 性 ) ,和 欲 证 一 级 数 收敛 ,通常 是 利用 极 
限 ` 有 界 性 .单调 性 对 数列 的 通 项 作 某 种 估 值 ,再 用 比较 判别 法 ; 

3” 若 欲 证 级 数 的 通 项 与 已 知 敛 散 性 级 数 的 通 项 有 某 种 四 则 运算 关系 ,通常 用 级 数 敛 散 
性 定义 ( 即 考查 欲 证 级 数 前 n 项 和 的 极限 ) 进行 分 析 . 

(2) 交错 级 数 的 判 敛 可 验证 莱 布 尼 茨 准则 的 条 件 , 或 是 验证 limSz 对 limSswn. 
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【 例 8. 14] 证 明 如 下 命题 成 立 ， 
(GD 设 由 > 09 上 且 {ma,) 有 界 , 试 证 , 1a 收 佑 ， 


(2) 若 limzza, = clc 之 0), 试 证 : >》)a, 收敛 . 
,i 7 一 1 


【证 】(1) 因为 a, > 0, {na,}) 有 界 , 所 以 43M 之 0, 使 0 之 na, 之 M, 即 0 之 a 过 兰 , 于 是 


1 
2 
722 


0<Za<M. 
因为 > 二 收敛 ,所 以 > M? . 翅 收 敛 , 故 a 收 全 
(2) 由 题 设 可 知 > \o, 为 正 项 级 数 ， 


因为 lim 4 一 limea, = cle 之 0), > 点 收 敏 ,由 正 项 级 数 比较 法 的 极限 形式 可 知 , >a 


nz 


【 例 8. 15】 设 fo(x) 在 区 间 [L0,aj(Ca 之 0) 上 连续 ,而 且 f(x) 二 | € [0,al(n=1, 


2,…), 试 证 :无 穷 级 数 》\ 了, (zx) 在 [0,a] 上 是 绝对 收敛 的 . 


【证 】 因 为 fo (zx) 在 [0,a] 上 连续 ,所 以 | f(x) | 在 [0,a] 上 连续 ,因此 | fo(x) | 在 [0,a] 上 有 
最 大 值 , 设 为 M, 即 M = max {| folzx) |}. 


因为 f(z) = | fc)dz = | [| fae) drJdr — = || fo dz. "dz, 


所 以 | f(x) <j | | RC | dz < | | wdz EE #4z", 
一 0 本 0 Js 


由 于 Dr", E [0,4] 收敛 , 故 >) | f(x) | 收敛 , 即 > f(x) 绝对 收 伍 . 
【 例 8. 16] 设 (x) 在 点 + = 0 的 某 一 邻 域内 具有 连续 的 二 阶 导数 , 且 lim 人 一 0, 证 明 级 数 
Sipe 绝对 收敛 . 


【证 ] 由 lim 人 52 = 0, 又 f(z) 在 z 一 0 的 邻 域内 具有 连续 的 二 阶 导数 ,可 推出 


FOO = 0,7{0) = 0 
将 f(x) 在 工 =0 的 某 邻 域内 展 成 一 阶 泰勒 公式 


fn) = C0 +f Ort 轩 SAGES (在 0 与 z 之 间 )， 
又 由 题 设 六 (zx) 在 属于 邻 域内 包含 原点 的 一 个 小 “ee 因此 3M > 0, 使 
| 了 F(z) | 及 M, 于 是 | f(z) |= 3 | fF (Oz |< ze’, 
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令 z 一 士 , 则 | 了 (二 ) 过 党 “十 , 因 | oe A ole 
【 例 8. i f(z) 在 [a,6] 上 满足 a 受 f(x) 过 b; | (x) | 寺 qg 过 1, 令 == f(u 1), 
n= 1,2,3,.… ,uo EE a 9 i 一 wu) 绝对 收敛 . 


【证 】 因 为 
| un — us | =| fu) — fu) |=| fF C8) || wo— un | 
glw— ui|= gq| Fo) 一 Fo) | 
=gqg|f (6)|| wu 1— us | 
SY |wa ws fe | 


又 级 数 yo 收 化 ,所 以 级 数 > ， (un 一 ww) 绝对 收敛 . 
【 例 8.18] 设 a > 0(2 二 1,2,…),{a,) 单调 减 ， triyi, 发 散 ， 判别 对 二 ”的 敛 散 性 . 
【 解 了 由 题 设 有 wa, 这 av ,在 liman 一 0, 则 由 莱 布 尼 蒋 判别 准则 ,交错 级 数 》， (一 1)"a, 收敛 ,与 假 
设 矛盾 , 故 lima, = 4 二 0). 


由 根 值 判别 法 ,有 lim 、/( 了 一 )” 一 于 二 1, 故 级 数 收敛 . 


ni 


【 例 8.19] 设 ww 二 1,w = 2, 当 ?三 3 时 ,加 二 wz 十 ws; 判别 >) 二 的 敛 散 性 . 
?一 ] n 
【 解 〗 显 然 u, 递增 , 即 w 二 wi, 于 是 
Us 一 Unz 十 zl < uu 二 忆 zx, 亦 有 2: 二 Du ， 


nl 


Ui > Bu 十 We 二 Du > (ye 2 (3) ui 二 


因此 二 < (到 ) ， 忆 (等 )” 收 策 , 故 六 二 收 全 


题 型 四 “计算 函数 项 级 数 收敛 域 


1) 用 比值 法 (或 根 值 法 ) 求 poCz), 即 


ln = = p(z) (或 lim Vw Cz) T) = pz); 


(2) 解 不 等 式 方程 p(x) 二 1, 求 出 iw,(z) 的 收 仑 区 间 (a,6); 
(3) 考查 zx 二 a( 或 一 有 时 ,级 数 ww(a)( 或 yw(D) 的 敛 散 性 ); 


(4) 写 出 YYw(z) 的 收敛 域 . 


【 例 8. 20】 求 下 列 函 数 项 级 数 的 收敛 域 : 
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人 3 j++)"; 


cp (Tr); (4) 工 ， 


n=1 


【 解 】(1) lim lat | u(x) | 一 lim | 1+ zx" | 


| (Cz) | ne | 工 十 | 
a | 去 |> 1， > (xX) 收敛 ， 
二 一 1 二 zz 过 1, 方法 失效 ， 


不 存在 ， r=—1, 方法 失效 . 


1 » 所 ~ 
Te ,所 以 二 oo (z) 发 散 . 


当 |z| 二 1 时 ,u(x) 一 


当时 iw (EY 尘 训 太 0 >o0), 所 以 DwCz) 发 散 . 


当 xz== 一 1 时 ,limu,(x) 不 存在 ， 所 以 Dw (xz) 发散 . 


n=1 


= | 
故 之 ， 可 的 收敛 域 为 (一 co, 一 1) U (1, 十 co). 


(2) lim VI xz) | = lim 1 re 十 zx 十 1)* 二 x 十 z 十 1， 
当 1 1 时 (z+ Dz<0> -1<z<0, Pwr) 收 ， 
令 z 一 0, 原 级 数 一 2) 5 二 收 人 
令 工 z 一 一 1, 原 级 数 一 2) 5 二 收 人 
用 DwCz) 的 收敛 域 为 [一 1,0]. 
(3) lim m Yu T = lmA/ 1 二 1" 一 1 了 于 和 1 


| ee | 二 1, 即 11 一 z | 过 11 十 z 1, 亦 即 xz 之 0 时 , 》)w(zx) 收敛 


收敛 ， 


当 工 一 0 时 , 原 级 数字 >)( 一 1)" 二 
n= 1 


故 wu,(z) 的 收敛 域 为 [0, 十 co) 


(4) 往 二 zx) a 


8 


当 z>>1 时 ,也 过 收敛 ,因此 >， 二 收敛 ; 


当 工 和 1 时 ， > 发 散 , 只 要 工 天 0， > 发 散 ; 
225 


第 全 篇 | 高 等 数学 


当 z 一 0 时 , 原 级 数 -> > 10 收 全 


故 y\w (z) 的 收敛 域 为 上 一 0 及 (1, 十 co)， 


题 型 五 “” 求 井 级 数 的 收敛 域 ` 收 敛 半径 


所 :未 :1” 同 函 数 项 级 数 , 若 收敛 区 间 为 (a,6), 则 收敛 半径 RR 二 23. 


oo 


2 着 wzr 中 至 多 只 有 有 限 个 a。 一 0, 则 收 敏 半径 为 R = tim | | 或 RR = 


lim 一 
~ VT 


3” 代入 工 一 土 R, 考 查 》\aR，* 及 了 (1)"asR" 的 收 全 性 . 
【 例 8. 21] 束 下 列 和 级 数 的 收 人 二 和 收 和 六 公 


0D pe i DET Tr, (a > 0,6> 0). 


2n es 2 
WR] 0) im ATT = tim J et 


当 | 二 1 1, 即 1 z 一 11 之 3, 亦 即 ,一 2 过 x 之 4 时 ， >)w(z) 收 全 
n=1 


32 


当 xz 二 一 2 时 ， ee 一 发 散 (因为 ww 作 0,n 一 00); 


,Nn 一 > co) . 


当 x 一 4 时 , 原 级 数 过 》 


故 级 数 >》)u(z) 的 收敛 域 为 (一 2,4) ,收敛 半径 尺 = a 2 二 全 
(2) lim Ei [上 


Ls 一 1, 即 |z |<V2, 亦 即 一 V3 之 z+ 之 VE 时 ,wm(z) 收 伍 ; 


1 
Se (一 ]1)2” 一 人 XN; 
二 太 > )" 二 收敛 


1 之 1 
二 一 V2 时 , 原 乡 一 (— 1)™! 收敛 . 
区 V2 时 , 原 级 数 2 反之 > 


当 z 二 V2 时 , 原 级 数 过 了 (一 1)" 


故 级 数 uCz) 的 收 合 域 为 [一 V2 WW3], 收 化 半径 R 一 上 一 C427 一 


(3) R= lim = 1 


1 
a 
‘Ja 由 
po a=6 
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ees 
OD 当 a >5 时 ,收敛 半径 为 R 一 二. 


是 了 
当 # 二 蜂 数 


当 z 一 一 于 时 ,得 >) 1)" (全 所 为 交错 级 数 ， 
由 莱 布 尼 艾 判别 法 知 收敛 ,收敛 区 域 为 [一 三 ,十 ). 


@ 当 a 二 5b 时, 收 全 半径 R= 广 ， 


当 一 十 二 时 ,由 于 邓 (入 二 竺 ) 玄 收 全 
所 以 当 z 一 土 志 时 级 数 都 收 伊 ， 收敛 区 域 为 | 一 二 2 二 | 


由 D@ 知 该 级 数 的 收敛 半径 为 R = min| 二, 方 | 


题 型 六 ”函数 在 某 点 的 略 级 数 展开 


和 通过 适当 的 变量 蔡 换 ,四则 运算 ,复合 以 及 逐 项 微分 ， ep 
个 函数 展 成 寡 级 数 的 方法 . 通常 采用 的 就 是 间接 法 . 
【 例 8. 22】 把 下 列 丽 数 展 成 的 寡 级 数 ， 


这 
Ct = 
(2) F(R = % retanz— In Vi+zx; 
(3) f(z) 一 闻 In 了 和 十 误 arctanz 一 zi 


CA) fx) = In(lzitr Tr Tew), 
2nt] 


a 元 由 展开 式 (2) 1 玉 了 六 
【 解 ] (1) f(z) 一 a 六 1 可] = Ly si 
3 


a 
= ,XE€ (— 3,3). 


(2) f’ (x) = arctanz + 2 。 2 = arctanzx, 


l+x Vitz 2Vi+tx’ 


f(zx) = Carctanz) 一 二 一 二 IE ] "2 


7 一 0 


x! 


en 1)” TI? 


2n+1 


Vb 兴 一 Se 
f(z) -Jrwa=| (BY Sp 


CC 1)， Ca en 
-i (2n + 1)(2n+2) A 
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re Rb he Te 1 总， 
(3》 ¥F Ca) = 1 (TT | ea 站 1= 7 = Dz”, 


且 f(0) = 二 0 于 是 


工 全 2 dntl 
Hz = | epdz+Ao=| nd- Drrdr = DET1<z<1. 
0 0 di 4n 十 1 


n=1 


(7(z) 一 In(l 二 zx 十 开 十 十 x21) 一 In 二 (xz 闫 1 
一 
国 为 Int1 一 25) 一 一 了) zw (一 1 区 #1) 
n=1 
In(1— x) i 


所 以 f(x) = yl x ( Ts 


一 n=] n= 1 


【 例 8. 23】 把 下 列 函 数 在 指定 点 展 成 寡 级 数 : 
(1) f(x) 二 1nz; 在 + 二 1 处 ; 
1 


(2) f(x) 一 37 二 2' 在 x 一 1 处 ; 
< WE ed 2 
(3) f(z) = 在 (= 了), 在 z 一 1 处 


(4) f(z) 


| 


sinz, 在 x 二 二 处 . 


【 解 ] (1) jz) =Inr=In+t DD]= DD (0<r<2. 
n 二 1 


a 1 本 
ne 
1 1 _ 1] 1 _l< (<—1Y 
1 2 十 (zw 一 1) 名 和 区 二 2 2 wl 7 | 
2 
bd 
, | | ] : (一 1 


天 下 


_ 1)" (元 也 je 1)* (一 1 一 二 去 3). 


Ce = er |1+ tr D+ 1 


21 


ee ED 二 二 二 亲信 一 了 和 直属 | 十 过 
21 31 nn! 
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be 


故人 一 *)= 


dw = 


1 2 一 4 n—2 
Es a (均一 了 | 


(4) Sinz = sin| 到 十 (#— 对) |= sin 于 cos(z 冯 至 钙 COs Tin(e— 和 | 


4 
-去 [os(*- | sia(z 一 本 | 
又 由 展开 式 (4) 有 


| 本 ,…( 一 co < 工 一 十 co)， 
二 本 

cos(z 一 至 )= 1 tk 用 + 4 Si i i) 

收 sinr 一 让] (z | 所 下 | (一 co < 工 一 十 co). 


【 例 8. 24】 把 级 数 3) a :的 和 函数 展 成 一 1 的 震级 数 ， 


〖 解 】 设 级 数 的 和 也 数 为 s(x), 即 


3 DD"! 3 、 1 将 i 
s x) st i 2 一 1 nl1 es S ee 
a 2 Qn — 1) 12m 2 2 2 0 Bl) sy 
ss i el a 1 大 一 
s(X) = 2sin 2 志 十 5 )= 2(sin cos 7 十 cos 7 Sin 一 7 | 
ee A be hi 让 一 2n 1 1 i er 1 ER 2n-1 
= Bin 1) rl 人 os 了 -人 i ) 


rE (一 co, 十 ce)， 


题 型 七 ” 豁 级 数 求 和 


:提示 : 解 题 程序 
(1) 求 出 给 定 级 数 的 收敛 域 ; 


(2) 通过 逐 项 积分 或 微分 将 给 定 的 寡 级 数 化 为 常见 函数 展开 式 的 形式 (或 易 看 出 其 假设 


和 函数 s(x) 与 其 导数 s(x) 的 关系 ), 从 而 得 到 新 级 数 的 和 函数 ; 
(3) 对 于 得 到 的 和 函数 作 相 反 的 分 析 运 算 , 便 得 原 需 级 数 的 和 函数 . 
【 例 8. 25】 求 下 列 寡 级 数 的 和 郴 数 ， 


由 二 
1 i (2) -一 一 一 
2 72 2 证 = 
ys! 2n—1 2 4 ; n nn 二 2nt+-1 
CD I 


【 解 〗(]1) 先 求 收敛 域 ， 
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i 
当 [ 对 | 一 1 时 , 即 |z|<<2, 亦 即 一 2 一 工 < 2 时 ,级 数 收敛 ; 
令 z 一 2, 原 级 数 一 了 1 元 发 散 ; 
令 工 = 一 2， 原 级 数 一 (0 二 L 收敛 
故 级 数 的 收敛 域 为 [一 2,2). 
设 级 数 的 和 为 s(x), 即 
= 到 1 RAT LS 工 Ny 
SCZ) 了 2 元 2 no 二 | [2 了 ) dz 
本 z") LS TL 
- 下 [六 全 ) ja a (zs ja 
= 二 | [二 习 (于 ) Jaz = 二 | 这 dz 一 二 [ln2 一 Im 一 2] (xz#0), 
因为 和 函数 s(x) ee 
所 以 x(0) = lims(z) = lim 一 于 一 下 一 lim 了 一 一 序 ， 
de 工 二 0 
故 , 级 数 的 和 函数 s(x) 王 
2, x & [— ,0 LU) 0,0 
(2) 可 求 出 收敛 域 为 [一 1,1]. 
we 加 Se 1 2 rr 并 a 1 3 
设 记 x) 一 之 区 下 1 [eth) j==| (2 #4 )a 


-入 [二] 


=- 「( “de)dz=| (二 一 z 一 InGI 一 z))dz 


SN ee 


= 上 | 1 de! 


(1— zx)ln(l— Zz) 
x 


zln(1—z)| 
0 


一 1 十 
由 和 函数 s(zx) 在 收敛 域内 的 连续 性 ,有 
s(0) 一 lims(x) = lim( 


kA 0 1, 


tm D2) 0， 


I—0 入 
1 

2 er AN 乡 一 二 
当 工 1 时, 原 级 数 二 > pe 

1 1 1 Wo 
(因为 加 er 1 | >1], 当 nn 时 ) 

1+ EE [= 10% 1 01 
故 ,s(X) 二 0， 元 二 痢 

Ls 
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当 L 二 二 1, 即 |z1<Y2, 亦 即 一 V2 之 zx 之 V2 时 ,级 数 收 化 


当 z 一 十 时 , 原 级 数 一 2 一! 发表 . 故 级 数 的 收敛 域 为 (一 VZ wW3). 


和 庆 动 二 > 了 L i (| 际 2 )az)’ 


一 站 


ce 


(和 加 二 村 
有 工 
- (> ) = | 
2 


a J Sr € (一 V2 ,V2 )， 


2 一 元 | 


(4) 可 求 出 收敛 域 为 (一 9， 十 co)， 


令 sz) 一 之 1 a 2 


C2n+1)1 
_n 二 1 2nt1 (— 1)"zx eh 
= (Be va ey dz) = > ry 
= (Ssine) 二 六 Csinz 十 zcosz),z 筷 〈 一 co 十 co). 


【 例 8.26] 求 > 过 的 和 函数 . 


【 解 】 了 易 求 出 收敛 域 为 (一 ce， 十 ce). 


TX | 1 2 1 1 
n=0 0 


今 s(xX) = 


ey wy 


= 
(2n— 1)! 
ey 1 
(272 一 1)! (2n1) 


即 sx) 十 s(xz) = ,此 一 阶 线性 方程 的 通 解 为 s(x) 二 Ce™ 十 Fe 


ZX” 十 … a er, 


s(X) 十 s(x) = ee 


又 由 @ 可 知 5(0) = 1, 代 入 上 式 ,得 C 一 元. 故 宕 级 数 》) 这 = 记 (e er) = chz. 
【 例 8.27] 求 下 列 级 数 的 和 函数 . 
WD nt De (2 > Ti 


分 别 求 册 md st 
【 解 〗(1) lim Vni+1) | 过 | 一 |x|. 
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[Rs 


当 |xz| 二 1, 即 一 1 过 x 过 1 时 ,级 数 收敛 . 
令 工 = 1， 原 级 数 一 > (2w 十 1) 发 散 = 一 1， 原 级 数 一 (一 1)"(2n 十 1) 发散 ， 故 级 数 
收敛 域 为 (一 1,1). 


令 s(x) = Sap = 一 D2 十 Dz 


n= n= 


2 nr" dr) 十 


W=: 1 


|| 


一， 加 1 
= dx (Pw) = 2e(T 十 了 二 二 
2 1 en eae 
= 一 = -= 
es (1— 元)2 ( rl1) 
(2) 易 知 其 收敛 域 为 (一 ,十 50). 
分 nl a nn me 
a 3 2"nl! 2"n! “0 (| 


n=0 


7 WE x n2 Se oo 仆 722 wl d ) 下 
> 7 Z > 吏 pp 这 
2"n! ml | 之 o 2"n! 


| 
一 
Ww 
> 
I 
立 
CR 
< 
| 
3 
全 
[7 
2 
S|S 
本 
0 
~ 


| 
| 
六 
入 
MS 
“一 一 
| 
人 
人 
oi 
= 
| 
RS 
RE 
六 
Pt 
| 
= | 
| 
Ss 
| SN 


(之 3 1 
= [: (3) | = z[z(ef —1)] = Tr(z+2)et, 
人 eT | 3 i 六 
故 3 和 "= 了 zx(z 二 2)ef 十 ef = (3 十 子 十 1)ei. 


【 例 8.28】 设 数列 (a,) 满足 ai 一 a4 一 1, 目 ar 一 0 十 otsn 一 23 
证 明 : 当 | 过 | 一 也 时 ， 级 数 2 osrr 收敛 ,并 求 其 和 函数 . 


【 解 】 显然 ,a, 二 0,a,n 过 at {a,} 是 单调 增加 正 数列 . 
又 as 一 2,a 三 ai 十 4 < 2as 一 2 :i < 人 “, 则 
ai = dn a < Za 2 
所 以 ,由 归纳 法 得 i Pi 二 4, 59，…. 乎 基 
| ew le 2 | 去 | (2 | 


又 当 | 2z 1 二 1, 即 1z | 二 二 时 ,级 数 了 (22) 收 化. 
所 以 ,由 比较 判别 法 , 当 | x |<< 于 时 ,级 数 > osr"” 绝对 收 人 


a 
由 于 Dax"! 二 4 所 :ayx 丰 a 有 
n=1 n=3 
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| 


1 十 x 十 Danizv” = 二 1 十 x 十 D2) (os 十 arm 


| 


1 十 工 十 ae 十 Da 
n=2 n=2 


~ 4 — 
1 十 交 呈 交 这 j OE" 1! 十 > i 
n=2 - 


| 


n=] 


\! ;3 1 
三 1 十 工 十 工人 > 7 二 和 —a ) 二 x 站 GM 
n=1 


n=] 
一 ] 十 (zx) Paar”! 六 
下 一 上 


得 (1 一 x 一 Xz) >7anz es ah Sa 人 z3 | 工 | 去 元 . 
el mi 


1 一 zz 


题 型 八 ” 数 项 级 数 求 和 


即 , 若 ims 一 5 则 了 一 其 中 二 如 十 册 十 十 ww 一 了 入. 

根据 s, 的 求法 又 可 分 为 ;直接 法 . 拆 项 法 和 递 推 法 . 和 
1. 直接 法 (适用 于 yw 为 等 差 或 等 比 数列 或 通过 简单 变换 易 化 为 这 两 种 数列 的 数列 ) 
【 例 8. 29】 求 下 列 级 数 的 和 . 


(DO (22 一 1)g (Cg1<1); (六 3 
n=1 Eh 名 


〖【 解 】(1);s, 二 1] 十 3g | 5g’ | 十 (2n 一 1)g" 1 ， @ 
@ 的 两 边 同 乘 以 g ,得 


da, 二 gq 十 3g9 十 5g 十 … 十 (22 一 1)g"， 二 
昌 一 名 得 
(1 一 g)s, 二 1 十 2g 十 2g9 十 … 十 2g”! 一 (2n 一 1)g” 
2 wee nl n 
le td gy 
1 外 = 条 一 训 
1 2g(1—g”!) 
1 = C= 下 三 = 党 


> 8 


因为 1 gq | 二 1; 所 以 ;， ee ee TI a 


故 》) (2n 一 Dg"'(|g| 二 1) = 


(2) 略 , 其 和 为 ;= 二 2. 
8. 拆 项 法 ( 即 把 通 项 拆 成 两 项 差 的 形式 ,在 求 前 ”项 和 时 , 除 首 尾 两 项 外 其 余 各 项 均 对 消 掉 ) 
【 例 8. 30】 求 下 列 级 数 的 和 、. 


1 
(1) >， ; (2) . 
2 下 本 2 TREEOFTITTET 
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IM] (Dm — HT DT aaTtD Grr 


半生 3| (3 i) (2 ya ee Pi at 


2 [二 | 
| 1 有 | 4 


~ 1 | 
故 之 ， n(n 十 1)(n 十 2) 4° 


1 1 
《2 = 二 
$s 一 二 
1 
1 二 ~] (12c) 
放 》 2 


a Vn(nt1) Vn FT 
( 工 ) 阿 贝 尔 法 (构造 井 级 数 法 ) 


其 中 ,震级 数 》1a,z" 可 通过 逐 项 微分 或 积分 求 得 和 函数 s(x). 因此 


Su = lim s(xz). 
【 例 8.31】 求 下 列 级 数 的 和 . 


中 蕊 二 pI 三 (二 ) ， 
Dn C1 
i Fi (05 nti 


【 解 】(1) 令 s(x) = 二 二 xz ,其 收敛 域 为 (一 VZ,V2)， 


n=1 


二 Ea nlads) = ( ge Le) 
n=1 


| 


= (75)) = (全 .= (Fr)- ts 


n= 1 


加 TXT 二 2 2nml_ 
dr se lm Dy 3. 故 2 可 3. 


(2) 令 s(x) 一 5 和 (二 ) ze ,收敛 域 为 | 一 2 2 | 


Tt 
| | 4 污 )d arctan V3 


arctan a ， 
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ia 
J lim ( 5 arctan 7 z) 7 arctan 2 


S 1 SN EE V3 
故 之 1) ge 一 arctan 3 


(3) 今 s(x) Ts 之 1 . p20 ,收敛 域 为 (一 so， 十 ce)， 


Ey a 
s(x) = (2[ = (2 ore 


1 (— 1)"z"™ i ， 
本 (去 > (2nd 1)1 dz) [ne wd | 


_ XCOST — sine 


2 区 2 9 
lims(z) 一 lim SE 一 (eosl — sinl), 
rr] i 元 
> (一 1)"n ee 1 | 
故 之 ; Cn 2sl™ sinl). 
i 


(4) 令 s(x) 一 Za 收敛 域 为 (一 1,1， 


> | 


stxd -上 [ 室 ( 生 入 2 ) | = [>i » Jdz 


1 : 1 2 元 一 1 A 
= idx 一 Linc 十 力 ) | 工 十 ZX) 十 一 arctan 十 
1 二 x 3 6 /3 /3 64/3 


放 站 扩 5 = lims(Cz) 


Em 


i lee 一 言 m1 一 十 丰 ) 十 六 srctan 本 i 二 mn2+ 5 

圈 凡 通 贰 心 可 拆 成 代数 和 形式 的 ,在 求 和 之 前 一 定 要 拆 开 ,然后 分 别 求 各 级 数 的 和 ,最 后 求 它 
们 的 代数 和 . 

【 例 8. 32】 求 下 列 级 数 的 和 


1 


I 1)"(n—nt+1) 
093 Ti (2) 2 es 
nl 十 1 号 
[ 解 ] GD) 站 时 二 1 re eT 
ee = (> 过 -dey 
二 2 
令 
a BA 范 / 2 
| 这 (全 ] | Ct (2 一 z)2 7 
= | 
De 
1 RE LT xz _1ly l/r 1s 
sz) 一 2 mm | 二 全 和 二 各 二 二 琶 
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I i ! 了 Tw 
故 2 en lm Cz) er Ze Tv 


zx—1 


Cay > CD"(w nt _ wD) + 于 于 二 


n=0 n=0 
1 
必 
令 s(x) = > nen 一 全 x" 一 [ 袜 f 一 D 人 (二 ) 了 :dz | 


[| hres fake 


2 二 四 4 4 

站 2 5 2 lm ge a Rp 
C1) 一 nl1) 2 ,4 22 

故 2 2” 3 +37™ 27° 


题 型 九 ” 周期 与 非 周 期 函数 的 传 里 叶 级 数 
提 ; 示 解 题 程序 : 


(1) 面 出 f(x) 的 图 形 并 验证 是 否 满足 狄 氏 条 件 (画图 目的 :验证 狄 氏 条 件 , 由 图 形 写 出 
收敛 域 ,利用 奇偶 性 可 减少 求 系数 的 工作 量 ); 
(2) 求 出 傅 里 叶 系 数 ; 
(3) 写 出 傅 里 叶 级 数 ,并 注 明 它 在 何 处 收敛 于 f(x). 
【 例 8. 33】 填空. 


(1) 设 f(x) 在 [0,1j] 上 连续 ,在 (0,1) 内 有 f(x) = yg, si ns 


则 6 的 计算 公式 为 
(2) 设 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 函数 ， 下 其 储 里 叶 系 数 为 ayp, 试 求 f(x 十 h)(h 为 实 


数 ) 的 傅 里 叶 系 数 :a', = i 宇 . 
(3) 设 f(x) 是 可 积 函 数 , 且 在 [一 r,rx] 上 恒 有 Fz 十 r) 二 f(x), 则 a 1 一 ， 
Bsn + 


【〖【 解 3(1) 由 题 设 条 件 可 知 是 对 ey 进行 奇 开 拓 ,由 相应 的 系数 公式 即 可 得 出 
坟 二 和 | fensin? wrdz. 


C2 二 工 | f(z+h)cosnrdx = 二 | f(x+h)costn(rth) 一 大]dz 
Tn 区 一 和 


一 二 | f(z + heosnheosn(z+h)dzt+ | f(zt+h)sinnhsinn(r h)dxr 
TJ 式 v 一 rx 


= a,cosnh + b, sinnh. 
类 似 可 求 出 5’, = b,cosnh 一 a,sinnh. 
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工 0 by 
(3) a; = 工 | f(x)cosnrdr = 二 | f lx)cosnrdzr 二 | f(x)cosnrdz, 
ee 和 TJ0 


全 二 t+x 0 
因为 | J(z)cosmzdz 一 | f(t+ rn)cosn(tt rx) dt 
0 
=| fG+n Dr"eosudt = | f(D) Lecosmd 


0 
=| fx) (— 1)eosnz dz， 


所 以 w 一 二 | [1 十 (一 1)"]7Fz)coszzdzr， 
故 Worl = 0. 


类 似 可 求 出 总 ，= 0. 
【 例 8.34] 将 函数 f(z) = 2 十 | x | (一 1 过 zx 过 1 展 成 以 2 为 周期 的 傅 里 叶 级 数 ,并 由 此 求 级 


数 5 二 的 和 . 
【 解 】f(x) = 2 十 | x | 为 偶 函 数 ( 如 图 8-1 所 示 ) ,只 能 展 成 余弦 级 数 , 即 
b, = 0,a0 = 2| x 十 wjdx 一 :5 


只 汪 | 
a, 二 | (2 十 )cos(Czarz)dz = = 到 XCcosnnxzdz yx 
ee 2(cosnn 一 下 ee 
nz ns 9 9 


因为 所 给 函数 在 [一 1,1] 上 满足 犹 氏 收敛 定理 , 故 


2 十 | x |== | 5) 2Ccosnn — DD) sosnxz),[_ 1,1] 


nn 


| 


5 2 二 1 
2 x (2k 


SI a N 9 4 > > 局 入 
当 工 二 0 时 ,上 式 过 2 2 二 之 7 (2 十 17? 8 en. 


1 _ 雯 1 < 1 < 1 le 1 
> 2 RT + 2 Ry 2 + 2 ， 


RE 村 | 722 k=0 n=1 7 

下 站 1 i 

故 > 3 2 RFI 3~8 6° 

【 例 8.35】 将 函数 f(x) 二 x 一 1(0 过 zx 过 2) 展 成 周期 为 4 的 余弦 级 数 . 
〖 解 3 既然 是 将 f(x) 展 成 余弦 函数 ,所 以 就 必须 对 f(z) 进行 偶 开 人 了 


折 ,如 图 8-2 所 示 . EW A ,Dh 


b, = O05 (n= 1,2,°) > 1 
2 f: 四 
dt = 3 | Cz ldx = Os 0 ek 


es Nn. 
RR 了 | ,cz 1)cos zdr 


pe 9 4 nn 
| 名 sin 一 广 十 一 一 COS 到 
| nn 多 nn 2 0 
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De 
2 a 1 下 
05 yf 二 2R， 
-1 ee ee 
(2k— 1) 9 9 9》 
8 ~ (2& 一 1)x 
故 f(x) Ris a zrE[0,2]. 
【 例 8.36] 把 f(x) 二 | sinz |, 一 x 声 x 志 x 展 成 储 里 叶 级 数 . 
【 解 】 由 图 8-3 可 看 出 f(x) 在 [一 x,r] 上 连续 , 且 只 有 三 个 极 值 点 . 故 狄 氏 条 件 满足 . 
因为 f(z) 为 偶 函 数 . 所 以 5b, = 二 0 (we ld) a 
Wy = 三 | sinzcosnrdz » 
TJ0 
= [LsinGn + 1)z 十 sin(1 一 72) 工 ]dz 
式 Jo 
1 fcos(n1)x ,cos(l— mz 
司 | we | -= 加 i 
1 和 1 1 图 8-3 
a 0 Ma 二 | 
Be 2 nl 
本 1] 
| 0，, ms = 
A ee : 
me i 


因为 在 推演 中 当 n 二 1 时 ,a, 没有 意义 ,所 以 ao ,ai 要 重新 求 .( 注 :车 在 推演 中 mn 二 3 没有 
意义 ， 则 Qo CGI1，Q2，Q3 都 要 重新 求 , 其 他 情形 类 似 处 理 . ) 


[2 二 | sinzdz = 二 一 cosx) | 一 2 
TJ0 TT 0 Tn 
2 ™ 1 和 a 1 3 ee 
al 一 二 | sinzcoszdz 一 一 | sin2zdz = 二 一 二 cos2x| 王 0. 
式 Jo XJo 2 0 


议 全] 千 和 一 让 人 (一 x 委 工 迄 天). 
T re 


【 例 8.37] 把 f(x) = 10 一 z,5 过 二 和 受 15 展 成 以 10 为 周期 的 傅 里 时 级 数 .》 
(如 图 8-4 所 示 ) 


J9 
【 解 】<， #|. (10— zx)cos wd 


5 


| 


15 15 
2| cos ZXzdz 一 | zcos LLrdx 
5 Dd 5 


5 
10 . nx 之 5 .nx | 2 i 
nsin 5 , nsin 5 ; 人 cos ozl|, 
一 0. 
推演 a, 过 程 中 ”= 0 没有 意义 ,所 以 a 要 重新 求 . 
1 


15 
| 站 0 二 
5 


Aad 一 


9 
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全 
15 
三 | CO— ein id= tI mel, 
(a 5 nn 
故 f(z) = 10 一 := 1» sin Yr (5<xr<15). 
第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 
一 \ 思维 定 势 


: 思维 定 势 已 知 一 级 数 收敛 ,判别 男 一 一 相关 级 数 的 伍 获 性 时 ， 要 想到 级 数 的 比较 判别 
法 和 一 一 些 常用 的 不 等 式 , 如 好 志 (e: 十 如 ) 等 . : 


[ 例 8. 38】 下 列 各 选项 正确 的 是 
(AD 着 六 3 均 收 敛 ， 则 2 cv 十 vw，)* 收敛 . 


(B) 车 六 [uv | 收 化 , 则 了 wD 都 收敛 . 
n= n=1 n=1 
CC) 若 正 项 级 数 >)u, 发 散 , 则 wu 之 二. 
(D) 车 级 数 > 收敛 , 且 Un 宇 v, (nN = 1,2,…), 则 级 数 > vw， 也 收敛 . 【 


【 解 】 因 为 (z 十 区 壮 一 认 十 旭 十 22 罗 和 有 秋 下 十 旭 十 ( 相 十 双 ) 一 2( 姓 十 吧 )， 
所 以 若 >》 好， > vw 均 收 化 , 则 2》) (zw 十)? 收敛 . 故 选 (A). 
7 一 1 n=1 n=1 


| a, | 


8. 39】 设 常 0， qa: 收敛 , 则 乡 > i 
【 例 8. 39] 设 常数 》 > 0, 且 之 /4 收敛 , 则 级 数 之 (一 1)" 一 二 
(A) 发 散 .、 (B) 条 件 收敛 . (C) 绝对 收敛 ， (D) 敛 散 性 与 有关， 【 


|a, | |a, | la| _1 1 
人 TL n n 2 
ON le 【 WE 十 从 时 n < 去 ( 吕 十 站) 


因为 Da ,3 喜 都 收敛， 所 以 |z| 收 和 敛 , 故 选 (C). 


HE 一 】 


二 、 综 合 题 解析 
1 十 并 


9 人 0 
arctanZyZ 天 ,， 试 将 f(x) 展开 成 x 的 过 级 数 , 并 求 级 数 


【 例 8. 40】 设 f(zx) = | 
1 x 二 0 


> 三 的 和 及 产 ”(0)， 


n=1 


【 解 】 因 了 二 De ,zE (一 1,1), 故 
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4 ST 
arctanx 一 | (arctanx) dz = (Bi 2 )dz = > pr 由 


(— 1)" an 
于 是 f(z)=1 > S++ 


C1 2 ey 
Ss 2 人 于 I 十 之; Bn 


3 Co— I 3 . 
一 1 十 2》， 本 [Ls 
1 dn *EL ] 


所 以 地 LA(G) 一 匡 一 到 一 元 


又 f(x) = i as 人 


oo HF C21) a 2 Ey COY = 1 
2 Wf (0) 时 Nn 2R,R ls2335*w 时 ， CR i 


2h) 12 (2k)! 
CO (= ap 


寺 ， 即 


【 例 8. 41 已 知 f(x) 满足 六 CCz) = 亡 Cz) 二 zer(2 为 正 整数 ). 且 /,(1) = 过, 求 函数 项 级 


数 》 1,(z) 的 和 . 
【 解 】 解 方程 fx) ee fb 一 xX"! eT ,得 通 解 为 
fry = de |z" le*e J dz 十 c) 二 @” (一 平 c). 


代入 /01) = 全 ,得 < 一 0, 故 刀 (z) 一 Si. 于 是 


=— eln(1—7x), zc€ ed 
【 例 8. 42] 已 知 > 六 一 守 ,f(7) 一 > 去 + , 试 证 明 
n=】] 


n=1 


2 


fx)+ fz)+lnrln(l— x) 一 (x € (0,1)). 
【分 析 】 记 FCx) = Foz) 十 Fl 一 zz) 十 lnzinGl 一 z)， 则 可 由 下 CCz) = 二 0 得 证 f(x) 十 
2 
ff 一 Zz) 十 Inzxln(1 一 x) = 二 C [zeE(0,1)]. 然 后 对 上 式 令 z 一 0f 取 极限 得 C= 于 即 可 . 


【 解 3 由 于 每 级 数 >) 二 在 [0.1] 上 收敛 ,所 以 f(x),f(1 一 zx) 在 [0,1] 上 都 连续 , 且 在 (0,1) 内 
可 导 . 记 (zr) = f(x) 十 f(1 一 Zz) 十 Inzrln(1 一 zx), 则 F(x) 在 (0,1) 内 可 导 , 且 
1 lnz. @, 
1 


ed oS Pd en 二 In 二 
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由 于 对 x € CO 有 


将 上 式 中 的 zx 换 为 1 一 + 得 


大 (1 一 zz) =— 


将 式 回 式 加 代入 人 式 四 得 FCz) = 0， 从 而 F(x) 二 C, 即 
F(x Fl = lnzlaQ = 元) GC, 


"1 

一 一 一 0， 
由 于 lm fx9 二 i > FT" 二 "|, 

St=1-z ， 。 - : 
limf(1— 2£) limf() = VY | = 二 = 臣 ， 
zt 二 a=] 发 t= n=1 7 6 

3 
洛 必 达 法 则 ，. 
1 天 和 于 
at r=01+ 1 r=0t 1 a 
lIn(1 — zx) (1— zx)ln:(1—x) 
Se Ja (lx) 0, 
了 -0 x 


所 以 ,对 @ 的 两 边 令 + 一 0' 得 C= 下 ,代入 @ 得 


f+ fx) tIlnrln(l x)= a [zx € (0,1)]. 


已 “亚信 
1. 选择 题 . 
Le 1 
(1) 设 a 为 常数 ， 则 级 数 》) | 2 | 
A. 绝对 收敛. B. 发 散 ， 


C. 条 件 收 化 


(2) 设 一 (一 D"In(1 这， 


A. 3 与 2 都 收敛 . 


, 则 


D. 仇 散 性 与 a 取 值 有 关 . 


B. 3 与 >) 吧 都 发 散 . 


C. yw 收 吉 ,而 12 发 数 . 
n= 1 k= 1 


(3) 设 函 数 f(z) 二 Xx,0 安 XX 过 1, 而 s(xX) 一 Disinnrr, 一 rt 


站 一 


D. 3 发 放 ，D) 忆 收 化. [ 


二 1 


1 
其 中 已 一 2| er i pe (一 去 ) 等 于 


1 Sk 4 1 
i Bs C7 Bs 【 


241 


第 全 篇 | 高 等 数学 


ER 
(4) 设 避 (一 1)"a, 条 件 收 八 , 则 
ni 
A. Si 收 伍 . B. 51, 发 散 . 
a nd 
C. Pe 一 Qn) 收 化， D. 2 与 DE 都 收 伊 . 【 


(5) 设 级 数 > yu 收 伊 , 则 必 收 化 的 级 数 为 
7 一 1 


A. S11 Ee B. Sa, 
n=] n=1 
GG:; Dy 一 Ws) D. 2 国 【 


(6) 兰 >a (xz 一 1)" 在 zx = 一 2 处 收敛 , 则 此 级 数 在 工 一 一 1 处 


A 条 件 收 北 . B. 绝对 收敛 . 
C. 发 散 . D. 收敛 性 不 确定 ， 【 


(7) 设 票 级 数 2 ouz， 的 收敛 半径 为 3， 则 条 级 数 了 me， (Zz 一 1)™! 的 收 化 区 间 为 


A 人 本 Ba 
让 (— 331， D. (一 4,2). 【 
2. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 
二 1 ceed ~ 1 
D2 Dp TEST 人 
下 n | 2 
WY Ms 
n=1 7 n=1 (n+ 三 】) 
n 
SVCD Sy 三 -一 、 
(5) 之 ca 二 2 机 (V]1 十 7 Vn— 1); 
— wy 二 lnn 
(7) a (8) T 一 -| 3 
2 (2722 十 lnz 十 1) 3 n ' 
a nt 直 
9 
Rt, 
3. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 
1 1 1 — 十 1 
(Da—a? ar—art+.(a> 0); (2) > (— 1)" 4 ; 
De 2 til a 
Zn ly < i 5。7。…。(22 十 1) 
pb ts | (WD i 
CBY Tea (6) > sin(zx 十 亚 ). 
nyn n=1 n 
4. 证 阴 题 . 


(1) 设 正 项 数列 {a,} 单调 下 降 , 且 了 (一 1)"a, 发 散 ,证 明 : 和 雪人 (二 二 2 ) 收 委 


n=1 
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(2) 设 正 项 数列 (a,),{b,) ; 
5. 求 下 列 级 数 的 收敛 域 . 


bu 宇 6(6 这 0 常数 ), 证 明 : 3 收敛 . 


rt! 


(1) 2) (3" +Yn) (x — 1)”; i 
全 "TI 村 
J i 
人 zx; i t+) 
= 2n ts n 
的 三 1 
n=] 72 
6. 求 下 列 级 数 的 和 . 
1 各 1 
> ey Te py (2) 之 ji 二 mW) 为 自然 数 ); 
3 Dm (4) Dnlnt 1) 7"; 
n=1 
(5 > 二 , D3 人 el! 关于 1 2 


7. 把 下 列 级 数 展 成 的 需 级 数 . 


(Dx) 一 ln(1 十 工 一 2z2); (2) f(z) = ln 十 广 arctanzi 
nl En 3 
(Fn) = | ds I 


(5) f(x) = zxln(zx+ Vii+zr )— vli+z’. 
8. 把 下 列 级 数 在 指定 点 展 成 曙 级 数 . 


(1 (EY 二 ,在 而 三 一 4 处 5(02] f(z) 二 lgzy 在 zo 二 1 处 , 


1 
zi 十 3x 十 2 
9. 把 下 列 函 数 分 别 展 成 正弦 函数 和 余弦 函数 . 

(DFCx) = NOE rE Zn) 
人 0 二 xX 三 1 时 
2 一 zx， 1 过 zx 二 2 时 
10. 把 下 列 函 数 展 成 傅 里 叶 级 数 . 


(1)f(z) = gp 站 | rx|s 


(2) f(z) = 


2 

本 二 _ 开 

2 ， < 六 

(2) FCz) = x, = 于 
和 了 下 过 


参 考 答 案 
1.(l1)B (2)C (3)B (4)C (5)D (6)B (7)A 
2. (1) 发 散 ; (2) 收敛 ; (3) 发 散 ; (4) 收敛 ; 
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pe 
(5) 收敛 ; (6) 收敛 ; (7) 收 伊 ;(8) 发 散 ; (9) 发 散 . 
3. (1) 发 散 ; (2) 条 件 收敛 ; (3) 绝对 收 你 ; 
(4) 绝对 收 化 ; (5) 绝对 收 伊 ; (6) 条 件 收敛 


4. 略 . 
5 (1 一 去 ,1 十 去 )， C2)[— 1,1]; (3) (— YEE); 
V3 V3 
1 1 
| 加 2 Uy {311)s CYC— 2,4)s (6)[4,6). 
BY ds a LL ey to]; 
“ 24° mi Fa k. ly 
Ca ls 
3 (1— 7x)’ 1 一 工 
8 国 
(fl1) = Bf) = 16. 
pr (— 1)” non 一 ， 3 i 人 元 4 加 
7 也 | 二 | pet, 


Cy Y= LI S151 
w= 1 


C4) ST] 十 (一 1)"22"r1]z"， (译注) 


n=0 


是 亏 一 
Fo D" tanta zn 1 


.CD (二 条] 人 z 4)",(—6, — 2); 


ee Co n 十 1 
2 es 


Inl0 se n 二 1 
C . Nx x 4 _ 4x 
9.(1) J bzprl 2 nea CR 各 k » 
到 过 
SS 
>, cos 诬 一 等- -1 Dr 


i _ 
Sy 1) 2 .于 4 cos(2n 1)xz 
nt 2 RA CQni1)’ 


n=0 


nt 1 4 4 A 
10. (1)》 要 十 |( 志 a Cok ,[— x rn]; 


(2) 2 、 [地 sin 宫 [和 1)” 到 |sinnz,C— non). 
n 2 2 
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第 九 章 。 矢量 代数 与 空间 解析 几何 


第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 \、 和 矢量 的 概念 及 其 性 质 
(一 ) 概念 及 其 运算 


矢量 会 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 . 


矢量 的 模 会 矢量 a 的 大 小 .矢量 a 的 模 , 记 为 | a |. 
若 矢 量 用 坐标 表示 a = zi 十 yj 十 xk 二 (xX,y ,Zz}， 


网 
单位 矢量 全 模 为 1 的 矢量 .矢量 a 的 单位 矢量 记 作 o ， 


0 a z Y 之 
Tu ES 
矢量 a 的 方向 余弦 全 cosa 二 2 ~ ,C0sB 二 一 一 ,COSY 二 : = 


显然 a? 二 {cosa,cosB,cosY}, 且 有 cos*a 十 cos*B 十 cos*yY==1. 
设 Mi (Xl ， yl ,zl1)，M2z (zz » V2 ,Zz ) 是 空间 直角 坐标 系 中 的 两 点 , 则 


i 


MM, 二 二 {x2 1，y2 .1， 之 2 zi}, 
| MM; 长 一 W(zs 一 2 十 (y 一 轨 ) 十 (zs 一 二 ) 9 


| 
ES 一 9 
SAE Xl 六 | (yz V1 (zz 之 1 小 
cosp = ; 32 六 1 
Cs — x1): 十 (ys = yy ) 十 《加 — Zz )* 
cosy = 2 二 
M 一 人 十 (一 站 十 ( 者 一 区 六 


了. 加 减 运算 
设 有 矢量 & 二 {ziyy1,z1),b = 二 {zzyyzyzz)， 
则 a 士 如 三 (zt 士 zayyl 士 yzl 士 2). 
23. 数 乘 运算 
数 乘 矢 量 会 矢量 a 与 一 数量 之 积 Ma， 
| 和 aa lo，A>0, 即 与 oa 相向， 
“| 


0， 和 一 0, 即 为 零 矢 量 ， 
一 | Xa | a', A 二 0, 即 与 a 反 向 . 
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设 a 二 {xi » V1 ,zx , 则 | ha = (zi ,AY1 ,AZ11. 
3. 矢量 的 数 积 (点 积 , 内 积 ) 


矢量 a 与 8 的 数量 积 a.b 会 | a || b | cos(a'b). 
设 a= {riyy 21},b = {roy ,22} ;Na b= xrizxz tyiys 十 zlzz， 
运算 律 
(1) 交换 律 aa .1 一 D。ai 
(2) 分 配 律 a. (b 十 cy) 二 a.b+a*ce; 
(3) 与 数 乘 矢 量 有 结合 律 Xla*…b) 一 (COa) .一 a。. (2b). 
44. 矢量 的 矢 积 ( 叉 积 ,外 积 
定义 ” 设 有 两 个 矢量 a 与 2 , 若 存在 一 个 矢量 c, 满 足 如 下 条 件 
(1) |e|=|al|lb | sin(a’b); 
(2)c | a,c | b, 即 c 垂直 于 a,b 所 确定 的 平面 ; 
(3)a,b,c 成 右手 系 . 
则 称 矢量 c 为 矢量 a 与 的 矢量 积 , 记 c 二 a Xb. 
设 4a== {ziyy1)z1),b 二 {zz ;yz;Z2), 则 


[er 
指 
傍 


~ 人 ~ 


(1)” 反 交换 律 aXb= 一 bXa; 
(2) ”与 数 乘 矢量 有 结合 律 ”A(aX6b) 二 Qa) Xb=aX Ob); 
(3) ”分 配 律 aX (bc) 二 aXb+axXce. 
5. 混合 积 
定义 ” 设 有 三 个 矢量 a,b,c, 若 先 作 a,b 的 又 积 a Xb, 再 与 c 作 点 积 (a Xb)，c, 则 这 样 的 数 积 
称 为 矢量 a,b,c 的 混合 积 , 记 为 (a,b,c), 即 (a,b,c) 一 (aXb).ce. 
设 a= {risyyiyzi} b= {zx2 yyyz2) oC = 二 {xssy3 23) ; 则 
| V1 TI1 
(a,bye) 2 Ww | 
于 3 ya3 之 3 
几何 意义 : | (a,b,c) | 表示 以 a,b,c 为 棱 的 平行 六 面体 体积 , 
(1) 具有 轮换 对 称 性 , 即 (a,b,c) 二 (b,c,a) = (c,a,b); 
(2) 两 矢量 积 互 换 ,混合 积 变 号 , 即 
(a,b,c) =— (a,c,b) =— (c,b,a) =—=— (b,a,c)., 
(二 ) 矢量 之 间 的 关系 


设 a = (x ,yi 21},b = (zs »Y2 ,Z2} oC 一 (x ?V3 ,XZ3}， 


1” a | bab=0Gnm hy tz = 0 


o Xl yi1 之 1 
2 a/ boOaXb = 0 ， 
/ X2 2 之 2 
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Ms! 
其 中 zs,ys ,zs 之 中 有 一 个 为 “0”, 如 zs 一 0, 应 理解 为 x 一 03 
3” a,b 共 线 全 存在 不 全 为 零 的 数 4,p, 使 24 十 jb 一 0; 
4” 矢量 a 与 b 的 夹 角 , 可 由 下 式 求 出 
Xixz 十 yiys 十 zlzs 
V 可 十 并 十 可 ，V 碍 干 好 十 三 
5” qa,b,c 共 面 仿 存在 不 全 为 零 的 数 4,p.,0, 使 
ha 十 十 we 二 0 或 者 (a,b,c) 一 0. 


cos(a ?8) = 


【 例 9. 1] 填空 . 
(1) 设 a = {3,2,1},b 一 (2, 了 4], 车 a 二 b, 则 二 ;车 a /5, 则 上 


(2) 设 |al=3,18| 一 4, 且 a | b, 则 | (a 十 b)XxX (a 一 b) | 一 
(3) 设 a 二 (2, 一 3,1},b= 二 (1, 一 2,5},c | asc | 5 且 c.G 十 27 一 71) 一 10, 则 ec 一 


(4) 设 (aXb) c==2, 则 [Ca 十 b) X (Bb 二 ce)]. (ec 二 a) = 
【 解 ] (1) 因为 a | bSa…b = 0, 所 以 3.2 十 2 3 i 二. 


因为 a // 5 对 应 坐标 成 比例 ,所 以 > 二 3 


3 
(2) (a+b)x(a—b)=axXai+bxXa—~axXb—bxb=bxa—~aXb=2bxXa, 


因为 a | 5, 所 以 sin(a”b) = sin 六 一 物 刘 
故 | (ee 十 六 X(Ca 一 有 |=212Xxal=212||alsinCab) 一 2.4.3。1 一 24. 
2 一 3y 十 过 一 05 


(3) 设 c 二 {zx,y,z}), 由 see lbh- Os 
元 十 2y 一 7z 一 0. 


解 三 元 一 次 方程 组 ,得 工 一 号 ,y 一 交 ,z pt 
(4) [(ab) XxX (b+e)]. (ca) 

= (aXb+i+bxbiaxc+t+bXxXc). (ca) 

= (aXbi+axc+i+bxc). (cita) 

= (aXb).ci+(axXc)e ci+(bxXe)e cecilaxXb).ai+(aXc).ai+(bxXe).a 

= (aXb).c+(bXce)a 

= 2(aXb).ce 

三 站 因为 ta XX 了 c= 二 21. 
【 例 9. 2】 若 矢量 a 十 32 垂直 于 7a 一 5b, 并 且 矢 量 a 一 4b 垂直 于 7a 一 2b, 求 a 与 b 的 夹 角 . 
【 解 】 由 题 设 可 知 


(a 二 3b). (7a— 5b) 一 0， 7a* 十 l64a.。b 一 15b’ 一 0， 0 
二 > 

(a—4b). (74a—2b)=0, (74 一 304 .5 十 812 一 0， 

一 46a .1 一 23 有 2 一 2a .0 一 大 ， @) 


247 


第 全 篇 | 高 等 数学 


把 四 代入 ,得 la|=|1b|, 又 


1pe 
cos(a’b) = mb 2 二 
lallbl| Ibl’ 2 


故 (a 人 b) 一 arccos 一 


【 例 9. 3】 求 与 矢量 ua = 2i 一 j 十 2k 共 线 且 满足 a。x 一 一 18 的 矢量 
【 解 】 因 为 x 与 a 共 线 ,所 以 34 闫 0, 使 x 二 Xa 二 (24, 一 4,24} ,又 
a。Xx 二 一 18, 所 以 锥 十 4 十 44 = 二 一 18,4 一 一 2， 
故 x = {一 4,2, 一 4}. 
【 例 9. 4】 化 简 下 列 各 式 : 
(1)Ca+b). [Cb+e) Xx (Ceta)]; 
(2)(axXb). (axb)+i+(la. bl(a.b) 
(3)(2a 二 b)X(c—a) 十 (b 十 c)X(a 二 b) 
【 解 】(1) 利用 矢 积 ,混合 积 性 质 并 注意 到 
cxc=0,a | (pxXxa),a | (cxXa),b | (bXxc),b | (bXa), 于 是 
(a+b). [bie) x (eta)] 
= (q+b). (bxci+bXat+cXcec+i+ecXa)= (a+bh)(bxXcec+bXatcXa) 
~a. (bXeo)+a. (bXa)t+a. (cXa)i+b. (bXa)+b. (cXa)ib. (bx 人 ce) 
=a. (bxXe)+b. (cxXa)= (a,b,c)i+ (b,c,a) = 2(a,b,c). 
(2) (aXb). (axXb)ila.b). (a.b) 
laxb|:+(a.b)’ 
(Jallbl)sin(a,b)+ lallbl)cos ab) = (lallbl)’. 
(3) 原 式 二 2aXc+bxXxc2aXa 一 bXa++bXai+cXatbxbicxb 
= 2aXce+bXxXcet+eXat+cxXb=axce. 


【 例 9. 5 证明 撩 量 c 二 | 9 于 b a 表示 矢量 a 与 b 夹 角 平 分 线 的 方向 . 


【证 】 设 a , 分 别 表示 与 a,b 同 向 的 单位 矢量 , 则 


0 a 0 b 
= ,b = » 
| a | 15| 


由 ar ,br 为 边 所 构成 的 平行 四 边 形 为 菱形 , 知 其 对 角 线 平分 项 角 , 于 是 


b lalb+lbla 
d= a’ pb” = a 2 5 
0 | 


这 是 与 a,b 夹 角 平 分 线 平行 的 矢量 ,又 


lalbi+lbla_ lallb| .albltlalb_ _ lallbl 
Di Toll i 


故 ,c 表示 a 与 b 夹 角 平 分 线 的 方 癌 . 
【 例 9.6] 已 知 和 失 量 OX = a,0B = b, 人 ODA = 到 ,如 图 9-1 所 示 . | 
b 
> 月 


| 


| 


a 


二 0， 


Ila:bllaxb| 
2|1b|’ “ 8 D 


求证 :(1)AODA 的 面积 等 于 
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(2) 当 a,b 的 夹 角 9 为 何 值 时 , 八 ODA 的 面积 取 最 大 值 ? 
【 解 〗(1) 设 人 ODA 的 面积 为 S, 则 


$=F0D*AD— 记 |alcos0 |a| sing = |al’sin20, 


又 la.b|l=|lal|lblcos0, laxb|=|a||b | sing, 


bb |aebllaxb| lal*|bl|l’singcosG _ 1 名 
于 是 ， 2 2 1 | al sin20， 
_la.:bllaxbl| 
二 
(2) 由 8 一 可 | al:sin20 一 9 5 | a |:cos20， 
令 切 = 0, 可 得 9 一 于 是 | 0, 于 | 内 唯一 驻 点 
0 4 :2 = 
dS 2 ， | 2 
又 = 0 < 省 5 


故 , 当 0 一 亚 时 ,AODA 的 面积 S 一 二 | a |* 最 大 . 


【 例 9.7】 证 明 : 当 a,b,c 不 共 面 时 ,方程 组 
Xza+ywbi+zxc=d © 
4 _d.(bxXce) _d.(cXa)  _d.(axXxb) 
有 以 下 解 : a. (bXe) > DCcXxo ~ ceaxb)' 
【证 】 将 式 @ 的 两 边 点 乘 b Xc, 并 注意 到 :b,b,c 共 面 ,c,b,c 共 面 , 则 有 
(za wb ie) (XO)=ra HX)FW: (bX) (bXe) 


= xa* (bX oe). 
即 xza. (bXc)=d. (bX 人 aoe), 
_d.(bxXc) 二 、 2 
故 ,xz = 一 一 一 全 , 同 理 可 证 y 与 z 的 表达 式 成 立 . 
a». (bx ce) 


【 例 9. 8 了 证 明 如 下 结论 : 
(1) 若 aXb 十 bXc 十 cX4a = 二 0, 则 矢量 a,b,c 共 面 ; 
(2) 若 aXb= 二 ccXd,aXc==bXd, 则 矢量 a 一 4d 与 b 一 c 共 线 . 
【证 】(1) 由 于 a,b,c 共 面 合 (a,b,c) 一 0， 
因而 只 要 考虑 a 与 a Xb 十 b Xe 十 c Xa 二 0 的 数 积 即 可 . 
注意 到 a,a,b 共 面 ,a,c,a 共 面 , 故 
a (aXxXb+i+bxcecieXa)=a*. (axXb)i+a. (bxXce)i+a. (cxXa) 
=0+a*. (bxXe)+0=a. (bX 人 oo), 
又 a，0= 二 0, 故 a。(bXc) = 二 0, 于 是 矢量 a,b,c 共 面 . 
(2) 由 于 a 一 4d 与 b 一 c 共 线 合 (a 一 d) X (b 一 c) 一 0， 
即 只 要 考虑 (a 一 d) X (5b 一 c) 是 否 为 零 矢量 即 可 . 
(a—d)X(b—c)=axXb—dxXb—aXc+i+dxe, 
因为 axb= XdaxXe= bd, 
所 以 (a—d)X(b—c)=cecxXd—bxd—dxXbi+dxc=0, 
故 a 一 d 与 b 一 c 共 线 . 
【 例 9.9】 一 矢量 与 x 轴 、y 轴 成 等 角 , 与 = 轴 所 构成 的 角 是 它们 的 2 倍 , 试 确定 该 矢量 的 方向 . 
〖 解 】 设 该 矢量 与 xz,y 轴 的 夹 角 为 a, 则 与 z 轴 的 夹 角 为 2e, 又 由 于 方向 余弦 的 平方 和 等 于 1， 
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所 以 


cos'a 十 cos:a 十 ecos:2a = 1,， 


2cos’ 


aw 十 (2coszau 一 1): 一 1， 


2coszw。(2cos:u 一 1) 一 0. 


之 cosa = 0,cosa = 2 a 一 了 
该 矢量 的 方向 角 分 别 为 :a 二 6 二 97 二 x 或 a 二 B= 村 地 二 7 
故 ,该 矢量 的 方向 为 ” {cosa 一 0,cospB 二 0,cosy 一 一 1)， 
或 cosa 一 ,cosp 一 好 ,cosy 一 (OR 
二 、 平 面 与 直线 


平面 与 直线 的 关系 见 表 9-1. 


直线 方程 


1. 一 般 方程 
Az 十 By 十 Cz 十 D=0 
法 矢量 n= 二 {A,B,C} 
若 方 程 中 某 个 坐标 不 出 现 , 则 平面 就 平行 
于 该 坐标 轴 , 例 如 
平面 Az 十 Cz 十 D=0Vy 轴 


1. 一 般 式 方程 (两 平面 交 线 ) 
pe 


Aszt 十 Boy 十 Coz 十 D; = 二 0, 平面 Il 


平面 了 与 I 的 法 矢量 分 别 为 

m = (Ai ,Bi ,Cl ) ,nz = (A,B;,C:} 
直线 的 方向 矢量 为 

i j k 

A! B!: Ci 

A, B, C; 


S 一 ni X 1 一 


2. 平 面 的 点 法 式 方程 | 
A(Cz 一 Zi) 十 By 一 %) 十 CCz 一 zo) 一 0 
M(zo ,yoyzo) 为 平面 上 已 知 点 

n 二 {A,B,C) 为 法 矢量 


2. 标准 式 方程 


M(xzo Yo , z0 ) 为 直线 上 的 已 知 点 
s = (l,m,n)} 为 直线 的 方向 矢量 


一 


M (Xi 9 V1 Zl ) ,M, (zs » V2 ,Zz ) ，M3 (xs 9 
ya yzs ) 为 平面 上 的 三 个 点 


3. 两 点 式 方 程 


Z 一 ZL YT 一 
2 Xl | 


Mi {x 31 ,Zz1},M; (zx ，y2 yzZ2 ) 为 直线 上 的 两 点 


os 


之 2 一 之 1 


4. 截 距 式 方程 


4. 参数 式 方程 
TX 三 Xo 二 
| 十 7 
z= zm 


M(xo ,yo ;Zo0) 为 直线 上 的 已 知 点 
s 二 {l,m,n) 为 直线 的 方向 矢量 


【 注 ) 由 平面 I :aix+t by est di 一 0 与 平面 [Ts :az 十 by 十 caz 十 da 二 0 所 确定 的 平面 束 
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ER 
方程 为 


ACaiz 十 0 十 cz 十 Qi) 十 (Gasz 十 2y 十 cz 十 de) 一 0, 其 中 m 和 不 全 为 “0 


平面 间 的 关系 见 表 9-2. 


平面 间 关 系 


表 9-2 
平面 与 直线 间 关 系 直线 间 关 系 


设 有 两 个 平面 : 
平面 全 :Aizx 十 Biy 十 Gz 十 Dl = 二 0 
平面 全 :Aszx 十 Boy 十 Gz 十 D, = 二 0 


z 4 -BC 
1. 平 面 也 ] HSA “B,C 


2. 平 面 人 L | IL 人 AiAsz 十 BiB; 十 
CiG: =0 
3. 平 面世 与 严 的 夹 角 09, 由 下 式 确 
定 
cos0 一 

| AAA 十 已 及 十 CC | 
VA+B+G VA+B+G 


设 直线 与 平面 方程 分 别 为 


下 一 2 页 一 i 
直线 工 :一 7 7 | 设 有 两 直线 ， 
平面 ;Ax 十 By 十 C2 十 D=0 直线 Li: 一 
1.L/ NSA+Bm+On=0 ! 


下 一 
pe 直线 上 ， 
‘ m n 


3. 工 与 区 的 夹 角 0, 由 下 式 确定 “|1.L WS 一 于 二 于 
sin0 一 ; 


2.L1 | LShbTmm+nmnn: 一 0 
| 4 十 Bo 十 Co | 、 

VA 二 BC x 二 mi 二 rn 3. 直线 Li 与 1; 的 夹 角 0, 由 下 式 确 定 
1 cosb 一 了 ZL2 十 7zl 7722 十 721 722 | 

4 Vii+miti+nm VE+mi+n 


2 


点 Mo (Xo » Yo ,Zo ) 到 平面 x:Axr 十 By 十 人 ze 了 


D 二 0 的 距离 为 
过 | Az 十 By 十 Czo 十 万 | 
VR TBT 


d 


三 、 投 影 方程 


l 


点 Mo (zy ;zo ) 到 直线 本 2 本 二 的 距离 


为 


一 一 > o> 
MMXMEI 


d 一 一 
| MP | 


定义 ” 设 本 为 一 条 空间 曲线 , 卫 是 一 张 平面 ,的 每 一 个 点 在 平面 工 上 均 有 一 个 垂 足 , 由 这 些 垂 
足 构成 的 曲线 就 称 为 了 在 平面 也 上 的 投影 . 经 过 丁 的 每 一 点 均 有 平面 了 的 一 条 垂 线 , 这 


些 垂 线 ,构成 一 个 柱 面 


, 称 为 到 平面 工 的 投影 柱 面 . 


由 以 上 定义 可 知 , 在 平面 I 上 的 投影 方程 可 由 下 列 联 立方 程 组 表示 


设 空间 曲线 | 


在 平面 也 上 的 投影 柱 面 方程 
平面 荆 的 方程 


Fi(x,y,z)=0 
F(zxyy,2) = 0 ”7 


求 工 在 xOy ,zxOz,yOz 平面 上 的 投影 方程 . 
(1) 先 求 丁 在 xOy 平面 上 的 投影 方程 . 
1” 从 方程 组 @ 中 消去 ,得 到 一 个 母线 平行 于 > 轴 的 柱 面 方程 p(x,y) 二 0 
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2” 将 g(x,y) 二 0 与 z 二 0 联 立 , 即 得 I 在 xOy 平面 上 的 投影 方程 
PCZ,y) 一 0 
Z 一 0 
(2) 丁 在 xOz 平面 上 投影 方程 为 
(zyz) 一 0 
se "其 中 Wzvz) 一 0 为 母线 平行 于 y 轴 的 柱 面 方程 
a 
(y,z) 一 0 
[002 二 0 其 中 ,ww(y,z) 一 0 为 母线 平行 于 工 轴 的 柱 面 方 程 
ge 
2x 十 479 十 媒 一 
| >" 求 它 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 方程 
Zz? 一 8y 十 3z’? 一 
【 解 】 Ee te 
2z2 十 4y 十 (z 一 2)2 一 4 
[as 
解 之 得 于 入 三 可 
22 十 4y 王 0， 
于 是 ,曲线 在 x0y 而 上 的 投影 方程 为 
类 似 地 可 求 得 曲线 在 xOz ,yOz 面 上 的 投影 方程 分 别 为 
2 十 zx2 一 4z 2 一 = 贡 
| y = 次 和 | 施 =0 
十 十 必 — 0 


(a 二 0) 在 各 坐标 面 上 的 投影 方程 . 


【全 91 求 出线 了 人 


OA 


【 解 ] 曲线 在 XY 面 上 的 投影 旋 程 为 | 


@ 一 @, 得 让 @ 
于 是 可 知 昌 线 在 XZ 面 上 的 投影 方程 为 | 


2 十 az 二 a?， 
= 0. 


从 式 @ 中 解 出 工 一 二 (dl 一 好 ), 代 人 式 回 ,得 对 :| a ly = 0, 


a ly C2) 一 05 


于 是 可 得 曲线 在 YZ 面 上 的 投影 方程 为 | EE 


工 一 3 一 上 
〖【 例 9. 12】 求 直线 中 二 一 1 十 2 在 三 个 坐标 面 及 平面 也 :z 一 > 十 3z 十 8 一 0 上 的 投影 方程 . 
2 一 5 十 8 


【 解 〗 直 线 工 在 zOy ,zOz ,yOz 坐标 面 上 的 投影 方程 分 别 为 
工 一 3 一 上 六 一 3 一 1 [z 一 0， 
| ita 
z 一 0 二 一 5 十 8i lz 一 5 十 8 
下 面 求 直线 工 在 平面 了 :x 一 y 十 3z 十 8 二 0 上 的 投影 方程 . 
先 求 出 通过 直线 工 且 垂直 于 平面 区 的 平面 区 ”的 方程 ,此 即 直线 二 在 平面 世上 的 投影 柱 面 ， 
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直线 工 的 方向 矢量 * 二 {一 1,2,8) ,平面 也 的 法 矢量 站 = (1, 一 1,3), 设 平面 万 ' 的 法 矢量 

n" ,由 投影 柱 面 的 意义 有 

i 天， 无 

= 外 多 

1 “5 时 

又 平面 I” 通过 直线 工 , 可知 直 线 工 上 的 点 P(3, 一 1,5) 在 平面 I* 上 ,于 是 该 平面 方程 为 
4 一 3 二 11 二】 一 (B= 565) = 0; 

即 14z 十 lly 一 z 一 26 一 0， 

1l4zx 十 lly 一 z 一 26 二 0 

东 一 了 十 3 十 8 一 0 


= {14,11, 一 1)， 


故 所 求 工 在 世上 的 投影 方程 为 | 


四 、 曲 面 方 程 


. 柱 面 方程 
由 平行 于 定 直线 并 沿 定 曲线 C 移动 的 直线 工 描绘 出 的 轨迹 叫做 柱 面 . 定 曲线 叫做 柱 面 的 准 
线 , 动 直线 工 叫做 柱 面 的 母线 . 


(CD 准 线 为 T:|” >” 本 ,母线 /= 轴 的 柱 面 方程 为 “Atz,y) 一 0， 

准 线 为 |?” ,母线 / y 轴 的 柱 面 方程 为 ”gz,z) 一 0， 
wy,z) 一 0 _ 

准 线 为 了 | > ,母线 // z 轴 的 柱 面 方程 为 。yy,z) 一 0， 


常见 的 柱 面 方程 见 表 9-3. 
表 9-3 


zx = 2py,(p > 0) 
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(zyy， 一 0 
(2) 准 线 为 Ts | ”一 0 母线 的 方向 矢量 为 fl,mva) 的 柱 面 方程 的 求法 ， 
首先 ,在 准 线 上 任 取 一 点 (z,y,z), 则 过 点 C(z,y,z) 的 母线 方程 为 
X 一 过 Y 一 > 2 一 > 


2 m n 


其 中 X,Y,Z 为 母线 上 任 一 点 的 流动 坐标 ,消去 方程 组 
人 f(x,y,z)=0 
5 xz 一 0 中 的 xz,y,z 便 得 所 求 的 柱 面 方程. 
六 二 了 二 区 一 必 
Z m n 
、 ZT 十 yy 十 z* = 二 1 

【 例 9.13] 设 准 线 方程 为 |， 2， ,2 
母线 的 方向 数 为 一 1,0,1, 求 这 个 柱 面 方程 . 


【 解 】 柱 面 的 母线 方程 可 表示 为 ”车 一 了 Y= 


今 > 四 t=>x 有 相克 i, 


l (六 十 四 ?十 十 (Z 一 2)? 一 1， 
A Se 十 2Y? 十 (Z 一 1)? 二 2， 

解 之 得 ”(Z 一 1) = 二 0, 即 Z = 1, 将 其 代入 方程 组 @ 

可 知 所 求 柱 面 方程 为 (X 十 2Z)? 十 Y= 二 1. 
【 例 9. 14] 设 准 线 方程 为 1 @ 

工 一 y 十 zx 一 0 
母线 平行 于 直线 zx 二 y = z, 求 该 柱 面 方程 . 

【 解 】 由 题 设 可 知 母 线 的 方向 矢量 s = 二 {1,1,1),(x,y,z) 为 准 线 上 任 一 点 ,于 是 柱 面 的 母线 方程 

可 表示 为 一 = 
或 X 3 ZX 十 tyY Rs y 十 1,Z 一 z 十 t, 代 入 准 线 方程 四 ,得 

一 2 一 0， 

这 就 是 所 求 柱 面 方程 ,该 柱 面 为 平行 于 X 轴 的 平面 . 


9» 


X= PC) 
(3) 本 | = y(t), (a<<it<bh) 
z= g(t) 
母线 的 方向 数 为 1,m,n 的 柱 面 方程 的 求法 . 
首先 设 上 一 加 E [a,bj, 可 得 准 线 上 一 点 (g(to),y(to) ,g(to)), 故 母线 的 参数 方程 为 
工 一 09(t) 十 以 
| -w+m (一 00 二 < 十 ce ,其 中 zx 为 参数 ) 人 
之 一 g( 加 ) 十 7 
其 次 , 当 5 在 Le, 四 上 变化 ,x 取 所 有 的 值 时 ,由 式 @ 所 确定 的 点 (z,y,z) 就 布 满 整个 柱 面 ， 
故 柱 面 的 参数 方程 为 


z= gyi 

fm (gb, CC— 050d 二 00) 
z= g(t) 二 nm 
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标准 二 次 方程 及 其 图 形 见 表 9-4. 


pa 


十 吾 一 1 (a,6b,c 均 为 正 数 ) 


单 叶 双 曲 面 A 1 (a,b,c 均 为 正 数 ) 


双 叶 双 曲 面 : (a,bsc 均 为 正 数 ) 


(a,b,p 均 为 正 数 ) 


双 曲 抛物 面 


(a,b, 正 数 ) 
(又 名 马鞍 面 ) <3bs 光 为 正 笋 


2 
= 一 0 (a,b,c 为 正 数 ) 


8. 旋转 曲面 方程 


由 一 已 知 平面 曲线 工 绕 该 平面 上 一 定 直 线 旋转 而 成 的 曲面 叫做 旋转 曲面 , 定 直 线 叫做 旋转 
曲面 的 轴 , 曲 线 工 叫做 旋转 面 的 母线 . 


设 有 平面 由 线 L:|7 “> 一 


(1) 曲线 工 绕 x 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲面 方程 为 :f(x, 土 Vy 十字 ) 二 0; 
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(2) 曲线 工 绕 yy Op me enc f(tvr 二 2 ,y)=0. 


F(x, yy) 三 
(3) 空间 曲线 | (2 0 绕 轴 旋 转 所 成 的 旋转 面 方程 ; 

TT) 

解 出 | = 天 动 ， 

旋转 面 方程 为 :x 十 y= 二 x? (zx) 十 y:(z). 

【 例 9. 15】 求 下 列 各 平面 曲线 的 旋转 面 方程 ; 
人 Ne 2 分 别 绕 工 轴 ,y 轴 旋 转 
(2) 求 空 wi en | 绕 = 轴 旋 转 的 旋转 面 方程 


bg] 平面 册 线 针 才 转 , 则 该 人 标 所 对 应 的 杰 量 不 灾 。 
(1) 绕 xz 轴 的 旋转 面 方程 x 十 4(y* 十 z*) 一 1， 


绕 y 轴 的 旋转 面 方程 十 x 十 4y* 二 1. 


OE 0 十 =) ,旋转 面 方程 为 ; 


2 


pn (5 宏 这 二 ne 即 4zz 十 4y: 一 10z? 一 8z 一 34 二 0, 


【 例 9. 16 了 求 以 原 入 有机 各 


f(zx,y,z) = 


示 : 准 线 为 TI: 顶点 为 A(zos, Yo,20) 的 锥 面 方程 的 求法 . 


SECzyy,z) 一 
先 设 M(X,Y,2) re AM 为 锥 面 的 母线 , 它 与 准 线 卫 的 交点 为 Cz,y， 
2 , 则 母线 方程 为 宇 二 辐 = 二 和 % = 纪 二 各 ， 

范 “ yO— yo A 

大 zyz) 一 0 

SECrzyyyz) 一 0 

天 Wl ks et 

X= yO—% EA 


中 消去 xz,y,z, 便 得 所 求 锥 面 方 程 为 F(X,Y,Z) 二 0. 


从 联 立 方程 组 


【 解 】 了 以 OC(0,0,0) 为 顶点 的 锥 面 经 过 三 坐标 轴 , 易 知 A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1) 必 在 锥 面 
上 ,由 A,B,C 三 点 所 确定 的 平面 为 


TX 二 y=] 
该 平面 与 正 圆锥 面 的 交 线 是 一 个 圆 

妇 十 光 十 玉 三 1 

Z 十 y 十 > 一 1 也 
这 是 锥 面 的 准 线 , 设 M(X,Y,Z) 为 锥 面 上 任 一 点 ,(Czvy,z) 为 母线 OM 与 准 线 的 交点 , 故 
母线 方程 为 ER 

E: y 之 
A 其 了 1 
6 交 y 儿 二 


则 z= Xt,y = 二 Yi,z 二 Zi, 代入 式 @ 得 
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ER 
消去 参数 上 , 则 得 XY 十 YZ 二 ZX = 0. 
MT XY YZIZX = ONY Ys 2 = 0 YY | YY ZY = 0 
这 就 是 所 求 的 锥 面 方程 . 
【 例 9.17] 求 直线 :一 一 子 一 汪汪 在 平面 :x 一 y 十 2z 一 1 = 0 上 的 投影 直线 L。 ,并 求 


Lo 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 得 的 曲面 方程 . 
【 解 3 平 面 卫 的 法 向 量 n 二 {1, 一 1,2} ,直线 工 的 方向 向 量 * = {1,1, 一 1}. 于 是 求 直 线 工 在 平 


面 卫 上 的 投影 平面 方程 
pn! 滨 、， 交 "二 小 
1 1 一 了 二 0, 即 x 一 3y 一 2z 十 1] 二 0. 
1 一 业 2 


rT— ys—1==0 


于 是 0 程 ; , 消 z 得 一 2 
于 是 1 的 方程 为 | 3， 2。 | 1 _ 0 消去 = 得 z 一 23 
元 一 27 
所 以 L 的 参数 式 4  “ 
ee 
z 二 (1 t) 
故 所 求 旋转 曲面 方程 为 


Zz 十 2 二 (2)? 1 [ (1 5] (2?)2 十 [ 言 C1 一 习 ] ， 


即 4 刀 一 17 光 十 4 对 十 2y 一 1 一 0. 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 求 平面 方程 


若 题 设 条 件 中 有 两 个 相交 的 平面 (其 方程 为 一 般 式 方程 ), 则 用 平面 束 方程 处 理 简 便 ; 若 
题 设 条 件 中 平面 过 某 点 , 则 一 般 用 点 法 式 方程 ,此 时 间 题 转化 为 求 平面 的 法 矢量 n. 


Xz 二 1 
【 例 9. 18】 (1) 5 = 一 1 十 ! 及 了 + 一 < 一 和 都 平行 , 且 过 原点 的 平面 方程 是 
zz 二 2 十 t 
区 二 一 十 2 
(2) 过 点 | 
之 一 守 一 ] 


(3) 已 知 两 直线 方程 是 1: 于 -一 了 一 和 Lo: 地 一 2 一 子 , 则 过 


且 平行 于 L, 的 平面 方程 是 
【 解 】 Cy $1 一 {0'51 ;51,5 人 5 区 站 
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El 
由 题 意 平 面 工 // 两 直线 , 则 平面 的 法 矢量 于 与 该 两 直线 的 方向 矢量 垂直 ,于 是 可 设 
i 7 天 
1 一 SI XSs 一 |0 1 1|=—i+j—k, 
1 小 工 


平面 又 过 原点 ,所 以 所 求 平面 方程 为 
一 严 十 3 一 和 一 0 即 天 一 区 二 之 一 0. 
(2) 直线 的 方向 矢量 为 = {一 1,3,1}) ,因为 直线 垂直 于 所 求 平 面 , 于 是 可 知 平面 的 法 矢量 
n// s, 取 s 一 {一 1,3,1) 为 平面 的 法 矢量 , 故 所 求 平面 为 
(一 了 (一 1 十 3(07 一 2 二 151) = 0, 


即 YY =:0, 
(3) 直线 Li ,L; 的 方向 矢量 分 别 为 $1 二 {1,0, 一 1),ss 一 {2,1,1), 因 为 平面 过 上 L 且 平 行 
i 
于 上 ,所 以 平面 的 法 矢量 :n = 二 {A,B,C} 为 1 二 sy Xs 二 |1 0 1|=i— 3j++k, 
有 了 


由 于 平面 过 工 ,所 以 点 M(1,2,3) 在 平面 上 , 故 平面 方程 为 
(二 
即 必 一 3 和 十 芝 十 2 三 0， 


【 例 9. 19] 求 过 直线 < 了 一 二 2 一 了 2 是 垂直 于 平面 3z 十 2y 一 = 一 5 一 0 的 平面 方程. 


【 解 】 直 线 的 方向 矢量 s 二 (2, 一 3,2}) ,已 知 平面 的 法 矢量 为 n = 二 {3,2, 一 1), 设 所 求 平面 的 法 矢 
量 为 n”" ,由 题 意 n”」|」 n 且 n” | s, 故 可 令 


i j k 
n* =sxn= |2 3 2 |= 一 ;十 87 十 13K， 
半 = 和 
于 是 所 求 平面 方程 为 ”一 (x 一 1) 寸 8(y 十 2) 十 13(z 一 2) 二 0. 
即 五 一 8y 一 13z 十 9 王 0; 
【 例 9. 20】 求 平行 于 平面 6z 十 y 十 6z 十 5 一 0, 而 与 三 坐标 面 所 构成 的 四 面体 体积 为 一 个 单位 的 
平面 . 
【 解 】 设 所 求 平面 为 中 ls 
a fh ” 


由 题 设 有 


eh 


由 方程 @ 可 知 a 一直 ,6 二 十,c 二 亦 , 将 其 代入 式 四 ,得 一 调 坟 t 一 十， 


>a 1,6 人 CC 1 或 a 1 ,0 6s5C ls 


故 所 求 平面 方程 为 z 十 二 y 十 z 一 1 或 z 十 二 y 十 z 一 一 1. 
【 例 9. 21】 求 通过 下 列 两 平面 有 :2z 十 y 一 z 一 2 天 0 和 丈 :3z 一 2y 一 2z 十 1 王 0 的 交 线 ,是 与 
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平面 了 :3x 十 2y 十 3z 一 6 = 0 垂直 的 平面 方程 . 


【 解 】 设 所 求 平面 为 
A(2z 二 Ty 一 z 一 2 十 pj(3w 一 2y 一 2z 十 1》 一 0， 四 


即 〈24 十 3pz 十 (一 20)y 十 (一 人 一 20)z 十 (一 2 十 Ap) 一 0， 
由 于 该 平面 | 平面 ,所 以 它们 的 法 矢量 一 定 互相 垂直 ,于 是 
3424 十 3 十 2 一 20) 十 3( 一 人 一 20) 一 0, 字 5 一 人 一 0， 
取 4 二 1,y 二 5， 代入 四 即 得 所 求 平 面 为 
二 7 天 一 97 一 有 十 3 =*0; 


题 型 二 ” 求 空 间 直线 方程 
提 : 示 :车 题 设 条 件 中 有 一 个 已 知 点 , 则 一 般 考虑 建立 直线 的 参数 方程 简便 . 求 两 直线 的 交点 , 异 


面 直线 的 距离 等 方面 的 问题 ,通常 也 借助 于 直线 参数 方程 之 便 . 
【 例 9.22] 求 过 点 (一 1, 一 4,3) 并 与 下 面 两 直线 


ER r= 二 2 十 4t 
C2 ei 和 


ee 乞 王 一 3 十 22 
并 一 一 上 十 必 
【 解 】 | 一 一 4 十 mit;s = (l,m,n)， 
zz 二 3 十 nt 


直线 J 与 Ls 的 方向 矢量 分 别 为 人 一 {=— .3,1,10),8» -= {as = ] yDYs 


由 题 意 有 s | ss | 本 , 故 
Wt | =—== 2 
4 一 M 十 272 一 0 m 一 一 46n. 


令 二 1, 则 所 求 直线 为 
X= 一 1— 12t, 
: 一 一 4 一 46t， 
总 二 中 六 


【 例 9.23] 求 过 点 (一 1,0,4) ,平行 于 平面 3 一 4y 十 z 一 10, 且 与 直线 + 十 1 一 y 一 3 = 硅 相 交 


的 直线 方程 . 
z= 一 1 
CR ”8 一 {l,m,n}, 
z= 二 4 二 nt 
平面 的 法 矢量 于 = {3, 一 4,1) ,由 直线 与 平面 平行 ,所 以 
n | s 合 3/ 一 4 十 7 一 0， 
因为 两 直线 相交 , 故 有 L 一 一 3 十 mt 一 全， 
(ma 一 /一 3 
过 4m 十 3n 一 10l 一 0， 


(21— mt= 4 
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解 方程 @,@ 得 /二 sm = 


邻 n= 二 28, 得 1 = 二 16,m 二 19， 
区 
故 , 所 求 直 线 为 | 


【 例 9. 24】 直线 过 点 A( 一 3,5, 一 9), 且 与 两 直线 
和 pe 


大 二 了 
a 相交 , 求 此 直线 方程. 


zz 二 5X 十 10 
工 二 一 3 十 
【 解 】 设 所 求 直 线 方程 中 二 5 十 mt . 
zz 二 一 9 十 nt 
因为 直线 工 与 直线 Li,L: 相交 
所 以 0 5 re 
一 go 二 n = 2/ 
5 二 Fm =—12++4&—7 (mo— 4Dt =— 24 
| 9 十 nt = 一 15 二 | (n—5Dt= 4 
由 方程 组 @ 与 方程 组 ,得 n= 2l,m 一 221， 
邻 1 = 二 1, 则 m= 二 22,n = 二 2， 


到 二 一 :3 十 六 
故 所 求 直 线 方程 为 |， 二 5 十 221， 
zz 二 一 9 十 2t 


9 ls sl | 作证 1 要 一 此 
【 例 9. 25】 判 断 两 直线 ” 工 ;: ] 5 和 工 , :二 


是 否 在 同一 平面 上 ,车 在 同一 平面 上 , 则 求 交点 ;车 不 在 同一 平面 上 , 则 求 两 直线 间 的 
距离 . 
【 解 】 直 线 Li ,L; 的 方向 矢量 分 别 为 $1 二 {1,1,2) ,ss 一 {1,3,4) ,该 两 直线 分 别 通 过 P( 一 1,0， 
Qt — 1 POS= {11 —11y, 


于 
因为 |1 3 .4|=2 尖 0, 所 以 直线 工 ; 与 工 , 为 异 面 直线 . 
1 —1i 1 


直线 Li 与 L; 的 参数 方程 分 别 为 


工 一 一 工 十 上 元 一 6 
中 = ， 中 二 一 1 十 35s. 


忆 二 1 斗 2z 之 二 2 十 45 
设 两 直线 间 的 距离 为 a, 则 
d= 二 V(s 一 t 十 1 十 (一 1 十 35 一 1) 十 (1 十 4s 一 271)7， 


令 有 二 (5 一 十 1 十 ( 一 1 十 85 一 2 十 (1 十 和 本 一 22》?， 
再 一 525 一 2 站 生 三 0 7 
Ww 之 1 一 可)5 一]， 
hh”, 2435 十 二 2 一 和 三 0 3 
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由 二 元 函数 求 极 值 的 方法 可 知 , 当 /一 1 二 1 时 的 距离 d 最 小 ,为 4 二 


第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 


思维 定 势 ”已 知 三 向 量 共 面 ,要 想到 它们 的 混合 积 为 零 ， 即 它们 的 坐标 分 最 所 组 成 的 
: 行列 式 为 零 


【 例 9. 26】 判断 下 列 两 直线 Li :二 一 7 一 和 四 zx 二 加 
是 否 在 同一 平面 内 ,若是 , 则 求 两 直线 的 交点 ;车 不 是 , 则 试 求 它们 的 最 短 距离 . 


【 解 】 直 线 Li 与 L; 的 方向 矢量 分 别 为 9 = {2,3,4),ss 一 {1,1,2}, 并 且 它 们 分 别 过 点 
P(0,— 3,0),Q(1, —2,2),PO = {1,1,2). 直线 Li 与 L; 共 面 合 矢量 sv PO 共 面 , 即 
混合 积 = 0, 因 为 


2 3 4 
1 了 二 0, 故 直线 Li 与 L, 共 面 . 
I 
下 面 求 直线 工 与 Ls 的 交点 
A a 
为 此 令 2 3 ts OO 


即 z== 2t,y = 二 一 3 十 3t,z 二 4t, 代 入 LL, 中 ,得 


2 (二 3 二 3) 十 2 ， 柱 二 2 
1 1 2 ~ 


之 ! 二 0, 代 回 @, 可 得 x = 二 0,y 3 总 三 0， 
故 (0， — 3;0» 为 直线 Li 三 L; 的 交点 . 


二 、 综 合 题 解析 
5 2 
PE 6? 2 天 0 
【 例 9. 27】 设 二 元 函数 f(x,y) = ey , 求 
Qs Xx? 二 y eC) 


Q) 使 方向 导数 罢 | ，， 关 0[ 方 向 二 {cosa,sine} ,a € [0,2n)] 的 最 大 a 值 ( 记 
(2) 过 点 M(2, 一 1,3) ,与 直线 L :一 一 闻 一 < 相交 , 且 与 平面 全 :3z 一 
2y 二 = 十 5 = 0 的 夹 角 为 m 的 直线 工 的 方向 向 量 . 

【分 析 】(1) 利用 方向 导数 的 定义 ,计算 9 | ，《〈 它 是 “的 函数 ), 由 此 确定 使 9K| ， 天 0 的 最 大 


a 值 wu. 
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【 解 〗(1) 由 于 f(x,y) 是 非 初 等 函数 ,所 以 利用 定义 计算 方向 导数 4 


(2) 设 工 的 方向 向 量 为 s 二 (2,m,n), 则 利用 工 的 三 个 条 件 [ 过 M(2, 一 1,3), 与 Li 相交 
及 与 I 的 夹 角 为 ao 确定 S$. 


dT | oo” 
由 于 在 方向 工 二 {cosa,sina) 上 ,x 二 rcosgyy 二 rsina, 所 以 对 a € [0,2r) 有 
df jy frecosasrsing) 一 f(0,0) 
dl (0,0)》 r=0 FP 
rcos’a 
2 (7rsina 一 天 cosza)2 十 7scossa 
r=0 r 
J i 
并 5 
jim jcossa 上 
0 (sinag— rcosza)2 十 六 cossa 
， 其 他 


因此 使 引 | 了 0 的 最 大 a 值 a。 一 
(2) 设 工 的 方向 向 量 为 s 二 {l,m,n}), 则 由 工 过 点 M(2, 一 1,3) 及 与 直线 工 相交 知 ,向 量 


MM,si,s 共 面 [其 中 ,Mo = (1,0, 一 2) 是 Li 上 的 点 ,s1 = {1, 一 1,1) 是 工 的 方向 向 量 ]， 
于 是 有 
[MoM,si,s] = 0, 

Bs ==、 属 
即 |1 一 1 1|==0, 由 此 得 1m,n 满 足 1 十 m = 二 0. © 

{ m n 
此 外 ,由 于 工 与 平面 工 的 夹 角 为 a。 = r, 即 二 与 平面 也 平行 ,或 者 说 二 与 也 的 法 向 量 n 二 
{3, 一 2,1) 垂直 ,所 以 1,m,n 满足 


sen=0, 即 3/ 一 2m 十 n==0. @ 
由 式 @ 和 式 @ 得 ,1 一 一 二 ,mr 一 二 如 .所 以 L 的 方向 向 量 s = (一 襄 n, 训 n,n Cn 是 不 为 
0 的 实数 ). 
习 题 九 | 


1. 设 有 两 个 矢量 a,b, 试 比较 |a 十 b| 与 1a 一 b | 的 大 小 . 
2. 化 简 下 列 各 式 : 
〈1)(a 十 十 c)Xc 十 (aa 十 十 c) XD 一 (一 c) Xa; 
(2)(a 十 2 一 c) .La 一 p) X(a 一 D 一 c)]; 
(3)LCa 二 D) x (bec). (ca)]. 


3. 已 知 |a | 一 2，|15|=5,(a5) 二 x; 问 :系数 为何 值 时 ,向 量 A 二 和 a 十 175 与 B 二 34 一 


3 


b 生 直 . 
4. 求 同时 重 直 于 矢量 a 二 2i 十 2j 十 k 和 4b 二 全 十 5 十 3K 的 单位 矢量 . 


5. 若 a 二 4m 一 n,b 二 mm 十 2n,c 二 2m 一 3n; 式 中 |m| 一 2, |n| 二 1, 又 (mn) 一 六 ,化 简 表达 


式 4。c 十 34a.D 一 20。c 十 1. 
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6. 求 平行 四 边 形 的 面积 , 若 已 知 其 对 角 线 为 和 失 量 c 二 m2n 及 a 二 3m 一 4n, 而 |m| 二 1,|n|= 
2,(m’n) 一 Se 
7. 设 A 二 24a 十 b,B = 二 ka 十 b, 其 中 || 二 4%.1 闹 |=:2%H a | b, 
问 :(1)k 为 何 值 时 ,A | B; 
(2)k 为 何 值 时 ,以 A 与 B 为 邻 边 的 平行 四 边 形 面 积 为 6. 


8. 求 通过 三 平面 :2z 十 y 一 z 一 2 一 0,XT 一 2y 十 z 十 1 二 0 和 x 十 y 十 z 一 3 二 0 的 交点 , 且 平 行 


于 平面 Xz 十 y 十 2z 二 0 的 平面 方程 . 


9. 过 平面 + 十 28y 一 2z 十 17 一 0 和 平面 5x 十 8y 一 z 十 1 二 0 的 交 线 , 作 球 面 x? 十 十 z? 二 1 


的 切 平面 , 求 切 平 面 方 程 . 


10. 设 ,Ls 为 两 条 共 面 直线 ,Li 的 方程 为 一 了 3 一 和 一 5 


9 过 点 » 9 
7 5 Ls 通过 点 (2 3 1)， 且 


与 工 轴 正 向 夹 角 为 3 与 z 轴 正 向 夹 角 为 锐角 ，, 求 工 , 的 方程 . 


克 三 3z 一 yy 一 27 
y 一 2z 一 zz 二 7X 
3T 一 六 十 :2% 一 6 二 
元 二 4y 一 2 十 dd = 二 0 


1 = 全 
11. 求 直线 | ,与 直线 ;之 间 的 要 直 距离. 


0 
12. 已 知 直线 | 与 = 轴 相 交 , 求 也 值 . 


Ee 
13. 在 平面 z+ 十 y 十 z 十 1 一 0 内, 求 作 一 直线 ,使 它 通过 直线 [> i 0 与 平面 的 交点 , 且 与 
时 二 


已 知 直 线 垂直 . 


14. 决定 ,使 直线 -一 一 二 元 与 直线 工 十 上 一 下 一 圭 相 交 . 


2 2 十 xz? 一 4 
的 
= 


三 本 

“二 “十 4 

” 》  ，，， 母线 平行 于 < 轴 的 柱 面 方程 
Ee = 


灾 十 单一 关 寺 


15. 求 曲线 | 
16. 求 准 线 为 


下 
17. 求 直线 | ] 在 平面 工 十 ?十 zx 一 0 上 的 投影 方程 


一 亚 十 和 一 区 一 
18. 求 通过 两 曲面 x 十 y 十 4z2? 一 1 和 x? 二 y? 十 zx? 的 交 线 ,而 母线 平行 于 轴 的 柱 面 方程 . 
参 考 答 案 
1.0<a 和 到 至 时 ,| oa 十 加 >>|a 一 2 

a 沁 一 本 时 ， lat+b|=|a—b|; 


0 省 之 部 时 ， la+b|<la—bl. 


2.(1)2(aXb); (2)3a. (bxXce); (3)2(aXDb) 。c. 
3.4 = 40. 


本 浊 (i 一 2j + 21 
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= 
SS 74 6. 5. 7. (1)& = 二 一 2,(2)k 二 一 1 或 k= 二 5. 四 
8.z 十 y 十 2z 一 4 = 二 0. 
9.387zx 一 1]64y 一 24z 一 421 一 0 及 3X 一 4y 一 5 二 0. 
竣 一 妃 . 增 书 吕 吉 二 J 


10. 


2 V6 V6 
2z 十 y 一 z 十 1 一 0， 

0 天 1 pi 14.4 = 卫 . 
7 十 y 十 z 十 1 = 二 0. 4 
z+2y =4, lz+22 =4, [lz=y; 

15 | | | 

之 一 0; yy 一 0; 一 0, 
。 一 名 一 1 过 他 3 
16..52 — 3y 三 工 Ly, | 
TX 十 y 十 z 三 0. 


18. 5z2 一 3y 二 二 1 , 双 曲 柱 面 . 
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第 十 章 ”多 元 函数 微分 学 
第 1 节 ”重要 概念 ,定理 和 公式 的 剖析 


一 、 二 元 函数 的 定义 


设 有 三 个 变量 x,y,z, 如 果 对 于 变量 z,y 的 变化 范围 内 每 一 对 数值 ,按照 一 定 的 法 则 ,变量 
z 总 有 一 个 确定 的 数值 与 之 对 应 , 则 称 变量 = 是 变量 z,y 的 二 元 函数 , 记 为 
z= f(z,y). 


【 例 10. 1] 设 f(z+y,¥)= x! 一, 求 f(x,y). 


【 解 】 令 一 工 十 yz 二 > i a 了 过" 则 
. 二 u uv \*” wu(l—w) 
fl(u,v) (ys | re 和 
ee 
ly 


一 般 讲 ,二 元 函数 的 定义 域 是 平面 上 的 一 个 区 域 , 常 用 图 形 表示 出 来 ;二 元 函数 > 二 f(x， 
的 图 形 是 三 维 空间 中 的 一 张 曲 面 . 


i 
【 例 10. 2〗 求 z = arcsin(27z) 十 一 一 一 一 -~ 一 的 定义 域 . 


ln ,二 
【 解 】 对 arcsin(2z) ， D,: | 2z | 二 1， 中 
对 V4z 一 多 ， Dy:4x— YE 0, Ww 和 
1 本 \ 
oO D,.l—x:— vy’ 0's 1—zx:—y 1. ' 
对 ns 1 0 Ll 
故 , 所 求 函 数 的 定义 域 为 (如 图 10-1 所 示 ) 和 人 
2z | 过 1 | 
| z Ea i : 
dr ye 0 2 2 
mp y 委 4z 图 10-1 


Ll = 1 Qe 2 
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二 、 二 元 函数 的 极限 及 连续 性 


了 了. 二 元 函数 的 极限 
lim f(x,y) = AOGVYe>0,IJ60, 当 0= V(xz—zo) +(y 一 yo) 一 9 时 ， 
恒 有 | f(x,y)—A|<=e. 
二 元 函数 的 极限 要 求 点 Q(z,y) 以 任何 方式 、 任 何方 向 \ 任 何 路 径 趋 向 P(x ,yo) 时 , 均 有 
f(z,yy) > A(r— Xosy > yo0). 


R1: VIz| 
【 例 10. 3】 Te Be 
> 六 不 这 让 | wl| = | 2 = | 
【 解 】 因 为 当 (x,y) 沿 z = 二 y 的 路 径 趋 于 无 穷 时 ， 3 二 2 二 中“ 再 
. 加 [| 
又 lim | lim | 
I— oo 8382y To0 [|xz| 
y = 一 二 x+ 二 y = 一- 二 x+ 


【 例 10. 4 了 求 极限 lim 三 > 十 2Y 十 >. 
zx 二 0 el 


.XIy 十 xy 十 ZYy 1. X(T 一 XxX) 十 x(x 一 xXx) 二 xz:(r’— 7) 
【 解 】 dim 1 tim 元 十 (zs3 一文 ) 


en 
lim 和 
pa W 


一 1， 


i 4 2 4 5 3 
又 lim ZY + xy +xy_ lim 工 十 妆 十 区 
记 = 浊 TX 二 yy 人 Py 


故 1 区 十 -十 于 不 存在 . 
x0 Sy 
2. 二 元 函数 连续 性 的 定义 
定义 1 设 函 数 >= jz,y) 在 Po(Czo,yo) 的 某 邻 域内 有 定义 ,分 别 给 自 变 量 z,y 在 ze,yo 处 以 
增 量 Az,Ay, 得 全 增 量 
AZ = f(zo AZ,W AY)O— F(xo yyo)s 
如 果 极限 lim Az 三 0, 则 称 z 二 f(x,y) 在 Po (zo ,yo) 处 连续 . 


Ay 一 0 
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定义 2 如果 二 元 函数 > = f(x,y) 满足 如 下 条 件 : 
《12 二 f(xsy) 在 Po (xo ,yo ) 点 的 某 邻 域内 有 定义 ; 
(2) lim f(z,y) 存在 ; 
(3 lim f(x»y) = f(xos Yo ). 


y™ 0 


则 称 晒 数 之 一 (wy) 在 点 Po (zo ,yo) 连续 . 
三 、 偏 导数 、 全 导数 及 全 微分 


1. 偏 导数 的 定义 
设 z== f(r,y) 在 Po 《zo ,yo ) 的 某 邻 域内 有 和 定义 ,给 自 变 量 = 以 增 量 Az, 而 y 保 持 不 变 ( 即 
y 一 yo) ,相应 地 得 到 函数 关于 x 的 偏 增 量 
Az = jzo 十 Azyyo) 一 (czoyvyo)， 
如 果 极 限 


lim A Lim fl FF Aw yoy) = F(T Yo) 
Ar=0 AX Ar-0 众 运 


存在 , 则 该 极限 值 就 称 为 > = f(z,y) 在 Pu(zo,yo) 处 对 变量 z 的 偏 导数 , 记 为 


9f (zo, yo) / 
2 或 f(xo ,yo)， 


即 fi (xo ,yo) a F(x 十 Axo) = f(s 20) 


Ar 一 0 Ax 
同样 可 定义 


9 


9 
(tp yo75 


ve fs ;Yo 十 Ay) 一 f(zxo syo) 
fy (Xo, Yo) lim A . 


【 例 10. 5】 设 > = f(z,y) = Vi zy|, 求 f4(0,0), fC(0,0). 
【 解 ] 六 (0,0) 一 lim 人 A 一作 09207 二 0. 同 理 有 /0,0) = 0. 


Ax 
8. 全 导数 的 定义 
设 z 三 jpt) yd 二 g(t),v 二 y(t),w 二 g(t) 且 太 pg 均 可 导 , 则 
z 三 f[Lp(z),y(t) ,8(Cb] 是 关于 t 的 一 元 函数 ,也 可 导 , 且 有 


dz _9f .da .dv ,9f .dw 称 为 > 对 上 的 全 导数 . 


dt Qu dt ao dt 9w dt 
3. 全 微分 的 定义 
设 函 数 z 二 f(x,y) 在 点 P(xo ,yo) 的 某 邻 域内 有 定义 ,给 z,y 在 zo,y 处 分 别 以 增 量 Az， 
Ay, 相 应 地 得 到 函数 的 全 增 量 Az, 若 其 可 表示 为 
Az 二 AAz 十 BAy 十 oo)， 
其 中 ,A,B 与 Ax,Ay 无 关 ;p = 二 VCAz) 十 (Ay)? io(o) 为 Az 一 0,Ay 一 0 时 po 的 高 阶 无 穷 小 ， 
则 称 函 数 FGz,y) 在 PCzo,yo) 处 可 微 ;A4AAz 十 BAy 称 为 FF(Cz,y) 在 已 (zi,yo) 处 的 全 微分 , 记 为 


dz = df(zxo,y0) = AAz+ BAy. 


0 "230 
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B= 
当 z 二 f(x,y) 在 P(x,y) 可 微 时 ,A 二 让 Ee = Cs 
az as 
了 二 amy Ox a (x0+30) 
_ azd 4 az 
般 地 dz 下 


二 元 函数 = = f(x,y) 连续 ,可 导 ( 两 个 偏 导 数 存 在 ) 与 可 微 三 者 的 关系 如 下 ， 
函数 连续 ~、“ “可 导 “一 ” 表示 推出 


Re M 入 ~ ” 表示 推 不 出 
可 微 


【 例 10. 6】 求 由 方程 zyz 十 Vx 十 y 十 z” 一 V2 所 确定 函数 > = z(x,y) 在 点 (1,0, 一 1) 处 的 
全 微分 . 
【 解 xyz 十 Vz 十 并 十 地 一 VZ 的 两 边 分 别 对 z,y 求 偏 导数 ,并 解 出 zl saus 得 
2 | ee ZX 十 yz Vr 十 十 zz 
2 2 Wi 填 玉 十 好 赴 z 
ee 人 | 1,0, 一 ! 一 一 V2 ， 
Ty Vz 十 十 xz? 十 之 Be 
故 下 一 | 一 dz 一 dy 


[aa 二 1， 


/ 
之 y | iso 


四 、 基 本 定理 
定理 1( 可 微 与 偏 导数 存在 的 关系 定理 ) 车 < 一 /(z,y) 在 PCzvy) 点 处 可 微 , 则 在 该 点 处 3 
流光 必 存 在 , 且 有 
i de 


定理 2 ( 偏 导 数 存 在 与 可 微 的 关系 定理 ) 车 z= f(zx,y) 的 两 个 偏 导数 卫 ,5 在 PCz,y) 点 的 


某 邻 域内 存在 ,并 且 在 PCz,y) 点 处 连续 , 则 = = f(z,y) 在 Plz,y) 点 处 可 微 . 
定理 3 ( 求 偏 导 数 与 次 序 无 关 的 定理 ) ”车 z 二 f(z,y) 的 两 个 混合 偏 导数 f(x,y) 及 f(x,y) 
在 区 域 D 内 连续 , 则 有 
fo zy) = Fx). 
【 例 10.7】 二 元 函数 z 二 f(x,y) 在 (zo ,yo) 处 可 微 的 充分 条 件 是 
(A)f(zx,y) 在 (zo ,yo) 处 连续 . 
(B) f(x,y) ,f(z,y) 在 (zo ,yo) 的 某 邻 域 存在 . 
(ChAz+— fre ,yo)AZz 一 fy (mo ,yo)Ay, 当 VAzx: 二 Ay 一 0 时 ,是 无 穷 小 量 . 


A Ne Nr 
VAr 二 Ay’ 
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| 
【 解 】 检 查 对 照 以 上 定理 以 及 全 微分 的 定义 ,可 知 应 该 选 (D). 


Cx? + )sin 5 3 4 访 半 0 


【 例 ew =| 十 9 
085 Zz’ 二 y? 一 0 
则 在 原点 (0,0) 处 f(x,y) 
(A) 偏 导数 不 存在 . (B) 不 可 微 . 
(C) 偏 导数 存在 且 连 续 . (D) 可 微 . [ 3 
1 
(AXx)’sin 一 一 一 
【 解 】〗 广 (0,0) 一 lim lim 二 
加 a a : 
= lim (Az) sin CA 0; 


同 理 ”六 (0,0) = 0. 

若 (C) 正确 , 则 (D) 一 定 正 确 , 又 因为 该 题 是 单 选 题 . 

所 以 (A),(C) 不 和 人选. 

因为 Az = f4(0,0)Axz 十 及 (0,0)Ay 十 a, 且 知 (0,0) = (0,0) 一 0， 


所 以 a = Az = f(0 十 Ax,0 十 Ay) 一 了 f(0,0) = (Ax: + Ay si Rr Pe 
因为 lim = lim A A Sin 一 一 l 一 lim VAx 二 Ay i 一 0., 
和 aT A de 


所 以 函数 f(z,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 ,而 (D) 人 选 . 
@ 用 全 微分 定义 验证 一 个 可 导 函 数 的 可 微 性 只 需 检 验 


/1 ~ 
者 尖 A fi Co ,Yo )AzZ fs Cb ,yo)Ay 他 0. 车 a 0, 则 可 微 . 
pr=0 e 


【 例 10.9】 设 g(x) 为 任意 一 个 zz 的 可 微 函 数 ,y(y) 为 任意 一 个 y 的 可 微 函数 , 若 已 知 


oF 有 
9X9Yy 


of NI 
元 入 ' 则 FGz,y) 是 


(A)f lz,y) 十 PCZz). (B)f(z,y) TT yy). 
《CC) x,y) 十 PCZ) yy). CD) zy) 十 PCZz)WCy). 【 】 
【 解 ] 若 F(z,y) = f(x,y) 十 p(x), 则 
aF ER 


9 / 9 / 2 
= +z), 十 把 CC) 二 / 


az azay” 
可 知 (A) 不 和 人选 . 同 理 可 验证 (B) (C) 也 不 入 选 . 故 (D) 入 选 . 
【〖【 例 10. 10】 已 知 (az 交 一 光 cosz)dz 十 (1 十 pysinz 十 3z2y)dy 为 某 一 函数 fxzyy) 的 全 微分 , 则 
4 和 2 的 值 分 别 是 
(A) 一 2 和 2. (B)2 和 一 2. 
(oo 一 3 和 3， (D3 和 一 3 【 】 
【 解 〗3 由 题 设 有 


df(zx,y) = ydr + dy = (ary’” —y cosr)dz (1 二 Tbysinz 二 3x:y:)dy, 
wy 


9zZoy 9Zoy 
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即 


即 
3& 王 6 
b=—2 


(zyy) = ary’ — ycosz, 
fxsyy) = 1bysinr 3xy’, 
fo x,y) 一 3azy2 一 2ycosz， 


f(xyy) 一 bycosz 十 6zy2. 

由 (zyy) 与 f%.(zx,y) 的 表达 式 可 知 它们 均 为 连续 函数 ,由 定理 3 可 知 
全 

3azy2: 一 2ycosz = bycosz+ 6ry’, 


a 一 


故 (B) 入 选 . 


b=—2 


(A)l1— xy 二 yy. 
(C)1— xy y’. 


【 解 ] 2 = 2 的 两 边 对 y 积分 ,得 ;C13) 一 2y 十 gz). 


yi 


(B)1 十 xy 十 yy. 
(D)1 十 zy 十 六. 【 


将 万 (zy0) 一 工 代 人 上 式 , 得 pz) = 一 冤 ,于 是 Frsy) = 239+ xs 
该 式 两 边 再 对 y 积分 ,得 f(x,y) 三 多 十 zy 十 VCz)， 
将 f(zx,0) = 二 1 代入 上 式 , 得 y(x) ==1. 故 f(x,y) 二 十 xXy 十 1, 可 见 (B) 入 选 . 


【 例 10. 12】 设 x = xy” ,结论 正确 的 是 
?之 92 > 92> gx 
dX9y 9y9x 人 9X9y 9y9x 
gz _ 92% 9 
axzay ayaz 0) azay ayar 
【 
【 解 ]z 一 e* ,从 而 
az i ye nz 2 2 之 a 2y 2 , 
BD a a (1+y lnz); 
9z = él 本 一 2y a 
hy ey 2ylnz, 二 xX” (1 十 多 lnz); 
2 之 2 5 
故 Be 一 0. 可 见 (D) 入 选 . 
五 、 多 元 区 数 的 极 值 
定义 1 设 函 数 z= f(x,y) 在 P(xzo,yo) 点 的 某 邻 域内 有 定义 ,如 果 对 于 该 邻 域内 异 于 P(zo， 
yo) 点 的 任 一 点 Q(z,y), 恒 有 
fxsy) > flzoyyo) (或 f(xyy) 过 f(zoyy0)), 
则 称 f(zo ,yo) 为 f(x,y) 的 极 小 值 ( 或 极 大 值 ) , 极 大 值 与 极 小 值 统称 极 值 . 使 函数 = 一 
f(x,y) 取 极 值 的 自 变 量 zx,y 的 值 , 称 为 f(x,y) 的 极 值 点 . 
“< » 》 = 0 
定义 2 方程 组 人 7'3) 一 0 的 解 , 称 为 函数 = 一 f(z,y) 的 驻 点 . 
(zyy) = 必 


转 P(xo,yo) 为 函数 f(x,y) 的 驻 点 一 =PCzo,yo) 为 f(x,y) 的 极 值 点 . 
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i 
定理 1( 取 极 值 的 必要 条 件 )” 设 z= 二 f(z,y) 在 点 P(xo ,yo) 的 一 阶 偏 导数 存在 , 且 PCzo ,yw) 
是 z= 二 f(z,y) 的 极 值 点 , 则 
PCzoyyo) 一 0， 
入 (oryo) = 0. 


定理 2 (函数 取 极 值 的 充分 条 件 )” 设 z= f(x,y) 在 点 P(zo ,yo) 的 某 邻 域内 有 连续 的 二 阶 偏 


导数 , 且 
(mm) 0 Fm) = Os 
[fo Cxosyy) TO— fi (xo,y)* fe nos 0) < 0. 
则 ”Plzo,yo) 是 z 二 f(z,y) 的 一 个 极 值 点 . 
1” 车 f(zoyyo) 这 06 或 2 (zo,yo) 这 0), 则 PCzo，,yo) 为 极 小 值 点 . 
2 若 4 Ca ,yo ) 0( 或 f/f (Zo ,Yo) < 0) , 则 P(xo ,Yo0) 为 极 大 值 点 . 
六 、 条 件 极 值 与 无 条 件 极 值 


无 条 件 极 值 问题 会 函数 中 的 自 变量 只 受 定义 域 约束 的 极 值 问 题 . 
条 件 极 值 问 题 会 函数 中 的 自 变量 除 受 定义 域 约 束 外 ,还 受 其 他 条 件 限 制 的 极 值 问题 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 ”简单 显 函 数 * = f(x,y,z) 的 微分 法 


和 导数 的 运算 法 则 即 可 求 得 , 求 六 Cz,yz), 广 (zyyz) 类 似 . 
auw _ jr (xz,y,z) ,表示 先 对 xz 求 偏 导 ,(y,z 暂时 当 常 数 ) ,然后 再 对 y 求 偏 导 ( 此 


符号 59> 
时 zz 当 常数 ), 符 号 己基 1 于 ;一 1 一 了 (zsy va， 类似 
【 例 10. 13〗 设 二 x ,本 ea 
【 解 】 uy, 
3 一 gre = I ,zy llnz 一 zy 一 zy lnz， 
3 二 (em™) = ee. ylny. lnr= ylnr. lnyr”. 


时 
【 例 10. 14] 设 = = arcsin 一 , 求 22,9%,.92. 
zy dw dr dwoy 


le Mriy —zrx: 和 


Ci 下 
2 


| Se (VET ty 
和 
( | 
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2 
TX yy 
2 ? 0 
92 > 9 ( | 出 | ) y)? 2 一 


azay ay\r +y 一 E 
(zZ2 十 好 )2” ye 
题 型 二 合 函 数 微分 法 


ww) 在 相应 点 (u,v,w) 有 连续 偏 导数 , 则 复合 函数 z= FLep(z,y),VCzyy),gCzyy)] 
在 点 (x,y) 处 有 连续 偏 导数 , 且 
az 9z ,Nu gz ou | 3z .gw 
(A): 


ar du az dv gx dw ax 
dz 9z du oz dy | 9z gw 


9y qu 9y Qu goy go 9y 
(2) 设 4 二 p(X) ,wv 二 y(x) 在 点 x 处 可 导 ,z 二 /(u,v) 在 相应 点 (u,v) 处 有 连续 偏 导数 ， 
则 复合 函数 > = fLo(z) ,W(X) 在 点 工 处 可 导 , 且 
9z _ dz .Ou | 9z ,NW 
re du ar au ax 
(3) 设 x = p(x,y),v 二 Jy(x,y) 在 点 (x,y) 处 有 连续 的 偏 导 数 ,而 z= 二 f(x,u,v) 在 相应 
点 (zx,usv) 处 有 连续 偏 导 数 , 则 | 
dx) df oF ou ,38 .Oy 
了 | 


ar ar ar ar du 9x 


az 3af. au arr, 纪 
9y du 9y avu gy. 

公式 (A) 一 (C) 不 必 刻 意 去 记 , 但 要 彻底 理解 ,注意 以 下 几 点 有 助 于 理解 并 写 出 上 

述 公式 ,并 在 解 题 中 自如 地 应 用 . 

Qa9 用 图 示 法 表示 出 函数 的 复合 关系 . 公式 (A),(B),(C) 的 图 示 分 别 如 图 10-2(a)、 


(b) 和 (ce) 所 示 . 


对 X 
4 
Ed 这 人 2 
将 区 x < u 
Ww yy 和 Vv > 
(a) (b) 


(c) 


图 10-2 
@@ 阴 数 对 某 自 变 量 的 偏 导数 的 结构 : 
@ 项 数 = 中 间 变 量 的 个 数 . 
@ 每 一 项 二 函数 对 中 间 变 量 的 偏 导数 X 该 中 间 变 量 对 其 指定 自 变量 的 偏 导数 . 


@ 一 般 而 言 , 函 数 z 对 中 间 变量 4,v,w 的 偏 导数 2 ,3z 绎 仍然 是 以 u,v,w 为 中 间 变 


Du au ” 
量 ,z,y 为 自 变量 的 复合 函数 ,对 它们 求 偏 导数 时 须 重复 使 用 复合 函数 求 导 法 . 
对 独 象 丽 数 在 求全 导数 时 ,一 定 要 设 中 间 变 量 , 例如 ， 
z= fl(e’siny,7X:—y), 令 w= esiny,v = x yy. 
一 般 来 讲 ,抽象 函数 的 高 阶 偏 导数 采用 如 下 记号 较为 简便 , 且 不 易 出 差错 . 记号 /7 , /7,/ 
分 别 表示 函数 f 对 第 一 ,第 二 ,第 三 中 间 变 量 求 偏 导 . 类 似 地 ,记号 六 fzs ,fs 分 别 表示 
对 第 一 、 二 中 间 变 量 的 二 阶 偏 导 ,第 二 ,三 中 间 变 量 的 二 阶 偏 导 , 第 三 .一 中 间 变 量 的 二 
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阶 偏 导 . 


【10. 1$]】 设 f(x,y,z) 是 上 次 齐 次 函数 , 即 f(r ,ty , 妈 ) 二 Lf(z,y,z) ,4 为 某 一 常数 , 则 结论 正 
确 的 是 


af af 
(A)x 2 ay 


7 
qz 


a | A" 
B)zx 3 z 区 A frr yz) 
CC )x +y a A kf (x,y,z). 
9y BE4 
(D )z 区 十 y 5 es 
gy az 


【 解 】〗 令 一 巡 履 二 to 三 达 , 则 


firstystz) = tf (ry 2 fu vw) = WFC) 
上 述 两 边 对 上 求 导 ,得 

af ou ara | 9f dw 

aqu oat du gt 9w ot 


EE 


f(r 


十 多 2 十 之 2 Rl flr ye 
gu gw 


= 本 下 动 也 下 其 2 党 
0 a dw 


Oi ea 二 
ub) 
破 a | y+ = ry) ,CO) 人 选 . 


【 例 10. 16】 设 > 王 二 f(zy) 十 yz 十 妨 , 求 好 部 


【 解 】 令 zy 一 wx, 工 十 y 三 vw， 
9 之 


则 l peayt LP oa)» gt WO el 
9 工 ya 小 
3 
| 一 Go 十 之 Fo + yf 0) | 
9X9y 9y ya eo 


ll 


loD .ritif (D+F ctf D+ yf 1 
ky 且 Ry 
yf(w) 十 了 (wv) 十 yf” (wv). 
【 例 10.17] 设 z= 二 f(2zx 一 y) 十 g(x,xy), 其 中 f(2) 二 阶 可 导 ,g(u,v) 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 


> 
求 5559 


| 


9 el 地 gg 9 9 
【 解 ] 玫 一 于 .入 十 候 . 守 二 学。 


= 信友》 全 
Bx di dr dy dr dy 二 f (Diet yg, 


ja (D+ g++yg’) =—2f (+zrg%, t+ gt ryge. 
B20y 一 


【 例 10.18〗 设 z= 二 f(2z 一 y,ysinz), 其 中 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 求 郑 六 
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本 
【 解 ] 仿 二 2x 一 y,v = ysinz, 则 >= 王 f(w,v)， 
az _ ar au ,ar 90 _ ,9f, af 
gx du ar ar ar 2 3 人 
zz af of 
元 5 3 十 ycosz 2 
of du Ef. af of ,au of au 
= 下 De Br + COS 工 el yy 3 
cd he NN 3 
一 2( 了 F sinx 全 全 COSX Ep ycosz ( 了 57 上 sin 并 a 可 
二 2 了 十 (2sinz 一 ycosz) 了 十 志 ysin2z Df + eosz 艺 . 
【 例 10. 19】 设 一 fry yz) rg ve” yz) Ee 0，y = sinzx. 其 中 ed 
ap 0, 来 
gz 关山 求 
du _ ar ar dy ar dz 
【 解 】 dx 3x 0 ay dz az dz’ 
全 = COST 


2Cz ez) 一 0 的 两 边 对 z 求 偏 导 , 得 


0 。2zr 十 o2。er。cosZz 十 03 。 和 二 0 一 和 二 一 ps 
3 
故 du af 十 Oi 9 了 2zp1 十 ecoszg2 .9f 
dz 9Z 9y 93 xz 


【 例 10. 20】 设 w = jz) ,t= p(xy,x? 十 y), 其 中 f,p 具 有 连续 的 二 阶 导数 及 


偏 导数 , 求 2 名 
【 解 】 如 图 10-3 所 示 中 , 令 @ 代表 zy ,@ 代表 (zx? 十 y)， 
= OPE fp yt 27), 


EE 9 / / / 
gs 二 3 (1) (yp1 十 2xgpz)j] 


= f (3 yp’ | 2zpg2) + f (0 5 六 (op 十 2zp?) 

一 十 2zp?)2 十 广 (O[LyC yt ois 27) T2092 + 27r( ga 

= f Dypit2rp) + fF DLy Gn 十 4zyp1 tt 47’ gos + 292] 
【 例 10.21】 已 知 函 数 二 u(x,y) 存在 二 阶 连续 偏 导数 满足 方程 


gu gu Au | qu 
Be ln 


< 
As 
© 了 


图 10-3 


y+ Gaz 。2z) ] 


中 


(1) 试 选择 参数 a,B, 利 用 变换 u(x,y) 二 v(x,y)e”'8 将 原 方程 变形 ,使 新 方程 中 不 


出 现 一 阶 偏 导数 项 . 
(2) 再 令 二 工 十 y,w 二 x 一 y, 使 新 方程 变换 形式 . 
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【 解 】 (GD 用 3 = ee ez 名 wertp = an @ 


pe a (+p )es, 


a2 


39y: = (3 2 于 Boje 
将 加, 田 , 思 ,@ 代 入 @ 并 消去 ee ,得 


了 2 了 2 > 9 
3 I tte) + 2Bte) te p+a tap)v = 0, 
由 题 意 可 知 ,应 令 24 十 a 一 0, 一 28 十 4 一 0>e 一 一 全 ,8 一 全 ， 
2 
故 原 方程 之 一 7 一 了 i 一 0. bs 


a 9y 
(2) 令 8 二 zx 十 y， 7 一 工 一 y, 故 
OU 9u | gu gu gu ou 


ar 386 dy ay 36 ay 


gu gu ， gu + ov, g2u gu Oi | Ou 
ax dF “9 AF "oy 98 aé9n a7" 
和 gv 
9 导 bp 一 0 
代入 @ ,得 Ia 


/dy Fs (x y) 
了 dz F(x,y)” 


(2) 由 方程 F(x,y,z) 二 0 确定 隐 函 数 z = 二 z(x,y)，, 则 


(F(z,y) 天 0). 


之 下 (Czyyyz) 9 之 E F(x,y,z) 
Bk Fi (x,y z) BhY F(zx,y,z). 
(3) 由 三 个 变量 两 个 方程 所 构成 的 方程 组 ,一般 是 其 中 两 个 变量 确定 为 第 三 个 变量 的 一 
元 函数 . 例如 
F(z,y,z) 一 
方程 组 “确定 隐 函 数 y= yr)yz = z(7r), 
G(zyy,2) 一 一 0 
9 ,9 的 求法 可 通过 解 关于 径 , 笠 的 线性 方程 组 来 完成 . 妈 
FF YF 至 一 0 jg 下 -一 玉 
x a | 
G+G; 护 +6 人 =0 |G, 护 +G 时 =-6 


上 式 中 将 ,人 当做 未 知 量 用 克 莱 姆 法 则 求解 
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(4) 由 四 个 变量 两 个 方程 所 构成 的 方程 组 ,一般 是 其 中 两 个 变量 确定 为 另 两 个 变量 的 二 


元 函数 . 例如 
F(xyud) 一 0 9 9 9 9 
乡 一 = gu EL od wb 
方程 组 | _ 0 确定 隐 函 数 MGCZyy) sv MA 也 本 


通过 解 关于 也 ,52 ,52 的 线性 方程 组 来 完成 
07 9y 97 9y 


天 站 忆 型 寺 配音 关 在 | 下 型 二 入 副 一 丈 
9x a 


"gx “x 
= ， 
au / 9 / UL / 9 
/ | / 以 ou CU ss / 
一 


用 克 莱 姆 法 则 求解 , 同 理 可 求 yg. 


【 例 10.22】 设 y 二 f(x,), 而 1 是 由 方程 F(x,y,t) 二 0 所 确定 的 x,y 的 函数 , 求 9 


y= f(r,t) on 
【 解 】 pe pd = 0 确定 y 江 为 Z 的 一 元 函数 . 


两 个 方程 的 两 边 分别 对 zx 求 偏 导 , 得 


dy ww 
a fx) tt fo Cwst) ee 
/ / dy / dz 
F(zyt) ol F,(r,yt) F(z,yt) Oo = 0. 
dx dz 
dy _ / di 4 
i fs 并 fa (pst) 
人 d dz 
AFLY 1 / 二 / 
eg dz | 人 dz Fs, 
~ f, 
WE 0 
dr [1 —f Fi ef 
F, F’ 
/z= 一 成 十 Uv 十 之 du 9u qu 
| 9 和 
【 例 0.23 设 | dx dx eg 


【 解 】 所 给 的 方程 组 中 含有 五 个 变量 x,y,z,u,v, 从 所 求 的 结果 中 明显 看 出 u,v 是 因 变 量 ,z,z 是 
自 变量 ,y 究竟 是 因 变量 ,还 是 自 变量 呢 ? 在 这 种 所 求 偏 导 是 一 阶 ,而 又 有 一 变量 的 属性 不 
太 明 确 的 情况 下 ,用 全 微分 形式 不 变性 来 处 理 比较 简便 . 

- 二 — 十 之 
对 人 "十 * 的 两 边 求全 微分 ,得 


4 
dz 王 一 2xdx 十 du 十 dz， 
上 一 dx 十 zdu 十 udz， 
2xdx 一 山王 一 dz 十 dz， 
ws = dy— vdz, 
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ss 
区 二 xdz 十 (z 一 wdz 十 dy， 
2uz 十 1 
二) 过 2udy 十 dx 一 (1 十 2w)dz 
2uz 十 1 iE 
> 9u 之 eg _ 1 9 坟 冰 一 了 


qz 2uz 十 1 9 并 2uz 十 1” 之 2uz 二 1 
【 例 10. 24】 设 函数 z(x,y) 由 方程 Re 0 所 确定 ,证明 : 


9z 9 之 


Z 了 7 Vy 


【证 法 一 】 公 式 法 : 先 玲 汪汪 2 ， 


一生) 
人 
y w 
CE 0 Z2yF1 — zyF, 
ax ZF xzFi+yFs 
az yrF, — zzF'i 二 yxFs 
Yay yF. zyFs ” 


上 面 两 式 相 加 , 即 得 z 22 十 y 3 一 = 一 zy 
【证 法 二 】 直接 法 :方程 的 两 边 分 别 对 z,y 求 偏 导 , 注 意 x,y 彼此 间 无 关 ,z 是 x,y 的 函数 ， 
相位 求 二 光 )+ 肪 (全 吾 十 二 < 二 = 0， 


方程 两 边 同 乘 以 x?y, 得 ze 一 22 二 奔放 P 由 于 对 称 性 , 即 得 
ZXF'1 十 FF， 


_ zzFi— yxF, 
2” 着? 十 还 1 


dz 


上 式 两 式 相 加 , 便 得 :站 十 y 并 二 < 一 zy， 


@ 求 = 阶 或 二 阶 以 上 偏 导 数 , 通 常用 直接 法 简便 . 
【 例 10. 25]】 设 “= f(x,y), 其 中 ,y 是 由 方程 p(x,y) 二 0 所 确定 的 x 的 函数 (f 及 g 均 有 连续 的 


二 阶 偏 导数 ) ,求生 
so 岗 


zx 92 


【 解 了 笃 一 天 十 狼 旦 ， 
T 
du d YA (4 d d / 中 
= 必 十 六 (六 于 六 让 
二 dy dy\ Lp dy 
-Jt 十 政 53， O 


方程 p(x,y) 一 0 的 两 边 对 之 求 导 ,得 
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/ /dy dy _ pe 
p= 十 9y dz J dz pg» 


5 要 UA dy Ud We dy dy / dy 2 
站 1 十 向 时 二 ( 训 十 内 性 ] 仿 +y 各 一 0， 


La 1/ dy 7 dy 3 / dy 
站 2 人) 十 用 0 
解 得 dy Ss 1 [gs (9,)? 29, pp 十 ps? (9, 7)2 ]. 
dx? (pp I bp Iy EE 2 型 z 
将 式 @ 和 式 @ 代入 式 @ ,得 
d? 1 J / A , 2 . / 4 / ?3 LA / 
G7 gg [fa (go 六 一 2pzps + fy (C9)? -Fe 9y 一 29mpzpy + G7 p92)]. 


题 型 四 ”空间 曲线 在 某 点 处 的 切线 和 法 平面 方程 


r= Z(t), 
-yo :ET, 


z= z(t), 
i 三 to 曲线 厂 上 一 点 PCzo ,yo ,zo), 则 曲线 在 该 点 的 切线 与 法 平面 方程 分 别 为 
元 一 2 YY Zz—o 


Wo Yb) Co)" 
X(to) xo zo) ty ty— yo) zt) 2— 2) = 0. 
(2) 设 空间 曲线 古 的 一 般 方程 为 
F(zsysz) = 0 
ipt 一 0” 
则 曲线 在 PCzo ,yoyzo) 处 切线 和 法 平面 方程 分 别 为 


尖 一 2 ne 
a(F,G) a(F,G) acF,G)| * 
9(y,z) |P 9(gsT) | a(Czyy) IF 
a(F,G) a(F,G) ,9(F,G) 
9(y,) a 0 sm) py yo) 1 9Czyy) 04 


9(F,G) 9(F,G) a9(F,G) 、 2 
由 由 ,2) ”9(z,X) "9(x,y) 为 雅 可 比 行列 式 . 


1 
充 二 | e*cosudu 


【 例 10. 26] 求 曲线 古 在 t 二 0 处 的 切线 和 法 平面 方程 . 


y = 2sint cost 


z= 1 二 ee” 
工 一 0， 
tm eo 
zz 二 2. 


2Z 一 ecostz' (0) = 1;y = 2cost— sint,y’ (0) = 2;z’ = 3e3,z’ (0) = 3, 


i 
故 , 切 线 方程 为 - 元 . 
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ES 
法 平面 方程 为 ”x 十 2(y 一 1) 十 3(z 一 2) = 0， 
即 二 2y 十 3x 一 8 = 0 
ZX 十 广 十 迪 二 6 
【 例 10.27] 求 曲线 (” 在 点 (1, 一 2,1) 处 的 切线 和 法 平面 方程 
范 才 天 二 过 三 0 
【 解 】 令 F(x,y,z) = 二 xX 十 yy 十 z?: 一 6， 
G(xz,y,z) 一 工 十 y 十 >z， 
aCF,G) _ |27 2z i a 
adCysz) | 20D 让 Li = ty ci 6; 
2 2 
a(F,G) < x = 2(z—z) | 二 人 
Oy | i 1 TL (1,—2,D) 
a(F,G) _ 2z 2y 2 | 二 
azsy)y loa | 1 | 2 Ty) GD 0 
故 过 点 (1, 一 2,1) 的 切线 方程 为 一 22 一 1. 
法 平面 方程 为 ”一 6(zx 一 1) 十 0(y 十 z) 十 6(z 一 1) 二 0. 
即 w= 六 


题 型 五 。 空间 曲面 在 其 上 某 点 处 的 切 平面 和 法 线 方 程 


分 别 为 
9 9 
| (z 一 zo) 十 =| (gy— Yo — tg 0) = 0 
9zlp gylPp 
TT Xo _ YY _ 2% 
到 | ”二 =1， 
9xlPr 9ylre 


其 中 ,P(zo ,yo) 为 与 M(xzo ,yo ,zo) 对 应 的 xzOy 平面 上 的 一 点 . 
(2) 设 曲 面 5S 为 隐 式 方程 F(x,y,zx) 二 0, 则 过 SL 上 一 点 M(zo ,yo ,zo) 的 切 平面 和 法 线 方 
程 分 别 为 
Fi |u(z— zo)+F |uy(y—y) FF |u(z—2) 一 0， 


TX Xo yy 一 yo 之 ” Zo 


Fly FIM Fly 
【 例 10. 28】 求 曲面 z 一 e: 十 2xy = 3 在 点 (1,2,0) 处 的 切 平面 方程 和 法 线 方程 . 
【 解 】 令 F(x,ysz) 一 之 一 他 填 22y 一 3， 
下 | 二 人 


,|e = Dina = 

ER |0n0 = Le 8 |g.o0) = 6, 
故 , 切 平面 方程 为 ”4(z 一 1) 十 2(y 一 2) 十 0。(z 一 0) 二 0， 
即 2z 十 7 一 4 一 0; 


y 上 这 一 志和 一 疙 一 日 
法 线 方程 为 ”一 2 二 2 = 二 0， 
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= | 
rl i J 
x 2 1 a 
EC ZYy— = 5 
【 例 10.29] 求 过 直线 工 : ,; 且 与 曲面 2x* 一 2y 十 2z 二 妆 相 切 的 切 平面 方程 . 
ZX 十 y 十 z 二 0 8 
【 解 ] 令 Flzsys2) 一 222 一 2 十 2z 一 癌 ， 
则 FE=4z, b=—4y, F,=2. 
过 直线 工 的 平面 束 方程 为 
3T A 0 
即 (3 二 Xx (NC—2)yT (A125 = 0 
其 法 矢量 为 {3 十 4,4 一 2,4 一 1)， 
设 曲 面 与 切 平面 的 切 点 为 (zo ,yovzo), 则 
3 和 DD 


4xo 一 4yo 2 


(3 A A209 (AC— 1 CO— b= DO 
2z23 — 2y3 二 2xzo 一 全 四 
由 式 四 和 式 @ 联 立 解 之 ,有 
i 
2t 4t 8 
把 这 些 代 入 式 加 ,得 一 4 十 3 = 0. 解 之 ,1 二 1,ts 二 3， 
因而 A 二 3,Xs 三 7， 
故 , 所 求 切 平面 方程 为 
3z—2y 一 多 一 8 十 3(w 二 Ty 十 2 二 0， 
或 3 区 一 2y 一 儿 一 5 小 7(w 二 yy 十 2 二 00， 
即 6zx 十 y 十 2z 二 5 或 10z 十 5y 十 6z 一 5. 
【 例 10.30] 试 证 :曲面 节 十 壮 十 对 二 af 上 任意 一 点 处 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 截 距 的 平方 和 
等 于 常数 a1. 
【证 ] 令 F(xsysz) 一 2 十 3 站 2 
FR 二 Sd, 到 ,二 3 FF’ = Ee 


故 , 在 曲面 上 任 一 点 (xo ,yo ,zo) 处 切 平面 方程 为 
re ee re Ce 0 
在 上 式 中 令 > = z = 0 得 切 平面 在 zx 轴 上 的 截 距 为 
过 振动 4 Cy 十 大 ) 一 环 人 让 兰 es ) 一 Se 5 


由 曲面 方程 的 对 称 性 可 知 , 切 平面 在 y,z 轴 上 的 截 距 分 别 为 


二 主 二 和 
yy 一 yua3z 一 Z0Q35， 


故 
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? 2 人 对 之 二 2 
wT 


题 型 六 求 无 条 件 极 值 


(1) 利用 二 阶 偏 导 数 之 间 的 关系 和 符号 判断 取 不 取 极 值 及 极 值 的 类 型 ，; 

(2) 利用 全 微分 来 判断 , 即 假设 有 一 函数 = 二 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 ,如 果 
df(zo,y0) 二 0, f(zo ,yo) 二 0, 则 f(zo ,yo) 为 极 大 值 ， 
dzoyyo) 二 0,d f(zo,yo) 这 0, 则 f(zo ,yo) 为 极 小 值 . 


: _ FF af Ff 
Od = Far +? zd + gd 


(3) 配方 法 :适用 于 多 项 式 或 类 似 于 多 项 式 的 函数 类 型 . 
【 例 10.31] 求 由 方程 x 十 y 十 xz? 一 2zx 十 2y 一 4z 一 10 = 二 0 确定 的 函数 z= 二 f(z,y) 的 极 
值 . 
【解法 一 方程 的 两 边 分 别 对 z,y 求 偏 导 , 得 ， 


2z 十 2zz': 一 2 一 4z: 一 0 @ 
ee 一 0” 
0 
由 函数 取 极 值 的 必要 条 件 人 he 四 
将 加 代入 四 解 得 x = 二 1,y = 一 1,P(1, 一 1) 为 驻 点 . 
将 @3 的 两 个 方程 分 别 对 x,y 求 偏 导 , 得 
py A _ (zxz—2)? 二 (一 zx)’ po 1 
= | P (BY) 


(2 一 z)3 P 2—x 
也 一 鸭 R= 


,++ 1 
bw ls (2 — z) ps 


因为 B:—AC= 和 
2 一 2 


所 以 z= 二 f(x,y) | 取 极 值 . 
将 x 工 = 1,y = 一 1 代 人 人 原 方程 ,得 xz == 一 2,z: 一 6， 


把 zi 一 一 2 代入 @,A = >- = 0, 
2—z xz 一 一 2 4 

故 ,z 一 f(1， 1) 2 为 极 小 值 . 

把 zw 十 代 大 国 14 = 二 2 
2 一 过 | 6 4 


故 z= f(1, 一 1) =6 为 极 大 值 . 
【解法 二 】 配 方法 ” 原 方 程 可 变形 为 (x 一 1)? 十 (y 十 1)? 十 (z 一 2)* 一 16， 
于 是 


z 二 2 土 V16 一 (zx 一 1)? 一 (y 十 1)?. 
显然 , 当 工 三 1,y 二 一 1 时 , 根 号 中 的 极 大 值 为 4, 由 此 可 知 z 二 2 土 4 为 极 值 ， 
< 一 6 为 极 大 值 ,z = 一 2 为 极 小 值 . 
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题 型 七 ” 求 条 件 极 值 


(1) 化 为 无 条 件 极 值 问 题 求解 ; 
(2) 更 一 般 的 是 利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求解 . 
这 里 提醒 读者 注意 :“ 乘 数 法 ”所 得 到 的 点 只 是 “可 能 ”的 极 值 点 ,到 底 是 否 是 极 值 点 
及 其 类 型 ,要 依据 拉 格 朗 日 函数 F(z,y,z) 的 二 阶 微分 下 的 符号 来 判断 . 
拉 格 朗 日 乘 数 法 具体 如 下 : 
设 目标 函数 为 二 f(z,y,z) ,约束 条 件 为 p(x,y,z) 一 0, 求 极 值 . 
方法 一 :化 为 无 条 件 极 值 . : 
由 p(x,y,z) 二 0 中 解 出 z= 二 z(x,y)( 不 一 定 能 解 出 ); 
©@ 代入 & 一 f(x,y,z) 中 ,得 Ww 二 FLzyyyz(zyy)]; 
@ 再 按 无 条 件 极 值 求 解 . 
方法 二 : 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 
J 作 辅 助 函 数 
下 (zyz) = f(x,y,2) Ap(r, yz). 
@ 解 方程 组 
FF 一 广 十 pz 一 0 
本 
天 一 天 十 jp 一 0 
plz,y,z) 一 0 


求 出 驻 点 Czoyyoyzo). 
( 求 驻 点 时 , 先 将 含 4 的 项 移 到 右边 ,然后 通过 前 三 个 方程 得 出 zx 与 y 的 关系 式 ( 或 x 与 y， 
z 的 关系 式 ) ,zx 与 z 的 关系 式 ( 或 x 与 y,z 的 关系 式 ) ,最 后 将 关系 式 代 入 p(x,y,z) 一 0 
中 解 出 zo ,yo ,zo). 
@ 求 出 极 值 . 
人 @ D3 /f(r,y,z) 含 有 绝对 值 符号 时 ,由 拉 格 朗 日 乘 数 法 所 作 的 辅助 函数 为 
F(z,y,2)= f° (zx,y,2)T hp (x,y, 2). 
@ 当 目标 函数 f(x,y,z) 比 较 复 杂 时 , 可 取 在 相同 的 约束 条 件 g(x,y,z) 二 0 下 与 
f(x,y,z) 具 有 相同 驻 点 的 简单 形式 f(x,y,z)，, 作 辅助 函数 下 (zy,z) 一 f， (Xx,y,z) 十 
Ap (X,Y ,ZZ). 
@ 当 有 两 个 约 东 条 件 p(x,，y,z) 二 0,y(x,y,z) 二 0 时 ,相应 地 辅助 函数 设 为 
FOEs ys) = fx,y,2) 十 Mp(Czy,z) 十 MD(Cz yz)， 
然后 解 方程 组 
天 一 有 六 十 ip 十 pp 一 0 
F 一 户 十 ipy 十 my 一 0 
= 二手 十 Xps 十 py: 一 0， 求 出 驻 点 (zo,yoyzo)， 
PCZzyy,z) 一 0 
VCzyy,z) 一 0 
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【 例 10. 32] 求 函数 = 二 Vz 十 y 十 x? 在 (zx 一 y)* 一 z 二 1 条件 下 的 极 值 . 
【 解 】 为 简单 即 求 。 = zx? 十 x 十 zx? 在 条 件 (z 一 y)* 一 z 二 1 下 的 极 值 ( 注 ;w 与 在 相同 条 件 下 
F(z,y,z) = 十 十 22 十 AL(x 一 y)? 一 z: 一 1]， 
FF =2r+2A(xr—y)=0 
P=2y—2A(r—y)=0 
岂 六 中 引 F'=2z—2iz=0 
(z= l=0 
由 二 4 一 1)z 二 0 过 4 二 1 或 z= 0. 
当 4 二 1 时 ,方程 组 不 相 容 , 故 4 关 1, 于 是 ,只 有 x 二 0, 代入 其 他 备 式 , 得 驻 点 : 
1 


a 


又 由 
F’: = 2(1 十 1) ,Fs =— 24,FY = 2(1 二 1), 
Fe 一 2(01 一 1) ,Fo = F,=0, 


dzFGzyyyzZ) 一 [L2(01 十 1)dz2 十 2(1 十 1)dy 十 2(1 一 人 )dz2 一 4Adzxdyj| 
从 


二 


一 dz 十 dy 十 3dz 十 2dzdy 二 0， 
故 Pi ,Ps 分 别 为 w 的 极 小 值 点 , 亦 即 x 的 极 小 值 点 . 极 小 值 为 : 
1 I 1 .WE 
(去, 210) ve 人 二 到 ,0)= 委 . 


题 型 八 ” 求 最 值 


程序 为 : 

(1) 求 出 f(z,y) 在 D 内 “可 疑 ” 的 极 值 点 的 函数 值 ; 

(2) 求 出 f(x,y) 在 DD 的 边界 上 的 最 值 ; 

(3) 将 上 面 所 得 之 函数 值 进行 比较 ,最 大 (小 ) 者 为 最 大 (小 ) 值 . 
如 果 是 实际 应 用 题 ,知道 f(x,y) 在 DD 内 只 有 一 个 驻 点 , 则 函数 在 该 点 的 值 就 是 所 求 
的 最 大 (小 ) 值 ,不 必 再 求 f(x,y) 在 的 边界 上 的 最 值 , 也 无 需 判别 函数 值 是 极 大 


(或 极 小 ) 值 . 
【 例 10. 33〗 求 二 元 函数 z= 二 f(zx,y) 二 x*y(4 一 x 一 y) 在 直线 zx 十 y = 二 6,zx 轴 和 yy 轴 所 围 成 的 
闭 域 D 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


【 解 】(1) 先 求 函数 在 D 内 的 驻 点 (如 图 10-4 所 示 ), 解 方程 组 
fxsy) 一 2zy(4 一 工 一 四 一 zy 一 0 
1 rz—y)—xy=0 

得 z= 二 0, (0 过 y 声 6), 及 点 (4,0), (2,1); 在 D 内 只 有 唯一 驻 点 
(2,1) ,在 该 点 处 f(2,1) 一 4. 
(2) 再 求 f(x,y) 在 DD 的 边界 上 的 最 值 . 
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E> 
在 边界 += 二 0C0 坟 y 达 6) 和 y= 一 0(0 坟 zx 寺 6) 上 f(z,y)=0. 
在 边界 x 十 y 二 6 上 ,y= 二 6 一 zx, 代 入 f(x,y) 中 ,得 
f(r) 一 到 (6 一 站 (一 四 一 20202 一 的 ; 
太一 4z(z 一 6) 十 2z2 一 6z 一 24z 一 0 


入 ZX 二 0,z7 二 4, 和 过 当 z=0 时 ,zy) 一 05 当 zz 一 4 时 yy 一 6 一 工 = 
一 4 


f(4,2) = 22y(4 一 工 一 yy) 一 一 64. 


比较 后 可 知 f(2,1) 三 4 为 最 大 值 ,f(4,2) = 一 64 为 最 小 值 . 
【 例 10.34】 已 知 三 角形 周 长 为 2p, 试 求 此 三 角形 绕 自己 的 一 边 旋 转 时 所 构成 的 旋转 体 体积 的 最 
大 值 . 
【 解 】 设 三 角形 的 三 边 分 别 为 z,y,z( 如 图 10-5 所 示 ) ,不 妨 设 它 绕 AC 边 旋 转 ,AC 边 上 的 高 为 h， 
面积 为 5， 于 是 


训 二 25 二 2Vp(p 一 x)(p 一 y)(p 一 z) , 则 旋转 体 体 8 
积 为 
本 本 , 
3 3 可 
一 一 4 y DD 后 
为 简便 即 求 x = In(p 一 zx) 十 In(p 一 y) 十 In(p 一 2z) 一 a 


lny 在 条 件 x 十 y 十 z 二 2p 之 下 的 驻 点 . 
令 下 (zyyz) = ]( 力 一 立 ) 十 也 ( 力 一 多 十]( 力 一 &) 一 天 十 和 ( 却 十 y 十 < 一 22) 
小 


/ | 
人 ® 
到 1 了 = 四 
解 方程 组 :4 太一 冰 也 
和 
F, a 0 O 
X 十 y 十 z 一 2p= 二 0 四 


1 


由 四 = 让 四 
we / 

3? ye-n 1 

] / 

@ > Fi @ 

@@ 一 @@ 得 :p(p 一 x) = y(p 一 y)， 四 
D@' 二 四 得 :x =x. 四 


再 将 四 ,@ ,@ 联 立 , 解 之 得 


2 2 3 克昌 
r= iby lh  ) 为 驻 点 . 


故 V 的 最 大 值 为 了 | ,= 否 P. 
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【 例 10. 35] 在 平面 二 十 芝 十 二 一 1 与 三 坐标 面 所 围 成 的 四 面体 内 (如 图 10-6 所 示 ) , 作 一 个 以 


该 平面 为 项 面 ,在 xOy 坐标 面 上 的 投影 为 长 方形 (与 AB 相 接 ) 的 六 面体 中 体积 之 最 
大 者 (其 中 asbsc p> 0). 
【 解 】 如 图 10-6 所 示 , 则 六 面体 体积 为 


b 
全 
x 
i . 图 10-6 
2 PE A se ee A 
dpagn = az a pb jdy +24(2 十 性 1)， 
人 
/二 yy z A 
F,=y 77 a 0 
2 

解 方程 忆 一 zx 一 合 一 于 十 食 一 0 

Mh 二 

th 
得 二 三 .六 i 三 诡 
得 zx 二 二 ;>Y 2 此 时 

加 y 
v=¢|, dz|, (1 2 )dy = Babes 
即 所 求 最 大 体积 为 abe. 
第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 
一 \ 思维 定 势 


2 2 
【 例 10.36] 设 z 十 y 十 z 一 ee , 求 2 
a 9y 


【 解 】3 方 程 zx 十 y 十 zx 三 e? 两 边 微分 ,得 
dz 十 dy 十 dz 二 er (ydz 十 Xdy), 即 dz 二 (ye? 一 1)dz 十 (ze2 一 1)dy， 


BE4 y 92z 2 
一 一 一 TX | TY 
故 gz >° ar’ Ye 


因为 方程 关于 x,y 对 称 ,所 以 3 一 ze 


285 


第 国 篇 | 高 等 数学 


2 2 
所 以 2 一 〈z2: 十 y )em . 
二 、 综 合 题 解析 


【 例 10. 37】 在 第 T 卦 限 内 作 燃 球面 互 十 沁 十 所 = 1 的 切 平面 ,使 切 平面 与 三 坐标 面 所 围 成 的 
四 面体 体积 最 小 , 求 切 点 坐标 . 
【 解 ] 设 PCzo ,yo ,zo) 为 本 球面 上 一 点 , 令 F(z,y,z) 一 瑟 十 乓 十 扫 一 1， 


ob 人 
/ 2 / 2 / 2 
ols Wh els Bm Pols 
过 PCzo »Y0 ,Zo0) 点 的 切 平面 方程 为 
Xo 


2 (I 2 十 吕 ( yo) 十 县 (> 2zo) 一 0， 


即 So | 0 | > 中 
a b [a 
该 切 平面 在 TY 轴 的 截 距 分 别 为 
应 b’ 
下 sy 9》 之 9 
Xo Yo 之 0 
则 切 平 面 与 三 坐标 面 所 围 四 面体 体积 为 
.4 be’ 
6 人 6Zo yo zo 


现 求 V 在 条 件 三 * 二 号 二 1 之 下 的 最 小 值 . 


令 如 二 = lnxo 十 lnyo 十 lnzo 9 


工 十 20z。 


Xo a \ 
Vo pb? 

解 方 程 组 
1 2Azo = 
之 0 C2 
5 水 3 1 一 0 
a bb 


b 
可 得 ”zo = 二 和 ,yo == 上;z0 = 于 . 


V3 V3 V3 


故 当 切 点 坐标 为 ( 算 , 后 ' 后 ) 时 , 切 平面 与 三 坐标 面 所 围 成 的 四 面体 体积 最 小 , 即 
Vin ape. 


【 例 10. 38】” 设 有 一 小 山 , 取 它 的 底面 所 在 的 平面 为 xOy 坐标 面 ,其 底部 所 占 的 区 域 为 D = 
{Czyy) | 二 十 一 Zzy 委 75) ,小 山 的 高 度 函数 为 h(x,y) = 75 一 zx? 一 y? 十 zy. 
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【 解 ](1) 由 梯度 的 几何 意义 知 ,jz,y) 在 点 MCzo ,yo) 处 沿 梯度 gradh(x，y) | 
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(1) 设 M(zo,yo) 为 区 域 D 上 一 点 , 问 h(zx,y) 在 该 点 沿 平面 上 什么 方向 的 方向 导 


数 最 大 ?车 记 此 方向 导数 的 最 大 值 为 g(xo ,yo), 试 写 出 g(xo ,yo) 的 表达 式 . 


(2) 现 欲 利用 此 小 山 开 展 攀岩 活动 ,为 此 需要 在 山脚 寻找 一 上 山坡 度 最 大 的 点 作 
为 攀登 的 起 点 ,也 就 是 说 ,要 在 D 的 边界 线 zx? 十 yy 一 zxy 一 75 上 找 出 使 (1) 中 的 


g(x,y) 达到 最 大 值 的 点 , 试 确定 攀登 起 点 的 位 置 . 


= (yy == 


2z0)i 十 (zo 一 2yo)j 方向 的 方向 导数 最 大 ,方向 导数 的 最 大 值 为 该 梯度 的 模 , 所 以 g(xo， 


yo) = Vy — 2x0o) (xo — 2yo)’ = V5zi 5y — zo. 
(2) 令 f(z,yy) = g(xyy) = 57z: 十 5y: 一 8zy， 


由 题 意 ,只 需求 f(z,y) 在 约束 条 件 75 一 x 一 y 十 zy 一 0 下 的 最 大 值 点 . 


令 L(z,y) 二 57z?: 十 5y* 一 8zy 十 4(75 一 一 y? 十 xy), 则 
太一 107z 一 8y 十 1MCy 一 2z) 一 0 
= 10y 一 8Zz 十 4(Cz 一 2y) 一 0. 
2 十 光一 zy 一 75 
由 式 @ 和 式 @ 消去 14, 得 y = 土 x, 代 入 式 @@ ,得 
多 二 十 5y3sy 一 十 5V3 或 元 三 十 5 一 干 5. 


QAO 


于 是 得 到 4 个 可 能 的 极 值 点 :Mi (5, 一 5),M: (一 5,5) ,Ms (5V3 ,5V3 ) ,M4 (一 5V3 ,一 5V3 )， 


由 于 fCMi) = f(M;) = 450,f(Ms) = f(M,) = 150， 
故 M1(5, 一 5) 或 Mi( 一 5,5) 可 作为 攀登 的 起 点 . 


题 十] 


9. 


10. 设 z 二 f[x 一 y,p(zxy)j], 其 中 fl(u,v) 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,pl(u) 


. 设 F,g 为 连续 可 微 函 数 , 二 f(zX,Ty),v 二 g(ZX 十 Ty)， 求 5 。 2. 


. 设 z 王 Jersiny 


rr 


: 设 开 十 式 = )， 其 中 光 为 可 向 函数 , 求 了 


。 设 二 大 zyyz)， 又 y 一 pT,L) ,tL C= YCzyz), 求 52 


. 求 下 列 方程 所 确定 函数 的 全 微分 


(1) FPCz 十 yy 十 zz 十 Z) 二 0, 求 dz; 
(2)z = jzzyz 一 y)， 求 dz， 


已 知 = 一 几 2zr, 芝 儿 求 罗 sy 


.已 知 z 二 f(zxlnyyXx 一 y), 求 2 ,2 za 


定 十 了 十 区 下 人 后 d a 
。 设 = y( i = 本 ( ), 曙 | 确定 ， 2 
OO T 十 十 zz 十 二 0 Ti 
iS > 9? a9? 
设 z 二 zf (之 )++p( 之 ), 求 zz 十 2xy 起 这 3 


过 、D2> 
二 阶 可 号 * 求 528 
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11. 


se 

已 知 z 一 zx(x)， 且 & = p(w) 十 | pCDdr, 其 中 z(u) 可 微 ,gp (u) 连续 , 且 gl(u) 了 关 1,p(1) 连 
Si hs BE4 BE4 
续 , 试 求 p(y) 十 p(X) 于 
a9x 9y 


12. 设 FLz,y(Cz),z(Cz)] 王 PLz,y(Cz)] 十 QLz,yCz)]z(Czr), 其 中 出 现 的 函数 都 是 连续 可 微 的 ， 


试 计算 2 一 全 人 ( 


9y dz 5 


ox 


13. 设 > 一 &(Czyy)eef+> ee 0, 试 确定 常数 a, 使 


“gxzay 


9 > az gz 
gzoy 97 9y 


十 名 三 0, 


14. 车 zx 一 7(V 本 二 这 ) 满足 3 和 十 3 二 0, 其 中 f(u) 有 连续 的 二 阶 导 数 , 求 z. 


15. 求 曲 面 zx* 十 2y’ 十 3z? 二 12 平行 于 平面 Xx 十 4y 十 3z 二 0 的 切 平 面 方程 . 
16. 求 圆周 x 十 十 z* 一 3X 二 0,2X 一 3y 十 5z 一 4 二 0 在 M(1,1,1) 处 的 切线 与 法 平面 方程 . 
17. 试 求 函数 zz 一 妇 十 风 一 zy 十 过 十 y 在 闭 域 D:z 和 过 0,y 和 过 0 及 工 十 y 二 一 3 上 的 最 大 值 与 


最 小 值 . 


18. 在 椭 球 面 夸 十 各 十 气 一 1 内 作 内 楼 直 角 平 行 六 面体 , 求 其 最 大 体积， 


0 


19. 求 原点 到 曲面 (Xx 一 y)* 一 z? 一 1 的 最 短 距离 . 
20. 当 工 之 0,y 全 0, 之 0 时 , 求 函 数 & 一 lnz 十 2lny 十 3lnz 在 球面 zz 十 只 十 对 一 6r: 上 的 最 


大 值 ,并 证 明 对 任意 的 正 实数 a,b,c 成 立 不 等 式 


ape 二 108 人 (< 二 二) 蕊 总 . 
和 参 考 答 案 
1 9+)e (+8) = zy). 
2 dz 9( 宇 )- wp (六 ) 
9y 区 


。 (1)dz 


f+ fp’ fog,. 


(f+ fi drt (fi t+ fi)dy 


fi+f | 
一 zfidz 十 及 dy 
2 / 
= 外 ezsinycosy 十 2er(ysiny 十 zcosy) fl 十 4zy2 十 fie’ cosy. 
2 
WA A 1 2 / 
.4 用 十 和 fv 十 广 f, 扫 f 十 演 所 . 
> 风 必 
(1) Clny)2 ft 2lnyfYz + fo2; 


(2) Elnyfh + (EIny)fe — fat pe 
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[| 
元 2 4 2 1 A Tr 
(3) ri 
By Bg 水 


8. dy _ 2z 一 3z? ,dz 一 | 
dr 1 十 3 对 一 2y 一 4 和 dr 1 二 3z:—2y— 4yz. 
9. 0. 
10. (9g 十 zyp ) fs —2zrfh + 2z — yo ft ry (pg) fh. 
11. 0. 
aP 
9y 
l3.4=1. 
14.z 二 cln Vz 十 y 十 co (cscz 为 任意 常数 ). 
1$.Z 十 4y 十 3z 一 12 王 0 及 工 十 4y 十 3z 十 12 三 0. 


230 十 [z(Cz) 一 y (zx)] 2Q. 
9 并 9y 


16. 3 二 


16 9 一 1 

17. 最 小 值 一 1, 最 大 值 6. 
2a 2b 2c 8abc 
18. (=; 二 ;一 ,Vmax = 
Gd 3V3 


20. Us = ln(6V37’). 
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第 十 一 章 重 积 分 


第 1 节 ”重要 概念 、 定 理 和 公式 的 剖析 


一 .基本 概念 
1. 二 重 积分 
1= f(r, = lim >) f(& ,nA 
2 i=1 


其 中 区 ps max{d;},d; 为 Ao:; 的 直径 > 1,2,.… ,nn). 


l1<i<n 


几何 意义 : 当 z= f(zx,y) 宇 0,(zx,y) ED 时 ,二 重 积 分 1 表示 以 z 二 f(x,y) 为 曲 顶 ,以 D 
为 底 的 柱 体 体积 . 
2. 三重 积分 


由 resyae 至 lim 2 f(T) Av, 
A 一 0 i=1 


其 中 ,d 一 max{di) ,di 为 Au 的 直径 (i 9 Ly sy 
物理 意义 ;三 重 积分 1 表示 体 密 度 为 4 = f(x,y,z) 的 空间 形体 Q 的 质量 . 


二 性质 
只 叙述 二 重 积 分 的 性 质 , 三 重 积 分 类 似 . 
Der Crs» de = |f Cr,y) do,k 为 常数 ， 


(| [rez,y le Nc)as + le Cr, wae. 
Db b pb 


m 


Gyezsyydr= 局 上 Czsyyde, 其 中 ,D; 为 D 的 构成 子 域 且 任 两 个 子 域 没 有 重 到 部 


分 (i = 二 1 2572) 
(| ac = A, 其 中 人 A 为 D 的 面积 
(5) (比较 定理 ) 若 在 D 上 恒 有 f(z,y) 入 g(xz,>y), 则 
ez, as < ls Crs. 
(6)( 估 值 定理 ) 设 M,m 分 别 为 f(x,y) 在 闭 域 D 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ,A 为 DD 的 面积 , 则 


mA <|fCr,y do < MA. 
Db 
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(7) (中 值 定理 ) 若 /f(x,y) 在 闭 域 D 上 连续 ,A 为 DD 的 面积 , 则 在 D 上 至 少 存在 一 点 (&,) ,使 
| (x,y ae = f(é,DA. 


(8) 二 重 积分 的 对 称 性 定理 
OD 如 果 积 分 域 D 关于 x 轴 对 称 ,J(z,y) 为 y 的 奇偶 函数 , 则 二 重 积分 

I f 关于 y 为 奇 函 数 , 即 f(z， 一 >) 一 一 f(z，y) 
f(x,y)do = 5 
ln /关于 y 为 公函 数 , 即 f(x, 一 y) 一 f(x，3) 


其 中 ,Di 为 DD 在 上 半 平面 部 分 . 
这 个 性 质 的 几何 意义 如 图 11-1(a) 和 图 11-1(b). 


(a) (b) 


图 11-1 
@ 如 果 DD 关于 y 轴 对 称 ,f(z,y) 为 工 的 奇偶 函数 , 则 二 重 积分 


re )d = 关于 zz 为 奇 函数 , 即 f( 一 x,y) 二 一 了 (x,y) 

) 2 2|| fC,y) do ff 关 xz 为 偶 函 数 , 即 f( 一 x,y) 一 f(x，,y) . 

其 中 ,D; 为 也 在 右 半 平 面部 分 . 

@ 轮换 对 称 性 : 设 积分 区 域 为 D,,,D,。 为 将 积分 区 域 中 的 变量 z,y 互 换 后 所 成 的 区 域 , 则 
Je = dae 


即将 积分 区 域 中 变量 z,y 互 换 ， 将 被 积 函数 中 变量 zy 互 换 得 到 的 二 重 积分 与 原 二 重 积分 


相等 . 

EO 同时 为 z,y 的 奇 函 数 或 偶 函 数 , 则 

ee ee 了 关于 zy 的 奇 函数 , 即 f( 一 xz, 一 y) = 一 了 (zx,y) 
ai ew 了 f 关 于 xz;y 的 偶 函 数 , 即 f( 一 z, 一 y) = f(x,y) 


其 中 Di 为 D 的 右 半 平面 部 分 

@ 圈 注意 到 二 重 积分 积分 域 品 的 对 称 性 及 被 积 函 数 1(zx,y) 的 奇偶 性 ,一 方面 可 减少 计算 量 , 另 
一 方面 可 如 免 出 差错 ,要 特别 注意 的 是 仅 当 积分 域 D 的 对 称 性 与 被 积 函 数 (x,y) 的 奇偶 
性 两 者 兼 得 时 才能 用 性 质 (8). 

【 例 11. 1] 下 列 不 等 式 正确 的 是 
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[7 
(A) | 人 (B) |‖ ey >0. 
Ia Al 
CC) I Ey (D) | J 
a la 
【 】 


【 解 】3 仅 当 被 积 函数 f(z,y) > 时 ,| (Cr,y)do 之 0, 而 (A) 中 f(z,y) = 二 x 一 1, 在 D: | x | 过 1， 


1y | 过 1 中 不 总 是 f(x,y) 宇 0, 故 (A) 不 正确 , 同 理 (B),(C) 也 不 正确 , 故 应 选 (D). 
【 例 11. 2】 设 区 域 Di: 一 1 三 zz 过 1, 一 2 之 y 志 2;Ds:0 达 XxX 过 1,0 过 y 达 2, 又 


1 = | tw + y:)’do,L, = Jw 十 y)*do, 则 正确 的 是 
Di D, 
CA)JT = 4L. (BL = 41,. 
(CT 41,. (DT = 21;; 
【 】 


【 解 】 由 于 积分 域 D, 关于 z 轴 ,y 轴 以 及 原点 均 对 称 , 被 积 函 数 f(r,y) 二 (x 十 y 关于 y,x 为 
偶 函 数 ,由 性 质 (8) 即 可 知 (C) 正确 . 


【 例 11. 3 计算 了 = ydzdy, 其 中 DD 为 下 列 双 纽 线 所 围 成 :(1)(x? 十 y)? = 二 2(x? 一 yy); 
(2) (z+ y) = 27y. 


【 解 】(1) 由 DD 的 方程 (x? 十 y)? = 二 2(x’? 一 y),x 用 一 x 圭 代 不 变 , 可 知 DD 关 于 y 轴 对 称 ( 同 理 
可 知 吕 关于 xz 轴 也 对 称 ) 又 f(x,y) 二 xy 关于 xz 为 奇 函数 , 即 f( 一 x,y) 二 (一 Xx)y 二 一 xy 


二 f(z,y) ,由 性 质 (8) 可 知 I = Jzyazay 二 0, 其 申 Ditz? 十 放 二 0z 一 六 
D 


(2)D:(z 十 史 )2 一 2zy 关于 原点 对 称 , 又 
大 (一 Z ,一 y) 一 (一 Z)( 一 y) 一 2Zy = f(r,y), 


所 以 | (x,y de = ||zydzdy = ?| zyardy,D: 为 局 在 第 一 象限 部 分 . 


用 极 坐 标 系 计算 ,有 
至 FV 1 
由 rc?ac = 2| dz| osingcosbdo = 6: 
0 0 
D 


人 不 画图 如 何 定义 累 次 积分 限 ? 可 以 这 样 处 理 : 


工 一 OcosO 


(zy) = 27ry 2p° singcos0 


y = psinb 
=>p’ 一 sin20=>p 二 Vsin20 ,(o 二 一 Vsin20 全 去 ,因为 在 第 象限 ) 


令 p 一 0>sin20 二 0>20 一 0 或 20 二 x>0 一 0, 或 9 一 他 


让 po 一 0, 得 出 0 的 两 个 相 邻 的 角度 ,小 角 为 下 限 , 大 角 为 上 限 , 这 是 极 坐标 系 中 不 画 积分 域 
D 的 草图 情况 下 ,确定 0 角 上 下 限 的 一 种 方法 . 
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三 、 公 式 
1. 利用 二 重 积分 求 曲面 面积 


设 二 元 函数 == /(z,y) 及 其 一 阶 偏 导数 连续 , 它 所 对 应 的 曲面 与 平行 于 x 轴 的 直线 只 交 
于 一 点 ,D,, 为 该 曲面 在 xOy 平面 上 的 投影 , 则 曲面 的 面积 A 为 


A 一 ， 1 十 { 5 (至 ) 本 


[| 


同样 ”五 = [vrs +( 宪 ) a 7 >) 下 (2) dod 


分 别 表示 曲面 . z= (Ve) 与 Y= hz) 在 满足 相应 的 条 件 下 的 面积 . 
2. 二 三重 积分 在 物理 上 的 应 用 

设 平面 薄片 的 面 密 度 为 jy = p(x,y) ,薄片 在 xOy 坐标 面 上 的 投影 为 D, 则 

(1) 薄片 质量 ， 


AM 一 Jocrs wardy. 
D 
(2) 薄片 质心 (x,y). 


|lze (xz,y)drdy ec ,y)dzdy 
_ 一 D 


;y= 二 ; 
Jocrs yw ardy |ecrs yardy 
D D 


八 若 "= po(z,y) 是 常量 , 则 我 们 把 均匀 薄片 的 质心 叫做 这 平面 薄片 所 占 平面 图 形 的 形 心 . 
(3) 薄片 关于 x,y 轴 及 原点 的 转动 惯量 分 别 为 


J = ||yecr,y drdy,7, 一 由 recrmdrdy， 
D D 


= |e 十 yy)o(z,y)drdy. 
也 

“ 设 空间 形体 2 的 体 密 度 为 wp 二 oCz,yyz), 则 
(4) 空间 形体 2 的 质量 . 

AM 一 eC, ys drdyd. 

忆 

(5) 空间 形体 2 的 质心 (zy,z). 
zecesy,edrdaydz 
0 


一 9 
(x,y,z)drdydz 


n 


9 


yec, ydrdydz 
2 


jeczyzdzdydz 
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由 (zx,y,z)drdydz 


3 0 


eC,y,2) drdyds | 
n 

(6) 空间 形体 Q 关于 zx,y,z 轴 及 原点 的 转动 惯量 分 别 为 

2 0 


i es 十 多 )oCzy,z)dzdydzj = es 十 y 十 zx)p(x,y,z)drdydz. 
a n 


四 、 二 重 积 分 的 解 题 技巧 


1. | (zx,y)as 的 解 题 程序 


(1) 画 出 积分 域 D 的 草图 . 


(2) 选择 坐标 系 , 主要 根据 积分 域 了 的 形状 ,有 时 也 参看 被 积 函 数 的 形式 , 见 表 11-1. 


坐标 系 积分 域 D 形状 


被 积 函数 形式 


表 11-1 


积分 表达 式 


为 矩形 .三 角 


直角 坐标 系 
直角 坐标 系 形 或 任意 形 


res waray 


D 


D 为 贺 域 乡 


极 坐标 系 


(3) 选择 积分 次 序 


小 (m)pdod0 
Db 


其 中 f(m) = 
flpcos0, posing) 


选 序 的 原则 :Q@ 先 积 分 的 容易 ,并 能 为 后 积分 创造 条 件 ; 
@ 对 积分 域 D 的 划分 , 块 数 越 少 越 好 . 
(4) 确定 累 次 积分 的 上 下 限 , 作 定 积分 运算 . 


定 限 口 诀 : 


后 积 先 定 限 ,( 累 次 积分 中 后 积 变量 的 上 下 限 均 为 常数 ) 
限 内 划 条 线 , (该 直线 平行 于 坐标 轴 且 同 向 ) 
先 交 下 限 写 ,( 上 下 限 或 者 为 常数 或 者 后 积分 变量 的 函数 ) 


后 交 上 限 见 . 


直角 坐标 系 中 积分 限 的 确定 ,如 图 11-2(a)、(b) 所 示 . 


a<zr<b 
‘g(x) Sy Sp(z). 
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. 了 x= 人 IO) X=@(y) 


(a) (b) 
图 11-2 


直线 ! V y 轴 , 它 先 与 DD 的 边界 曲线 y = gp1(x) 相交 ,mw (Cz) 取 做 下 限 ,后 与 DD 的 边界 曲线 
y 二 gz(X) 相交 ,gz(x) 取 作 上 限 , 故 


由 earas = | Re 
与 以 上 作 类 似 分 析 , 可 得 
由 rearay a | oo foray. 
注 】 一 般 来 讲 , 后 积分 的 变量 ,积分 上 下 限 均 为 常数 ; 先 积分 的 变量 ,积分 上 下 限 或 着 为 党 雪 世 
者 是 后 积分 变量 的 函数 . 
【 例 11.4] 设 | Gz,y)drdy = | dz| fCz,y)dy, 则 改变 其 积分 次 序 后 为 
) 


ls 1 1 = 
CA)| dy| f(rx,y)dz. CB)| dy| f(x dz 
0 0D 0 0 


! . 1 1—y 
Of dy] fer,waz. Df dy|. f(x,y)dz. 【 】 


【 解 】(A) 显然 是 错 的 ,因为 后 积分 的 上 \ 下 限 不 能 含有 变量 ;(B) 也 是 错 的 ,因为 先 积分 的 上 、 下 
限 或 者 为 常数 或 者 后 积分 变量 的 函数 ,而 (B) 违背 了 此 原则 ;(C) 也 是 错 的 ,原因 是 改变 积 
分 次 序 不 会 改变 积分 域 ,由 排除 法 可 知 应 选 (D). 

2. 极 坐标 系 中 积分 限 的 确定 
一 般 而 言 , 极 坐标 系 中 二 重 积分 的 积分 次 序 是 “ 先 p 后 0”. 


||f Ce, do 一 | dg| fCpcos0, psing) pdp. 
积分 限 随 极点 O 与 积分 域 D 的 边界 曲线 的 相对 位 置 而 定 . 


(1) 当 极 点 O 在 域 D 的 边界 曲线 (2) 当 极 点 O 在 域 D 的 边界 线 
之 外 时 [如 图 11-3(a) 所 示 ]， 上 时 [如 图 11-3(b) 所 示 ]， 


(a) (b) 
图 11-3 


8 pa (0) 8 CD) 
了 二 | dg Jocosg,osin0g)odpo. 了 一 | dd Jocosg,osin0)odpo. 
a Ce 
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[= 
(3) 当 极 点 O 在 积分 域 卫 的 边界 线 之 内 时 ， 
p=p:(0) 
p=p1(0) 
> 人 
(c) (d) 
图 11-3 
1=||/ (Cr, do 1=||/(,wao 

D 

2r ob) "2r pa C0) 

二 | ag| f (pcos0 ,psing) odpo. 一 | ao| 全 f pcos0 ,posing)pdp. 

0 0 0 加 


五 .三 重 积分 的 解 题 技巧 
1. 用 / (x,y,<)du 的 解 题 程序 

在 直角 坐标 系 , 柱 坐 标 系 中 三 重 积分 化 为 累 次 积分 的 过 程 中 ,不 要 急于 求 成 ,而 应 按 如 下 步 
又 处 理 ， 


设 用 rezryoaa: rb yz) Sy yr) ,zi (ry) zr y) SZ z(x,y), 


2 Cry) b yo (7) zy (Ty) 
wc, ee [a Jz)dz = | dz| ay| zyyvz)dz， 
(x1y. y1 (Zz) 1 CT 


其 中 ,D 为 Q 在 xOy 平面 上 的 投影 ,在 D,, 内 任 取 一 点 作 平行 于 z 轴 的 直线 ,该 直线 与 转 成 0 
的 边界 曲面 相交 , 则 先 交 者 作为 = 的 积分 下 限 ,后 交 者 为 上 限 . 
类 似 地 也 可 考虑 先 对 x 或 y 积分 的 情形 . 


设 几 eeaa， oD Zoo a ISP ary) SS ur,y). 
z2 (zy) 
则 fy we 一 | dzdy| flrxrys Ede 
zi (Xz,y) 
0 b,, i 


有 pz (0) 2 (Cpcosbgvpsing) 
一 | dg pd 上 Cocosg,psing,z)dz， 


p1 ‘0 x1 (pcos0, psing 


汶 标 系 的 选择 主要 取决 于 积分 域 9 的 形状 ,被 积 函数 f(x,y,z) 的 形式 仅 作 参 考 , 见 
表 11-2, 
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积分 域 2 形状 


被 积 函数 
大 (元 7 2) 形状 


0 为 长 方 体 ,四 面体 
或 任意 形体 


2 为 柱 体 , 锥 体 ,或 由 
柱 面 , 锥 面 , 旋转 抛 
物 面 与 其 他 曲面 所 
围 成 的 形体 


f(x,y,2) 
zf (x: y:) 
pb 
zf (yz), 
二 


表 11-2 
体积 元 素 dv 


du = dzxdydz 


dv 
= ododbdz 


变量 替换 


一 fey dzdyds 
1 


了 一 fm papdoas 
n 


其 中 f(m) 一 f(pcos0， 


psing,z) 


2 为 球体 或 球体 的 一 
部 分 , 锥 体 


flr:+y +z) 


3. 球面 坐标 系 中 积分 限 的 确定 


T 一 i (rcosgsinp,rsingsinp,rcosp) 王 sinpdrdpd0. 
人 


积分 次 序 : 
通常 是 先 对 r 积 分 ,把 区 域 2 投影 到 = 1( 或 常数 ) 的 球面 上 ,得 到 投影 区 域 oy , 它 的 边界 
曲线 由 gp,0 的 关系 确定 ( 见 图 11-4). 积分 可 表示 为 


了 


“4 


全 rol ;0) > 风 
opa, = | sineaeao| ”jaorypyb)mdr = | 
门 (Pb) 


du = 
rsingdbdrdgp 


关于 第 一 个 积分 | singd9, 积 分 限 这 样 确定 ， 
(1) 若 = 轴 从 各 分 域 Q 中 穿 过 


则 


(2) 若 = 轴 与 积分 域 Q 相隔 或 相 切 
则 总 可 以 找到 两 个 锥 角 分 别 为 a,B, (a 二 B) 的 锥 面 ,把 Q 夹 在 其 


singdp| 


工 二 7rcosOsinp 
| = rsSinbsinp 


Ws reosg 


口 8 
js sinpdo = | singdy:. 


T= 
ee sinpdrdbdp 
其 中 flm) 


frcostsing, 


rsin0sino ,rcosw) 


ra (0) 
dg| rd 
站 (80) 


N 


M(x 9,0) 


中 ,于 是 


Jsin d = | sin d 
站 PC pp: O 
关于 第 二 个 积 _d9 积分 限 的 确定 与 极 坐标 系 中 的 9 的 确定 类 * 


似 , 即 车 积分 域 Q 在 zxOy 平面 上 投影 后 区 域 的 边界 曲线 包含 原点 在 其 
内 , 则 


es 


图 11-4 
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| =| a. 
若 投影 区 域 的 边界 曲线 不 包含 原点 在 其 内 , 则 在 zOy 平面 上 总 可 作 两 条 射线 把 投影 域 夹 
在 其 中 , 设 两 射线 与 过 轴 正 向 的 夹 角 分 别 为 0 ,0 (6 过 9.)( 见 图 11-5), 则 


图 11-5 
口 0, 
| dg 一 | db. 
口 a 
(3) 三 重 积分 的 “ 先 二 后 一 ”方法 ( 见 例 11. 25, 例 11. 27, 例 11. 31) 
fy dardydz 芝 上 dz | f Cx,y,2)drdy 
0 0 D,, 


其 中 ,D,, 为 固定 z 后 在 Q 上 所 得 的 截面 ,如 图 11-6 所 示 . 


本 多 


图 11-6 


第 2 节 ”重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


是 型 一 ”更换 二 重 积分 的 积分 次 序 


: 提 ; 示 ; 解 题 程序 ; 
(1) 由 所 给 累 次 积分 的 上 下 限 写 出 表示 积分 域 D 的 不 等 式 组 ; 
(2) 依据 不 等 式 组 画 出 积分 域 D 的 草图 ; 
(3) 写 出 新 的 累 次 积分 ,积分 限 的 确定 与 前 面 所 讲 的 相同 . 

【 例 11. 5】 更 换 下 列 积分 次 序 : 


1 MW2r ze2 2 2 一 z 
CF = | dz| zy)dy 十 | dz| OE dy 
JJ0 0 1 0 
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es 
2 xz2 8 8 
CT= | dz| rez,pdy 二 | dz| fr,wdy; 
2a VZar 
(WY = 上 dz| sf dy Ca > 0); 
4 yy 
I= | ay| ”Aerodr 
【 解 】(1) 由 积分 的 上 下 限 知 b+ 
0 1 = 东 委 和 5 
Di : 及 D,:| 
0 YE 0y2—z， 


由 D1,D; 作出 D 的 图 形 , 见 图 11-7. 于 是 
a 


lo<y<1l, 
1 2—y 
故 了 一 ja yd ey 图 11-7 
(2) 分 别 写 出 右边 两 个 积分 所 确定 的 不 等 式 组 . 
下 要 过 2 委 天 和 志 8， 
ee 了 


由 Di ,D, 作出 D 的 图 形 如 图 11-8 所 示 , 于 是 
DY zy pine 
1 过 六 y 壕 久 a 


4 y 8 y 
I = dy| zy)dz 十 | dy| 有 经 
1 Vy 4 2 


RE 作出 其 图 形 
(3) : 和 ， 
ss 和 妆 JR V2ox 


如 图 11-9 所 示 . 将 积分 域 D 分 成 Di , D; 及 D; 三 部 分 . 


图 11-9 
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0<y<a 


D A Sa 


a py 、 2a 2a a 2a 
故 了 工 一 | | zy)dz 十 | dy| af (x1 dr 二 | dy] rf ey) de, 


(4) 写 出 确定 D 的 不 等 式 组 ,并 作出 其 图 形 , 如 图 11-10 所 示 . 


5 VI-y <zr< Vy 
lo<y<4 


0 dx? 2 2 Va 
故 工 一 | daz|. zy)dy 十 | dz] /zf (TY dy. 
【 例 11.6】 更 换 下 列 积分 次 序 : 


未 acosg 
(GOT= | ,0 epdo (a>0) 


(DT = | dg| fCps0) dp. 

【 解 】 极 坐标 系 中 的 二 重 积分 , 若 先 对 0 后 对 po 进行 积分 , 则 应 注意 如 下 两 点 : 
(1) 积分 域 D 的 边界 曲线 均 用 极 坐标 表示 ; 

(2) 若 以 原点 O 为 圆心 的 一 系列 同心 圆 与 域 刀 的 边界 曲线 中 的 不 同 
曲线 相交 , 则 应 在 交点 处 把 p 的 区 间 分 开 处 理 . 


<0I<F 


, 作 图 (如 图 11-11 所 示 ). 
1= | dp| /ps0 de. 


nT TT 

ee 

op 4 “ “2 , 作 图 (如 图 11-12 所 示 ). 
0p< 2acos0 

rccos 才 


/2a Pa 中 d 2a 本 arceos 邦 qd 
1= | dp] fCp0) 8 | sf ps0) do. 


一 到 
4 


题 型 二 选择 二 重 积 分 的 积分 次 序 


| az,|eqz,| 至, 等 等 ,一 定 要 将 其 放 在 后 面积 分 . 

【 例 11.7】 计算 下 列 二 重 积 分 : y 
Dre dardy,D 是 以 (0,0),(1,1),(0,1) 为 顶点 的 三 角形 (0.?) 

(如 图 11-13 所 示 ). 

(2)| Szqzdy,D 是 由 直线 y 二 及 抛物 线 y 一 x 所 围 成 的 区 


D 


域 (如 图 11-14 所 示 ). 图 11-13 
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【 解 】(1) 因为 |e* dy 不 能 用 有 限 形式 表示 出 其 结果 . 所 以 它 不 能 先 积分 , 故 


(2) 因为 | smzdz 不 能 用 有 限 形式 表示 出 其 结果 ,所 以 它 不 能 先 积 
分 , 故 


| 
二 | (1 一 zx)sinzdz = 1— sinl. 
0 


[ 例 11.8] 计 算 1 一 上 oe dz 十 |， | 大 到. 


【 解 ] 因 为 | * dz 不 能 用 有 限 形式 表示 出 其 结果 ， 所 以 | 人 dx 不 能 先 


计算 . 为 了 改变 积分 次 序 , 先 要 写 出 右边 两 积分 的 积分 域 所 对 
应 的 不 等 式 组 (Di ,D, 所 表示 的 区 域 如 图 11-15 所 示 ). 


1 
FTEVY, Peon 
六 Dssd 1 
1 1 Se 图 11-15 
Th 
E 3 1 
故 工 三 ls e’)dr ge Ye， 


【 例 11. 9]】 设 函数 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,并 设 | f(z)dz = A, 求 | dz| fc yay 


【 解 ] 因为 1 = | az| ff 09dy = | readz| ropay 中 | /Cdy 病 ， 沁 


能 直接 计算 出 来 
所 以 必须 考虑 更 换 积分 次 次 序 ,为 此 先 画 出 积分 域 D 的 草图 , 如 图 
11-16 所 示 . 


1 y 1 y 
| dy| LIF yd = | ydy| re 


图 11-16 


= | fdz| fdy. 
于 是 21= | Foadz(| fwdy +| fody) 


1 
一 | fz)dz| fly)dy = A:, 
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故 大 | az| rezrooay A. 
题 型 三 ”二 重 积 分 坐标 系 的 选择 


【 例 11. 10】 设 有 一 曲 顶 柱 体 ,以 双 曲 抛物 面 > = zy 为 顶 , 以 zy 坐标 面 为 底 , 以 平面 y= 0 为 侧 ， 
柱 面 x 十 y 二 1 为 外 侧 , 柱 面 zx? 十 y* = 2zx 为 内 侧 , 试 求 这 个 柱 体 的 体积 . 
【 解 】 由 题 设 可 知 曲 项 柱 体 在 xOy 平面 上 的 投影 , 即 积 分 域 D 如 图 yh 
11-17 所 示 , 由 D 的 形状 可 知 用 极 坐 标 计 算 曲 顶 柱 体 的 体积 
简便 . 


V 三 jard 一 上 ard 


曲线 Li : p= 二 2cos0,L :po 一 1， 人 d= 


县 2cosp 
故 V = | dd| PC singcosbdo 和 


二 了 | (16cos40 一 1)singcosgdg 
0 


过 


ee 4 8 
= | (1 —16c0s’0)d(cos:0) 16: 


【 例 11. 11】 求 球面 x 十 y 十 xz? 二 a (a 之 0) 被 平面 z= 二 下 与 = 一 5 所 夹 部 分 的 面积 . 
【 解 】 如 图 11-18 所 示 ,球面 zx? 十 y 十 zx? 二 a? 与 平面 > 一 i 


= 对 的 交 线 分 别 为 


这 十 光 二 好 二 有 Z2 十 内 十 22 一 2 
河 a a 
4 二 1- 
小 
2 2 
st ty-( 生 
|,_a og 
2 4 
上 半球 面 方 程 :z 二 Va: 一 x: 一 y， 
z/ 和 ?9 > 。 
村 Jar ry J 
由 于 对 称 性 ,只 要 算出 第 一 卦 限 的 面积 再 四 倍 之 即 可 . 
S's= 雪 1 十 (z .) ?十 (z’ ,): drdy=4 dzd 
| rrr | 
1 ， 
= 外 a 二 = 2ra( 2 


re 
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【 例 11. 12】 求 由 下 列 曲面 所 围 成 的 形体 的 体积 := 一 十 y,z 一 zy ,并 十 
y 王 1, 工 二 0,y 王 0. 
【 解 3 显然, 由 以 上 曲面 所 围 的 空间 形体 在 xOy 坐标 上 的 投影 是 由 z 十 
y 二 1 及 xz,y 轴 所 围 成 的 三 角形 ,如 图 11-19 所 示 . 
因为 0 过 x+ 过 1,0 达 yy 达 1, 因 而 zx 十 yy 这 广 y， 
所 以 所 求 体积 


1 2 
v=|[(z+y—zy)dzdy —| 中 (x+y—zy)dz |dz 
D 


了 个 


To 
1 [za i | = 六 图 11-19 
【 例 11. 0 计算 一 We 
i 证 7 
【 解 】 从 被 积 函数 f(x,y) = y -看 ,用 极 坐 标 系 做 要 简单 些 ， 


(1 十 z2 十 办) (0,1) 
但 从 积分 域 刀 的 形状 看 却 又 以 直角 坐标 系 为 宜 , 在 二 者 不 可 兼 得 的 
情况 下 ,应 以 DD 的 形状 来 决定 用 什么 坐标 系 ,本 题 用 直角 坐标 系 做 ， 
如 图 11-20 所 示 . 
1=1| a 1 d(1+ z+ y) 
0 0 (1 十 工 十 yD) 


1 二 x 十 y 


-| 1 1 )a ! dr 1 dz 
ovV2+z Vite) Jo /IT V2 zx 
1 十 ( 却 ) 


及 
= In(z 十 VI 下 到 )|, 一 | 各 + 1 | i mss, 


题 型 四 ”分 段 函数 的 二 重 积分 的 计算 


:提示 ;被 积 函 数 为 分 段 函 数 的 重 积 分 ,一 般 是 将 被 积 函 数 及 积分 域 的 图 形 先 画 出 来 ,然后 根据 
几何 图 形 的 性 质 加 以 讨论 . 
被 积 函数 含有 绝对 值 符号 的 重 积分 ,实际 上 也 是 属于 分 段 函数 的 重 积分 ,运算 前 要 去 掉 
绝对 值 号 ,然后 进行 分 域 研究 . 


le | 
【 例 11.14] 设 fz,y) = | 。 0 A a 


的 , 求 FCD) = fC, drdy. 


【 解 】 做 出 f(x,y) 及 DD 的 图 形 , 如 图 11-21 所 示 . 
OD 当 t 二 0 时 ,f(x,y) = 0,F(t) = 0; 
@ 当 0 过 1 二 1 时 ,f(z,y)==1 


FC) =||1drdy = $e 
D 


F(z) = Jhazdy = ll ln ce vy 
D 


2 2 2 


=1 一 记 (2 一 )* 
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F(t) = 小 fe 
D 
OD 当 #2 时 f(xyy} 二 1 
Fi) = 小 eh 
D 


0， t=0 
二 O01l 


综 上 所 述 ,可 知 F(b = 


水 £ 
【 例 11. 15] 计算 I 二 ke: PO PO 基 证 


D 


Ls 2 
pcrese ls» T= y. 
二 寺 0 


【 解 】 作 出 积分 区 域 ,如 图 11-22 所 示 . 
了 一 | 十 y)( 一 1)dzdy + | (+ wardy 


=—| dy| Cz 直击 配 +| dz| Cz Ee 
【 例 11. 16】 计算 下 列 二 重 积分 : 


yf [六 二 这 一 相生， 各 主演 之 计 [ 吉 图 11-29(8) 所 未 ] 
D 


8 
从 


2 0 RD Da Ds ,0 之 y 之 素 .[ 如 图 11-23Cb) 所 示 ] 
D 


(a) (b) 
图 11-23 


【 解 】 eo 1x: 二 y 一 4| do 
D 
a lw 一 (x 十 y)]do 二 | 十 光一 4)dc 
Di D2 
2 党 2 3 
4 2 和 4 水 
_ gs 2 382] = 所 
一 2r[ 38 一生 |, 十 2z[ 生 一 | 一 
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FE 
co) cos(Z 十 y) | dc 
D 
= | cos(x 十 y) | do 十 | | cos(Cz 十 y) | dc 
D, D, 


三 eesc 十 dz 一 | coscz 十 y)dc 
D, D,» 


es af ‘cos(z+ wdy—| dz| cos(Z 十 y)dy 


全 区 蕊 工 

2 . 要- 2 
一 | Ss dr 一 | s 

0 0 0 


一 ja 一 sin rdr— | Ceos T= ldz 
0 0 


dz 


区 


一 | sin X— cos Xx)dr = x—2. 
0 


【 例 11. 17】(1) 计算 ||z[ 十 yf (zx? 十 y)jdxdy, 其 中 D( 如 图 11-24 所 示 ) 是 由 y= 二 xi,y 二 1， 


ZX 二 一 1 所 围 成 的 区 域 ,f(u) 为 连续 函数 . 
(2) 设 DD 由 x = 二 0,y = 0,z 十 y == 1 围 成 ,计算 人 


| mt 十 21 Co) dy 
和 Caz7 十 7 


【 解 】(1) 作 辅 助 线 y = 一 x , 则 D = ABO 十 BOC. 
JE + yf Cr + yardy 


= azray 是 yf + dady 
D D 


一 | zazay 十 由 zazdy+ 由 zxrce 十 只)dzdy 十 Jfzyr er 图 11-24 
AOB joc 2DB oc 
十 多 )dzdy 


0 = 0 
二 zardy 一 | zdz| ; dy 三 一 2| Xx‘idzx 一 一 去 
1 区 < 


BOC 


、 四 
(2) 设 I Fs tardy 


轮换 对 称 性 [faf(y) 十 bf (zx) 
| flor) + fy) dds 


所 以 27 =|| 3H dr dy + FF edy 
D 


f(x) Tf fy) + f(r) 
fa 二 oo)LFGz) 十 7Cy)] | i 1 
-| py | east ad > (at). 
vl{ a C+D) 
wl Fy 9 dzdy 人 CQ 十 的)， 
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【 例 11. 18】 计算 下 列 积分 : 
| V|y—z |dzdy， D| 


D 


| 去 | 委 1 
0 委 y 委 2 


【 解 〗7 = 站 +| op ,D, 如 图 11-25 所 示 ) 


1 1 2 

Pl 
= 要 = 0 

= 加 a : 可 

= ay 学 县 昌 浊 可 (z 六 ) 3 dz 

下 py | 3 i 工 品 

=| 3G3 到 2 人 ed 站 区 1z| dz 一 可 十 浆 . 


3 
[ 例 11.19] 求 1=|max{z,y)e” 六 do, 其 中 DD 一 (Cz,3) |z 之 0,y 
D 
宇 0} 


【 解 ]7 一 ye 本 二 zs 不 
D D 
y 之 工 y<r 


co 


5 
三 | er dz 一 二 eV dDx) Wax =1) 
0 


8 V2 
= 瞩 二 2 : 
题 型 五 。” 二 重 积分 等 式 的 证 明 
1. 概念 型 命题 的 证 明 


【 例 11. 20] 设 f(x,y) 是 平面 域 D 上 的 连续 函数 , 且 在 DD 的 任何 一 个 子 域 。 上 , 恒 有 
有 zwar =0, 则 在 D 内 f(x,y) 二 0. 


〖 证 3 用 反 证 法 . 设 有 一 点 Po (zo ,Yo0) € D, 而 f(xo ,Yo0) 天 0, 不 妨 设 f(zo ,yo ) 盖 0, 由 f(x,y) 的 
连续 性 ,可 知 存在 一 个 Po (zxo ,yo ) 的 邻 域 A Ps ,0) EE 也 ,使 得 在 其 中 f(x,y) 盖 0, 于 是 ,由 
积分 中 值 定理 , 必 存 在 (&,y) € A(Po,0) ,使 

f(x,y)do 二 f(&,D)s, 其 中 :为 A(P, ,6) 的 面积 ,又 因 /6,7) 盖 0 


ACP0 ,6) 


故 | flx,y)do > 0,， 


ACPo ,5) 


与 假设 矛盾 , 即 知 在 D 内 有 f(x,y) 寺 0. 
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3. 窜 次 积分 型 的 命题 的 证 明 


证 题 过 程 中 ,常用 到 重 积分 对 积分 域 的 可 加 性 ,对 积分 变量 的 无 关 性 . 
【 例 11.21] 设 f(x) 在 [0,aj(a > 0) 上 连续 , 试 证 : 


2 few)dz| fwdy = [reoaz] 
【证 】 如 图 11-26 所 示 . 设 I 二 [J feaz]|. 


i | ea) fw dray 三 | eeoaz| rooay， 
了 2 = | /60) fdrdy, 图 11-26 
D2 


则 工 一 | cnaz| ropd = | iy 


D+D, 


2 外 eve 上 era 一 五 十 开 ， 


借 芍 豆 | .redy| repaz 二 | [ re)| fdr Jay a | | ro| f C43 Ja 
全 | rod| ropay 沁 | reoaz| f wdy 一 而 


故 I 21. 
【 例 11. 22】 设 f(x) 在 La,o] 上 连续 , 试 证 : 


b E 3 b 
[az| Gz— 2" dy = 于 | 6— "fdy. 


b 工 
[证 本 dz| (z 一 "f(y)dy (如 图 11-27. 所 示 ) 


& | 


本 


b 
| 6— "fdy. 


8. 被 积 函数 为 复合 函数 型 命题 的 证 法 


【 例 11. 23】 设 f(z,y) 在 单位 圆 上 有 连续 的 偏 导数 , 且 在 边界 上 取 值 为 零 , 证 明 : 
he Le 
f(0,0) Ss lim ll i 
其 中 ,D 为 圆 环 域 :e?: 过 x 十 yy 过 1. 
【证 】 采 用 极 坐 标 , 令 z = ocosg,y 二 osin0， 


of dF dr.9f dy Qf 和 
| 2 . ~ » 
则 Pi 时 Dy Bp Fxc050 | dy 


af es of 1 of 和 4 g 
0 ER pcos0 Ee 十 osinb0 ay zfs tt yfy, 


307 


第 全 篇 | 高等 数学 
af 


_ frzF 十 3270 _ = 名 下 i | 
于 是 I Il dzdy epdodp 一 | do]. 3L dp 


2r 1 
二 | fpcos0 ,osing) | d0 
0 € 
2r 2r 
一 | flcos0,sing) dO -| flecos0,esing) d0, 


因为 f(zx,y) 在 单位 圆 的 边界 上 取 值 为 零 , 故 f(cos0,sin9) 二 0. 
再 利用 积分 中 值 定理 ,可 知 


2r 
J. -一 | flecos0,esing)d0 一 一 2xnflecos0” ,esin9* ) ,其 中 0”E€ [0,2xj, 故 


lim — 1 + yf ydy 一 lim 一 1 2r) fl(ecos0” ,ssin0”) 
e0 2 区 wy er0 2 


= f(0,0). 
题 型 六 二 重 积分 不 等 式 的 证 明 


f(z)+ gx) 2f(r) gz). 
常用 方法 : 估 值 法 ,判别 式 法 ,辅助 函数 法 . 
【 例 11. 24】 设 f(x) ,g(x) 均 在 La,b] 上 连续 ,证 明 柯 西 不 等 式 : 
[| rcogcoaz] 过 [reeaz][| ecoaz] 
【证 法 一 辅助 也 数 法 : 
令 PP(W) = [7cosco | dr— [ceoaz][| a cz)dzl. 


FX) 三 2fC0g0 | fg dr — FO)) gr ndr— gw) fr)de 


一 | [2f C765) gC gz) — fr(wWe (rz)—g wf (x) dr<o. 


(因为 [fQwgCr)F [eC fr)l 2fC(u) g(r) gu fr)) 
所 以 (wu)“N”, 又 因为 F(a) = 0， 
故 ”F065) 过 Fla) = 0, 即 


[| reoscoaz] 二 [mepaz] [| ecoaz]< 0， 


亦 即 [| ceogcoaz] 这 [| 关 coaz][| ecoaz] 
【证 法 二 判别 式 法 : 设 : 上 为 任意 实数 , 则 
[f(x)—ig(x)]: = f(r)—2if (rg(r) tt g (rz) 0, 
因而 有 
| Era) yg) i= | per)dz = 2| fra (ndrte| gC)dr 之 0， 
上 式 中 间 部 分 是 关于 实数 1 的 二 次 三 项 式 , 故 其 判别 式 仅 当 A = B* 一 4AC 过 0 时 不 等 
号 才 成 立 ， 
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| 
即 [| fowardr] [| fcwaz | a wa < 0， 
由 此 可 推出 命题 成 立 . 

【证 法 三 】 二 重 积分 法 ， 令 1= | f*(z)dz| g?(z)dz， 
则 


b b 
天 二 | 挛 (zydz| hy = /C2)g: Cdrdy, 
b b 
Fes | PCody| de = ||f* 8: Cr dzdy, 
a a pb 
27 一 tee CW PC BC) dwdy >||[2f/C2)g6z) fy) Jdzrdy, 
D 人 D 
故 Ye | PCzdz| 2 =| Ce f adrdy 
b b 
于 | 7Cz)gCz)dz| Pre re 
b b 
| 7CagCz)dz| PS 


a [| reogcoaz] ， 
其 中 ,D= (zy:a 委 工 委 04 委 7? 魏 虽 . 
【 例 11. 25】 设 f(x) 为 [0,1] 上 的 单调 增加 的 连续 函数 ,证 明 


|.zPcodz 二 Py 
0 0 
。 之 员 
| xf: Cdz | pwds 
0 0 


【证 ] 令 I= | zPeopaz| fF 2dz—| Pendz|zPcopdz 
0 0 0 0 


= zr Ca PL yydady -| Cr) Caddy 
D D 


= | CF Wz — drdy. OD 
类 似 处 理 ,又 有 了 = 上/*(z) f(y)(y 一 z)dzdy， Q@ 
将 式 @ 和 式 @ 相 加 ,并 注意 到 假设 即 (z 一 y)[Lf(x) 一 f(y)j] 宇 0， 
就 有 21 = — WF DPW — fy)Jdzrdy >0, 


即 工 0, 故 命题 成 立 . 
【 例 11. 26】 证明: 


2 
到 | 。 -xdz 二 中 | 过 至 | e” xdz. 


【证 ] 考虑 二 重 积分 | sdzdy, 分 别 取 为 
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Di:z +y <N,zrz0,y 宇 0， 
D,:0O<zr<N,0<y<N, 
Dx y 2N,zr 2 0,9 0. 

因为 f(x,y) 一 eeb) >0 且 DiCDsCD， 

所 以 | + ) dzdy 过 En dzdy 过 Ne dzdy， 

名 D, D, 
把 左右 两 个 二 重 积 分 化 为 极 坐 标 系 下 的 形式 ,于 是 
Ta fodp< | e az| EE dy <|a 中 一 


nN N 元 VaN 2 
故 Dl 元 上 元 把 e”* dz 到 ex zxdz. 
0 0 0 


题 型 七 ”更 换 三 重 积分 的 积分 次 序 


ra te ea wre te ee 
交换 次 序 结束 后 ,再 恢复 变量 面目 . 
【 例 11.27] 将 | dz kk: ‘ay f(zxyysz)dz 按 y,z,x 的 次 序 积分 重新 改写 . 


2 人 


Ps? Bd 


> 


(a) (b) 


图 11-28 


【 解 】 原 式 一 二 一 | ay| az| Ue ad 


11-28(b) Jo 


见 图 1 j= 1 1 六 
| dy| dz| zysadz 十 | dy| dz| Pe 
0 0 0 大 


2 
2 十 六 


【 例 11. 28】 将 | dz| ay| f(z,ysz)dz 按 XxX,z,y 的 次 序 积分 改写 . 
【 解 】 由 图 11-29, 则 CS 


原 武 三 fax] af rayaas 十 arf a 中 二 ,网 


y,z) dy. 0 


题 型 / ”三 重 积分 的 计算 11-29 


【 例 11. 29】 计算 T= ty+t z)dzxrdydz,Q 为 由 平面 z 十 y 十 zx 一 1 及 三 坐标 面 所 围 之 区 域 
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BE 
(如 图 11-30 所 示 ). 
【 解 】 方 法 一 : 因 f(x,y,z) = 二 zx 十 y 十 z 及 积分 域 关 于 zy,y,z 均 对 称 ， 


故 zazayas 一 Dyazayas 一 ||=azayaz 
0 2 0 


1 lI—x 一 一 一》 
于 是 I= 3 用 zazaydz 要 3| zdz| dy| E ze 
0 0 0 


n 


1 1—x 
一 3| zdz| (1—z—y)dy B(0.1,0) 
9 A(1,0,0) 


3 1 
=3|z[a i 
0 


0 

A 图 11-30 
ee 了 

一 >| zd 区 ) "dx = 5 


1 1 
方法 二 :( 先 2 后 1) = 3 用:dzaydz es 3| =dz| dzdy 和 3| 之 (1 一 >)2dz 一 寺 
0 0 
n 六 


【 例 11. 30】 计算 T= zazayaz,0 是 球面 zx? 十 y 十 x 二 4 与 抛物 面 x’ 十 y* = 二 3z 所 围 形体 . 


【 解 】 几 积分 域 是 由 抛物 面 与 其 他 曲面 所 围 成 的 形体 ,一 般 用 柱 坐 标 计算 为 宜 . 在 柱 坐 标 系 下 ， 
球面 与 抛物 面 的 交 线 为 
5 于 王 | 
人 “， 即 
P 一 3z p=V3 


Vp 2xr [V3 VA-p 
故 I= |[azay| 3 zdz 一 | dg| odo| z zdz 
EC 0 0 号 
b,, 3 
V4 


-2 

【 例 11.31 计算 I 一 用 (xz? 十 y)dzdydz, 其 中 是 由 曲线 y* 一 2z,z 一 0 绕 Oz 轴 旋 转 一 周 而 
成 的 曲面 与 两 平面 = 二 2,z 二 8 所 围 之 形体 . 

[ 解 ] 曲线 |》 ，， 绕 Oe 轴 族 转 ,所 得 族 转 面 方程 为 十 Y 一 2<, 如 图 11-31 所 示 . 


方法 一 :无 论 从 积分 域 还 是 从 被 积 函数 均 可 看 出 本 题 以 选 柱 坐标 系 为 宜 . 由 
于 积分 域 2 在 zxOy 面 上 的 投影 域 的 两 个 不 同 部 分 : 

D1:0 达 p 三 2,D;:2 牵 p 三 4 之 中 过 任 一 点 所 作 平行 于 z 轴 的 直线 与 围 成 0 
的 不 同 曲面 相交 , 故 原 积分 应 视 为 柱 坐 标 下 两 个 不 同 的 三 重 积分 之 和 , 即 


8 8 
1= [fododp| pdz+ ||pdodp| :ea 
2 2 
已 DP2 


2r 2 8 2r 4 3 8 | 
-es 


开 尖 站 | go 一 
2x ,村 6 十 2r| p (8—$)dp = 336r 


方法 二 :( 先 2 后 1) 


2 
了 
3 
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8 8 2 V2z 
= + ydrdydz = | .az|| (x: + ydrdy = | az aol wap 
2 2 0 0 
nn Ds 
Vaz nxfs 
dz = | 4z2zdz = 336x. 
2 


0 


[ 例 11. 32 计算 三 重 积分 | (2 十 ydzaydz, 其 中 口 是 由 锥 面 习 十 六 一 


z2 与 平面 z = a(a 之 0) 围 成 的 区 域 ,如 图 11-32 所 示 . 
【 解 】3 本 题 积 分 域 为 锥 体 , 既 可 用 柱 面 坐标 系 , 也 可 用 球面 坐标 系 . 该 处 用 
球面 坐标 系 做 ,注意 各 面 均 应 写成 球 坐 标 方程 . 


I= dy| ao] , 2sin2g 。 一 sinpdr 


一 2x| el) Wi 


/cosp _ 2x 小 3 1 
dp sq ，tan P OSI dp 


a 9 
2 = 
es ”10 
第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 
一 思维 定 势 


: 思维 定 势 积分 域 关 于 坐标 轴 ( 或 坐标 面 ) 对 称 ， 被 积 函数 为 奇偶 函数 的 二 重 积分 (三 
| 重 积分 )， 要 想到 利用 被 积 函数 的 奇偶 性 简化 计算 . : 


【 例 11. 33】 设 积分 区 域 D 是 圆 环 1 过 x 十 y 过 4, 求 | zz 十 3sin 十 7)dzdy. 


【 解 】 因 积分 域 1 壹 zx? 十 y* 三 4 关于 z 轴 ,y 轴 对 称 , 且 函 数 2zx 及 sin 记分 别 是 z，y 的 奇 函 数 ， 
将 被 积 函 数 分 项 积分 ,得 
je 十 3sin 十 7)dzdy 一 le dzdy + sin 了 dzdy + 由 ad 


= 7||azay. 
又 由 二 重 积 分 的 几何 意义 , 知 ||dzdy 一 4x 一 x 一 3x. 
D 
故 ez 十 3sin 立 十 7)dzdy 一 7。3r 一 21x. 
; J 
【 例 11.34] 设 DD 是 由 曲线 y 一 VI 二 一 去 ,一 V1 二 六 一 言 与 直线 > 一 一 + 所 围 成 的 区 域 ， 
DD 是 D 在 第 二 象限 的 部 分 , 则 || (zsiny + ycosr)dzdy = 
(A)2|| zsinydzdy. (B)2|| ycoszdzxdy. 
| | 
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(ed) ciny sete di (D) 0. 【 】 


[分析] 若 被 积 函 数 为 关于 xy 为 奇 或 偶 函 数 ,但 积分 域 关于 zx,y 轴 不 对 称 ,这 时 要 想到 做 一 条 
辅助 线 使 积分 区 域 对 称 . 
【 解 ] 作 出 DD 的 图 形 , 如 图 11-33 所 示 . 
作 辅 助 线 y = xz, 则 DD 被 分 成 两 个 子 区 域 ,而 每 个 子 区 域 又 被 
坐标 轴 分 成 两 个 小 区 域 ,因为 Di 与 D, 关于 y 轴 对 称 ,zsiny 关 
于 xz 为 奇 函 数 ,D; 与 D, 关于 工 轴 对 称 ,zsiny 关 于 y 为 奇 函 数 ， 
所 以 中 Zsinydzdy = 0， 由 Zsinydzdy = 0. 


D) 十 D, D3 十 D4 


又 ycosz 关于 xz 为 偶 函 数 ,关于 y 为 奇 函 数 ， 


所 以 | ycoszdzdy 一 ?| >coszdzdy， 中 ycoszdzdy 一 0 
D, D 


D+D, 


故 | Czsiny 十 ycosz )dzdy 一 ?| ycoszdzdy, 即 选 (B). 
b D, 


二 、 综 合 题 解析 
【 例 11. 35〗 设 有 一 高 度 为 h(t) (i 为 时 间 ) 的 雪 堆 在 融化 过 程 中 ,其 侧面 满足 方程 z = h(1) 一 


2 2Cz 十 y)( 设 长 度 单位 为 厘米 ,时 间 单 位 为 小 时 ) ,已 知 体积 减少 的 速率 与 侧面 积 


成 正比 (比例 系数 0.9) , 问 高 度 为 130( 厘 米 ) 的 雪 堆 全 部 融化 需 多 少 小 时 ? 
【 解 3 记 VV 为 雪 堆 体积 ,S 为 雪 堆 的 侧面 积 , 则 


h(e) h(t) 
六 二 上 “起 J dd = | Ba[he C0) 一 ADadz = hi(D), 
0 0 
z 2 这 < 证 [7 (0)—h(L)z] 


2 2 
入 二 由 十 (xz ,) 十 (z ) dzdy 一 J 1+ dzdy 


刀 (1) 
2 Es 2 2 2 所 
2 
h(t) 
= J rp? 2 了 _ 13rA (2) 
= 下 | [全 (ztz) + 16r: |zirdr 2 
由 题 知 0, 8, 所 以 一 一 也 ,因此 h(t) 一 一 t+ C. 


由 h(0) 一 130, 得 ”h(t) = 一 了 :十 130. 令 h(t) = 二 0, 得 t= 100( 小 时 ). 
此 高 度 为 130 厘米 的 雪 堆 全 部 融化 所 需 时 间 为 100 小 时 . 
【 例 11.36] 设 a -jee: 拭 二 de, 其 中 一 (Cz,y) 1x 十 y 世 1,z 之 0,y 之 0), 求 : 


(1)a 的 值 ; 
(2) 常数 5 的 值 ,其 中 5 满足 lim (三 二 <) ”一 =- 了 | 人 
【分析 】(1) 由 于 D 是 角 域 的 一 部 分 ,因此 采用 极 坐 标 计算 表示 a 的 二 重 积分 . 
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2z 


(2) 先 将 (1) 算得 的 a 代入 lim (三 示 2) ”, 计 算 它 的 值 ,然后 计算 二 | ，ze dz, 令 两 者 相 


等 即 可 确定 的 值 . 
【 解 】(1) 在 极 坐 标 下 ， 

_ 这 < ye 

Sn ea yeti a 
加 一 y cosO 一 Sinb0 

人 二 | 一 二 和 | ~ dr 
i 人 3 1 a 
一 cos 

2 1 十 tang ced eo 


= eos[eon(o— 4)] rad) 


一 了 人 -一 区 一 于 i 
= 7| cos| tan (0 4 ) Jdtan(o ) i sin| tan (0 4 ) | | 2 sinl 
(2) 对 于 (1) 的 a = 六 sinl 得 
x 有 7] 训 2 
区 TaN jt 这 PN Eh = 2 sinl = -a 
lim (2 | -lim 1 = Ce ) 3 
小 
oo Ep 
此 外 ， | zerdz 一 一 于 (z 二 Dee| 一 去 G@ 二 Den 
b 
b 
于 是 由 题 设 得 


站 二 (5 十 1De*, 即 风流 


习 题 十 一 | 


1. 将 二 理 积 分 了 一 由/ (37d 化 为 时 次 积分 (两 种 形 式 ) ,其 中 积分 区 域 DD 给 定 如 下 : 


(1)D: 由 一 8X 与 XxX? 二 y 所 围 之 区 域 ; 
(2)D: 由 工 二 3,X = 二 5,X 一 2y 十 1 二 0 及 xz 一 2y 十 7 二 0 所 转 之 区 域 ; 
(3)D: 由 x 十 六 过 1,y 宇 Xz 及 Xx 这 0 所 围 之 区 域 ; 
(4)D; | x |+|l yl 1. 
2. 改变 下 列 积 分 次 序 . 


a 2 
| dz 22 FC 
we 3 于 
C2)| dz| zy)dy 十 | dz| Fn day 
0 0 1 0 
0 2 一 z2 1 2 一 2 
G3)| dz| fz,ydy+ | dz| (xz,y)dy. 
=<] 3 
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RAY 
3. 将 二 重 积分 I = red 化 为 极 坐 标 形式 的 累 次 积分 ,其 中 : 
D 


(DD:a rty Ab,y0,6>a> 0); 
(2)D.z yy Ry,r0; 
(39D.0 委 式 十 让 委 1 0 过 去 委 上 | 

4. 求解 下 列 二 重 积分 : 


2 妃 nx | [ nx 

GD| ar) sin yt ,dz Sin ys 
1 Vr 2 

C2)| dz| e Tdy; 

3)| Sazydzdy,D: 由 工 一 多 及 工 一 1 十 VT 一 到 所 国 成 ; 
I 
i 

go 其 dzdy,D: 为 y 一 zt' 一 xz? 的 上 西 弧 段 部 分 与 工 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 
了 

G5)| 二 
yz 十 交 


5. 计算 下 列 二 重 积分 : 


eo InCzx? 十 yy)drdy,;D:e? 之 zx? 十 y 之 1, 并 求 上 述 二 重 积 分 当 e_> 0+ 时 的 极限 


D 


G2) | dz 4 
a oA (a— x)(zr— y) 


(3)| /i 入 寺 和 drdy，D:z* 十 YY 之 1,z 之 0 及 y 之 0. 

上 工 s se 

6. 设 /(1) 是 半径 为 1 的 圆 的 周 长 , 试 证 : 

去 | «idzdy= 云 | f (pe dp. 

7. 设 p(x) 是 [a,b] 上 非 负 连续 函数 ,f(zx),g(z) 在 [ab 上 连续 且 单 调 递增 ,证 明 ， 
| pC) fC dr| plz)g Cz) dr < | zcodz| poz) fC) gz) dz. 

8. 设 m,n 均 为 正 整 数 , 且 其 中 至 少 有 一 个 是 奇数 ,证 明 : 


x"y”"dzrdy = 0. 


好 +y a 


9. 设 函 数 f(x) 在 [0, 熙 上 连续 , 令 F(1) 一 | dz ay| Gy — fr) dz, 
0 0 0 
i 
证 明 :机 3 ,ct wf Cw dr 
1 去 > Si 
10. 计算 | dz| dy| 网 
0 0 人 一 恋 
11. 几 e>+ VT 十 x )dxrdydz,Q:T 十 十 x 二 qzX* 十 yy 十 2 二 4a ?及 xz? 一 y ?十 z* = 二 0 
nn 


(y 宇 0,a 之 0) 所 围 之 区 域 . 
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12. 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


计算 下 列 三 重 积分 : 


G) 有 oa+z+y+a d, 0: 由 Z 工 十 y 十 zx 一 1,z 一 0,y 王 0 及 zx 一 0 所 围 形体 ; 


A 


2 ea QQ:y 二 1,y 二 一 X,7X 二 0,z 二 0 及 z= 二 一 z 所 围 形体 ; 


n 


| 2z , i 
(3) 咱 一 -二 dv， Q2: 由 yOz 面 上 的 区 域 DD 绕 z 轴 旋 转 一 周 而 成 的 空间 区 域 ,其 中 
中 /x 十 yy 站 


D= {(z,y) | y 二 +2 和 1,z 宇 2y 一 ly 宇 0,z 宇 0); 


jzydu,0: 由 zz 二 Xy,ZX 十 y 二 1, 及 z= 二 0 所 围 形体 ; 


z VT 十 十 dvsQ2: 由 ZX ?十 十 之 二 1 与 2 二 V3(x* 十) 围 成 的 空间 区 域 ; 


‘a,0 为 底面 是 单位 正方 形 ,高 为 矿 的 正四 棱锥 体 ,而 为 锥 体 中 任 一 点 到 顶点 卫 的 


求 由 下 列 曲线 所 围 图 形 的 面积 . 


.ee >ala > 0); 


(2)z++y=a,z++y=b,y=ar,y= Rr(0<a<b,0<a<=p; 

(3)(z2 yy) = 2axry(a > 0); 

(4)(z2 十 办 )2 = a(r’ — 3ry’)(a > 0). 

求 曲面 z 二 VX 十 y 夹 在 两 曲面 XY 十 y? 二 y,XY? 十 y* 二 2y 之 间 的 部 分 的 面积 . 
求 下 列 曲 面 所 围 形体 的 体积 . 

(1)z = xyyz 二 yz = 1,z = 03 

(2)z=zx 二 yxy =rr y= 27r,z= 0; 


| 2 


(3)z=8—zx—y ,z= Zz 二 yy 


将 三 重 积分 || PCzvy,z)d 化 为 柱 面 坐标 的 累 次 积分 ,其 中 是 由 zx? 十 六 一 尺 ,z 一 1 及 
人 


二 4 所 围 成 . 
改变 下 列 三 重 积分 的 积分 次 序 : 


| 1 2 二 
| dz| dy| f(x,ysz) dz; 
0 0 0 


(| az| dy] fy dz. 

已 知 质量 为 M, 半 径 为 a 的 球 上 任 一 点 的 密度 与 该 点 到 球 心 的 距离 成 正比 , 求 球 关于 切线 的 
转动 惯量 . 

有 一 半径 为 尺 , 高 为 耳 的 均匀 圆柱 体 ,其 中 心 轴 上 低 于 下 底 为 a 处 有 一 质量 为 m 的 质点 , 试 
求 此 柱 体 对 该 点 的 引力 . 

设 半径 为 尺 的 球面 习 的 球 心 在 定 球面 Z2 十 风 十 妇 二 4@( 盖 0) 上 , 问 当 民 为 何 值 时 ,球面 
瑟 在 定 球面 内 部 的 那 部 分 面积 最 大 ? 
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ER 
参考 答案 
和 sy fr,ydz = | dz| edi 
3 2y-1 5 5 6 5 5 一 
CT 一 | dy), fwdr= | dy| fz,wdr = [oo cg dz| .zadyi 
3 
ws] ay frydrt lady), oe ee | Ed fe 
| 
C1= | | 和 J.as] fee ye 
+1 
il dz| JpCzyy)dy 十 Faz| ~ fy 
2. w= one ec 1 gd 
(2) 了 =| dy| fC es 
(WI = 让 dy zsy)dz 十 | ay] f(xy) dr. 
3. (DI = | dg| f Cpcos0 ,psing) pdo; 
2 sing 
(2)T = | dg| recosg,osing)pdp; 
0 
I=|, dg “ecosg,psing)pdo 十 | | “ fCpcos0, osing) pdpo. 
胡 
nT 
1 1 2 
(2) 去 (可 示 : 先 交换 次 序 ,对 | ye¥dy =—| yde 闻 分 部 积分 )， 
e 0 0 
(3)0( 提 示 : 利 用 对 称 性 ); 
(4) 一座 (提示 : 先 求 上 西区 则 ,| dz| ，， 党 dy)， 
(5)0( 提 示 : 利 用 对 称 性 ). 
5. (lr[le: —elne 一 1], 一 ri (2)x[LfCla)— fC(0)]; (3) Br. 
6. 咯 . 


7. 提示 : 作 辅 助 函 数 . 


© 


Fitwy = [pwrowa|p (gl) dt 一 | pds| pO fg die, 用 单调 性 证 明 . 


. 利用 对 称 性 性 质 . 
. 提示 : 先 求 导 ,再 交换 积分 次 序 ， 


10. 到 (1 一 sin1) (提示 :化 为 先 对 y, 后 对 工 , 再 对 z 积分 ) 


1. PFC2 十 x)a* (提示 : 令 工 一 7rsinpcos0,z 二 rsinpsin0,y 一 rcosg). 
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89 
7 


< 
180 


1 ce Se 
2. 4D 3 (in2 ): (23 一 全 (3) (4) 


工 ， hop 
: (a 而 时 下 


@ (bP — a’)(B— a) 二 i VY 
13. (1) g .15 16ln2); (2) ST tT (提示 : 作 换 元 一 工 十 y， 人 


(3)a2z (提示: 化 为 极 坐 标 7r* 二 a?sin20); (4) 二 @ (提示 : 化 为 极 坐标 ,7 一 acos30). 
14. 下 


45 


32T3 (3)16x. 


ei: 
15. (1) $7 — 2ln2; (2) 
2r 1 4 2r 4 4 
16. I =| do| pdp| flpcos0,psing, 2)dz+ | dg| odp| Jocosg,osing,z)dz. 、 
0 0 1 0 1 
1 x 1 1 | 1 
17. (1)7 = | az| dz| rez,yzdy 十 | dz|, dz| 一 -Fezyady 
、 1 RE 1 1 1 1 
坟 下 = | az dy| 一 -zyzdz+|.dz| dy| ,rezyadr+ 
党 1 1 
| az dy) 一 zyadz 
E 1 于 1 ] 一 六 
(2) I =| dz| dz| zyyzdy 十 | dz| dz| try 
0 0 0 0 0 2—I 
藏 也 | dz ay| foxy dz +|. dz| dy| fCzsy,2) dz. 
0 0 = 0 z 0 


18.7 = Ma’. 


19.F= 2rwpoz[ 互 一 VR 十 (ea 十 五) + VR +a], 
其 中 凡 为 比例 系数 ,po 为 柱 体 的 密度 . 


20.R = Sa. 
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第 十 二 章 ”曲线 曲面 积分 及 场 论 初步 


第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 曲 线 积 分 的 概念 和 性 质 


(一 ) 对 弧 长 的 曲线 积分 
工 . 定义 


| fwd = 767DA0- 
物理 意义 : 线 密度 为 w = f(z,y) 的 弧 段 工 售 的 质量 , 即 
M= | a fx,y)dl. 
L(AB) 


2. 性质 
(1) 与 积分 路 径 的 方向 无 关 , 即 


| a flzw dl =| tk 
L(AB) L(BA) 
(2) 对 路 径 具 有 可 加 性 , 即 若 AB 由 Ci,C;,…,C 所 组 成 , 且 任 何 两 线段 之 间 无 重 秋 部 
分 , 则 
| 、 fz =| flzsydi+| zy)d 十 …… 十 | RC 
L(AB) &; es Ge 
(二 ) 对 坐标 的 曲线 积分 
工 . 定义 
| ~ Plz,y)dri+ Q(zr,y)dy 
L(AB) 


n 


一 lim LP(é;, 7)Ax: 二 + Q(E ,71) Ayi]. 
1 


1Al0 全 


物理 意义 : 变 力 下 = 二 P(rz,y)i 十 Q(z,y)j 沿 AB 所 做 的 功 
W = | 下 .dl =| CB ad dyj) 
L(AB) L(AB) 


=| Pz dr + Q(z,y) dy. 
2. 性 质 
(1) 与 积分 路 径 的 方向 有 关 , 若 路 径 的 方向 改变 , 则 积分 变 号 , 即 
he 万 dz 十 二 一 本 Pdz + Qdy. 


BA) 
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(2) 对 路 径 具 有 可 加 性 . 若 AB 由 Ci ,C;,…,C, 所 组 成 , 且 任 何 两 线段 之 间 无 重 亚 部 分 , 则 
hs POs yg) di Os) 


| PaztQdy+|, Pdz +Qdy+ +|, Pdz+ Qdy. 
以 上 两 种 曲线 积分 可 分 别 推广 到 空 s 间 中 去 ， 即 


| f(z 2d = lim Pre, » 9 Ti) AL;. 


1 Al 一 0 1， 


| PC ed 
L(AB) 


= lim Pps, oT ATi + QE ,ns Ti Ayi + ROE ,yi Ti) Az;]. 


lall 一 0 1 


(三 ) 两 种 曲线 积分 之 间 的 关系 


| pdr+ Qdy+ Raz = | (P 罕 +Q 人 +R5 = )d/ 
L(AB) LOAB) 


= 公 ， (CPcosa + QcosB++ Reosy) dl 


其 中 ,cosa,cosB,cosy 为 曲线 弧 AB 方向 的 切线 的 方向 余弦 ,对 坐标 的 曲线 积分 有 时 写成 “点 积 ” 
形式 . 


| Pdz 十 Qdy 十 Rdz =|. 4 
LAB L(AB) 


二 .曲线 积分 的 基本 定理 
定理 1 (格林 定 理 ) 设 酌 数 PCz,y),QGCz,y) 以 及 它们 的 一 阶 偏 导数 在 闭 域 D 上 连续 , 则 有 公 
aQ 
式 | de dy = 中 Pdz 十 Qdy， 


其 中 ,二 是 闭 区 域 忆 rp en (所 谓 工 的 方向 是 指 有 人 沿 L 的 某 方 
向 前 进 时 ,区 域 D 始终 在 它 的 左手 一 边 ) 
应 用 格林 定理 时 易 出 的 差错 : 
1” 忽视 P(xz,y) ,Q(z,y) 在 闭 域 D 上 一 阶 偏 导数 的 连续 性 ; 
2” 忘记 曲线 工 是 封闭 的 ,并 且 是 取 正 向 . 
定理 2 (曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 ) 


|r. dl 与 路 和 径 无 关 所 中 下， dl = 0, 


其 中 二 为 了 中 任 一 闭 曲线 . 
定理 3 设 P(x,y),Q(zx,y) ani ea sa 则 


| Pln,y) ds OC yy 与 路 径 无 关 久 2 2 = 了， Vaiy) € D, 


P(xz,y)dr 十 Q(z,y)dy 为 u(x,y) 的 全 微分 Ph = -ao VCzy) ED. 


定理 4 设 函 数 P(r,y,z) ,Q(zr,y,z),R(z,y,z) 在 域 2 内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 则 
P(rz,y,z)dz 十 Q(x,y,z)dy 十 R(z,y,z)dz 为 菜 函 数 u(z,y,z) 的 全 微分 全 
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aR_aQ aP_aR a3Q_aP 
day gz” gz gz” az gy 


定理 5 设 P(z,y),Q(z,y) 在 域 也 内 有 一 阶 连 续 的 偏 导数 , 且 恒 有 3 一 3 与 为 DD 内 
任意 两 条 同 向 闭 曲 线 , 且 各 自 所 围 的 区 域 中 有 相同 的 不 属于 DD 的 点 , 则 
由 Pdz 十 Qdy =- 小 Pdz 十 Qdy. 


三 、 曲 面积 分 的 概念 和 性 质 


(一 ) 对 面积 的 曲面 积分 
1 .定义 


由 eyeas = lim Pre » i) Ti) Asi. 
$s 


| All 一 0 

物理 意义 ; 面 密度 为 x 二 /(z,y,z) 的 曲面 的 质量 , 即 M = 上/ (x,y,z)dS. 
2. 性 质 

(G) 与 曲面 号 的 侧面 选择 无 关 , 即 || = 其 中 一 为 曲面 的 另 一 侧 . 

(2) 对 曲面 具有 可 加 性 ,车 号 由 5,,5,,…,5 组 成 ,并 且 任意 两 块 子 曲 面 没有 重 秋 部 分 , 则 

[站 
(二 ) 对 坐标 的 曲面 积分 
1. 定义 
|Pavaz +Qdzdr + Rdzdy = lin, > i 和 

物理 意义 :流体 密度 6 二 1, 速度 场 为 二 Pi 十 Qi 十 Rk, 单 位 时 间 内 流 过 曲面 一 侧 的 流量 

Q, 即 Q = ||Pdya: ed dd 


8. 定义 
(1) 车 瑟 由 531,53,,… ,3 组成, 并且 任意 两 块 子 曲面 没有 重生 部 分 , 则 


|-1*0+-+l 
(2) 积分 与 曲面 的 人 出 有 关 , 即 


Il = 其 中 , 一 5 表示 曲面 5 的 另 一 侧 . 


(三 ) 两 种 曲面 积分 之 间 的 关系 


P SS 邱 汪 


| Pad 十 Qdzdz 十 Rdzdy 一 ll taseie {Rasdy)as 
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=| (Peose 十 QcosB 十 Reosy) dS， 


其 中 ,cosa,cosB,cosy 为 曲面 在 PC(z,y,z) 点 处 的 法 线 的 方向 余弦 . 对 坐标 的 曲面 积分 经 
常 写 成 点 积 形式 


||Paydz + Qdzdzr + Rdzdy = Poem 《ddd = 人 . dS, 
oe 过 3 


其 中 ,F = {P,Q,R},dS = {dydz,dzdx,dzrdy). 
四 、 曲 面积 分 的 基本 定理 


定理 1( 奥 一 高 公式 ) ” 设 P(z,y,z),Q(z,y,2),R(z,y,z) 在 闭 域 2 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 , 则 
作 Paydz 4 lidis | Radady = 作 ( 宪 de 
其 中 ,是 闭 域 Q 的 边界 曲面 的 外 侧 . 
应 用 奥 一 高 公式 时 易 出 的 差错 : 
(1) 搞 不 清 P,Q,R 是 对 什么 变量 求 偏 导 ; 
(2) 不 满足 奥 一 高 公式 的 条 件 , 用 公式 计算 ; 
(3) 忽略 了 的 取向 ,注意 是 取 闭 曲面 的 外 侧 . 
定理 2 (斯 托 克 斯 公式 )” 设 P(rz,y,z),Q(z,y,z) ,RC(z,y,z) 在 曲面 了 所 张 成 的 空间 域 Q 内 有 
一 阶 连续 的 偏 导数 ,L 为 曲面 3 的 边界 曲线 , 则 
dydz dzdz dzdy 


aQ ,aR 
和 jdzdydz， 


9 9 
中 Pdz 十 Qdy 十 Rdz = 中 ax 9y EZ 
虹 Q R 


其 中 ,曲线 工 的 方向 与 曲面 3 所 取 侧 的 法 线 方向 满足 右手 法 则 , 即 用 右手 四 指 表示 工 的 
方向 , 则 拇指 的 指向 就 是 曲面 2 所 取 侧 的 法 线 方向 ,如 图 12-1 所 示 . 


sc 


(a) (b) 
图 12-1 


五 、 场 论 初 步 


了 . 方向 导数 
设 v = jz,y,z) 为 定义 于 空间 域 Q 的 一 个 三 元 函数 ,P(xz,y,z) 为 Q 内 一 点 ,1 为 过 P 点 的 
任 一 有 向 线段 ,P'(z 十 Ax,y 十 Ay,z 十 Az) 为 1 上 与 已 点 邻近 的 另 一 点 , 若 P' 沿 1 趋 于 P 
时 极限 ( 见 图 12-2) : 
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ES 
lim LP? = CP z 
P'—-P | PP“ | 
二 fl AAsy TT Ay Az) — f(x ,yyy) 
ero O 


存在 , 则 此 极限 就 称 为 f(z,y,z) 在 P 点 沿 1 方 向 的 方向 导 
， Au i0f (X,Y 2) 

数 , 记 为 可 ,或 al 

方向 导数 的 计算 公式 : 

设 三 元 函数 x = f(x,y,z) 在 Plz,y,z) 点 可 微 , 过 P(x,y， 


z) 点 的 有 向 线段 了 的 方向 余弦 为 cosa,cosB,cosy, 则 


au 
al 


>》 


9 9 
,= ( cosa + Fcosp + ecosy) | 


QE 

2. 梯度 (grad u) 
设 有 一 数量 场 & 二 u(x,y,z) ,在 场 中 尸 点 处 存在 一 个 矢量 , 若 其 方向 为 & 在 该 点 处 方向 导 
数 取 最 大 值 的 方向 ,其 大 小 为 该 点 处 方向 导数 的 最 大 值 , 则 该 矢量 称 为 数量 场 (x,y,z) 在 
该 点 处 的 梯度 , 记 作 grad u. 


梯度 grad w 的 计算 公式 : 
设 数量 场 x = u(x,y,z) 具有 连续 的 偏 导数 , 则 
_ Qu, 1 Us ': Ou 
grad u 5 十 ay hs ak: 
3. 通 量 


设 有 一 矢量 场 4 二 P(r,y,z)i 十 Q(z,y ,x)j 十 R(z,y,z)k, 则 称 沿 场 中 有 向 曲面 某 一 侧 
的 曲面 积分 


5 一 小 .dS ”为 A 穿 过 曲面 5 这 一 侧 的 通 量 . 


通 量 的 计算 公式 : 
dS = dydxi + dzdzi + dzxdyk, 
访 二 | 本 本 下 
> 
4. 散 度 (div A) 


设 有 一 矢量 场 A(zx,y,z),P(z,y,z) 为 场 中 任 一 点 ,在 点 的 某 邻 域内 作 一 包含 P 点 在 其 
内 的 闭 曲面 AZ, 它 所 围 成 的 小 区 域 及 其 体积 记 为 Av, 以 AB 表示 从 AS 内 穿 出 的 通 量 ,车 当 
Av 一 0, 即 Av 缩 成 P 点 时 ,极限 


A.».dSs 
jg i 将 
le Wa Av 


存在 , 则 该 极限 值 就 称 为 矢量 场 4 在 P 点 的 散 度 , 记 为 div4, 即 


fa -as 


divA = lim Ag — lim 全 i 
Av>0 AV Av=0 Am 
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WT 


散 度 的 计算 公式 : 
设 A== P(xz,y,z)iT QTYy,2)I TT R(T,y Zk; P,Q,R A 在 PCz,y,z) 点 处 的 
散 度 为 divA 二 十 和 2 十 9 
9y ee 
5. 旋 度 (rot A) 


定义 略 , 其 计算 公式 : 
设 有 矢量 场 4= P(x,y;,z)i 十 Q(z,y,z)j 十 R(zx,y,z)k, 其 中 P,Q,R 均 有 连续 的 一 阶 偏 导 


数 , 则 旋 度 rot 4 为 


i 

9 9 9 
rot A 一 于 dy Bel 

Pp 本 RR 


【 例 12. 1 填空 题 . 
(1) 设 n 是 曲面 2x? 十 3y 十 xz = 二 6 在 点 P(1,1,1) 处 指向 外 侧 的 法 和 失 量 , 则 = 


6 十 8y_ 在 P 点 处 沿 n 方向 的 方向 导数 一 . 
(2) 矢量 场 4 一 zy3i 十 ye 十 xln(l1 十 zk 在 点 P(1,1,0) 处 的 散 度 div 4 


(3) 函数 wx = ln(z 十 风 十 对 ) 在 点 M(1,2, 一 2) 处 的 梯度 为 grad u | w 一 
(4) 设 数量 场 = ln Vz 十 十 zx? , 则 div(grad u) 一 5 
【 解 】(1) 令 F(zx,y,z) = 2x: 十 3y: 十 zx 一 6， 
因为 F， |p = 4zx|p = 4, F', |p = 6y|p = 6,F, |p = 2z|p = 2, 
所 以 到 三 {4,6,2} ,其 方向 余弦 分 别 为 


1 业 
G00 = —==yC08h = = 08Y = === 
V14 a 3 V14 
Aau 6 工 6 
9Z1P 6z 十 8y M14 
au 8y 8 
9yle 6z: 十 8y V14 
3 | 
au V6rx 十 8y | ce 
9 之 z? | P 
故 2 人 [ee 和 Pcosg+ Pcosy) | es 地. 
(2)PCzyyyz) = xy’ ,Q(x yz) = ye’,R(r,y,z) = rln(l 2 ), 
ZL | es ,3R _ _2xz 5 
a | Pp | Pp gz |P 1 十 双 |P 
_ /3P ,9Q , aR 
故 div 4 一 (起 士 中 ge | ,一 2. 
(3) gu 2 元 _2 ag 2y 4 
azlw Xx 十 y 十 z?*|m 9 "aylw XxX: 十 yy 十 z*|m 9“ 
qu 上 a 2x 4 
azlm Xx: 十 yy 十 z* |m 9° 
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HE 
| /99u, | Ou. | Au 2 4 4 
故 gradv| = (9 + + ke)|, (sr 人 
(4)u = ln Vx 二 yy 二 2 = In(z! 十 六 十 2)， 
先 求 梯度 grad x. 
du 泌 gu y ou E4 
9z x 二 Ty 二 Tz” gy Xx 二 十 ”Gz x 十 十 2 
w= 2 3 rn, 
grad u rn 
再 求 grad * 的 散 度 . 
一 x 一， Es re ”9 
P Z2 十 内 十 对 Q ZX 十 十 > R TX 十 十 之 
oP _ yz 一 x? aQ _ Tz: 一 y aR _ TT 十 yy 一 之 
ar (xz? 十 yy 十 z2)?” ay (十 十 z2)2” Az (二 十 yy 十 zz )? 
| ”8P， 36 .级 1 
故 div(grad u) Be By gw 


【 例 12.2] 已 知 数量 场 v(x ,yz) 一 三 十 泡 十 专 , 求 沿 v(x,ysz) 的 梯度 方向 的 方向 导数 . 


[ 解 〗 grad v 一 Sit 7 十 敬 k, 其 方向 余弦 为 


下 C We » es 2 
cosa cospB ; =» COsSY 3 3 3 
CD (Sd 2 /Ty 2 2 jE 
“ye 下 b ct 有 a 3 ony . a 十 bp! 下 C 
性 = 经， 太 二 衬 ， 性 = 学 
a 区 
gm 2 元 党 2y CO 过 之 
故 = 鹤 十 信 
a(gradu) a ,， /2 2 /i Pa 
2 TT TT Ly 2 
po 2 人 ot ‘ce 
和 村 
一 2 十 pi 十 A 
， | 
【 例 12.33 设 函数 xCzyy,z) 二 cos' (zy) 十 二 ,直线 /是 直线 工 : 3 2 在 平面 z 十 y 一 
一 2Z 十 4 二 0 
zx 一 5 上 的 投影 , 求 函数 wx(Czyy,z) 在 M(0,0,1) 点 沿 直 线 1 的 方向 导数 (规定 1 与 z 轴 


正 向 夹 角 为 锐角 ). 
【 解 】 方 法 一 :x |w 二 一 2cos(xy)sin(zxy)y |w 一 0， 


2 人 一 [一 2cos(zy)sin(zy)x 十 十] |w 一 1， 


一 27 


= E = 从 
M 名 M 


设 ny ,RL ,ni 分 别 为 平面 x+ 十 y 一 z 二 5 的 法 矢量 ,直线 工 , 直线 1 的 方向 矢量 . 
由 于 /在 平面 上 ,所 以 开平 。 天 一 9; 设 有 一 {l,m,n} 而 nx 3 (lss 一 1), 于 是 有 
lim—n=0,， 


a 
Uz, 


i J k 
= i 下 ss 
ni = 3 0 7 2 十 7 十 本 大 (二 二 
0 1 二 2 
1 1 
人 nx °*nr a 区 5 
cos(ny, nr) | 加 | => 9 
nz | | nr 29 V3 V29 
2 关 A/ 和 全 
36 
sinC7ar 人 7 小 年 V2 
V3 V29 
1 2 下 
和 Bi ey 3L 二 4m 十 2n 
cos(n, ,nr) 9 
Nm 29 VU 二 m? 二 mn V29 
36 


因为 cos(ni Yn) 一 cos| 至 = Con) |= sin(ny? nL), 


所 以 V62 37 十 47 十 27 
-3 /29 Vl 十 mm 十 72 V29 


再 由 @> (71 一 4m)* 一 0 之 / msn 一 二 770， 


Li = dg 在 中 六 入 


所 以 m = | 找 '1, 字 ,其 方向 余弦 分 别 为 


4 7 11 
cosa 一 ,cosB 一 ;COSY 一 一 -一 ， 
V186 Bh V18 V186 
故 By oe oped eo | vo = 
0 V186 


方法 二 :投影 平面 :1(2z 一 3z 一 6) 十 y 一 2z 十 4 三 0， 

即 2Mz 十 y 一 4 十 2)z 一 6 十 4 三 0. 
投影 平面 法 矢量 :ng 一 (24,1， 一 34 一 2)》， 

@ 与 平面 x 十 y 一 z 二 5 的 法 矢量 n 二 {1,1, 一 1) 互相 垂直 . 


所 以 2 二 1 二 3 十 2 二 0 过 A = 一 专 . 


投影 平面 方程 为 :一 6z 十 5y 一 > 十 38 一 0， 


1 的 方程 为 :6 
一 6z 十 5y 一 z 十 38 二 0. 
2 
/ 的 方向 矢量 :I 二 | 1 1 一 1|= 4i 二 7j 十 11lk， 
一 站 5 二 坟 
cosa 一 2 ， COsB 一 a ,COSY 二 2 ， 
V186 V186 V186 
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ES 
QW 二 "gy lm ”gz | > 
所 以 党 一 0。cosw 十 1。cos8 十 0。cosy 二 > 
V186 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 ”对 处 长 的 曲线 积分 的 计算 


解 题 程序 : 
(1) 画 出 积分 路 径 的 图 形 . 


(2) 把 路 径 AB 的 参数 式 写 出 来 :zz = p(D),y = ylD) ,a 之 1 过 B 
(3) 将 d: 写成 参 变量 的 微分 式 , 并 计算 
| gfep = [fig ,waD] Ve FP de. 
( 注 :参数 大 的 作为 上 限 B, 小 的 为 下 限 a) 
【 例 12. 4】 计算 | ev dL, 工 为 由 圆周 zx 十 二 a? ,直线 y= 二 x 及 xz 轴 在 第 一 象限 中 所 围 图 形 
的 边界 (如 图 12-3 所 示 ). 
【 解 】| ed = | +|a+| 


OA AB 


OA:y = 0 
| Vr ty dl 一 | eadz = 一 和 
0 


OA 


er 


AB:z = costsy = asint,0 tt 


9 


TT 
4 图 12-3 
| evzr ty dl 一 上 ea dt 一 oe. 


V2 
| Vrty dl = 上 ei* V2dz 一 ee 一 1. 
BO 0 


故 | .ed = 2 D + Tae. 
L 


【 例 12. 5 计算 T= | | y | dq 其 中 工 :(z 十 yy)?= 二 (zz! 一 y), 其 中 4a 二 0. 
〖 解 3 由 工 的 表达 式 可 知 用 极 坐标 简便 , 令 x = pcosb,y 一 psin0， 
则 L:0' = a’p: (cos’0— sin’0)>p’ = a’cos20. 
因为 路 径 和 被 积 函数 f(x,y) =| y | 均 关 于 z 轴 ,y 轴 、 原 点 对 称 ,所 以 只 要 算出 第 一 象限 
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的 曲线 积分 再 4 倍 即 可 . 


党 太一 0>20 一 了 >0 一 工 .又 d 一 VP +o) d= ed, 
必 4 . 
cos20 
故 es 让 sn 
0 《 Acos20 
=4|。 wWcos20。Sin0 。 2 
0 Acos20 


一 | singd9 = 4a2zcosg|j 一 4a: (1 - 交 ): 
0 


【 例 12. 6】 计 算 曲 线 积 分 工 一 上 V2y 十 x di ,为 球面 zx 十 史 十 于 二 a? 与 平面 x 二 y 相交 的 


圆周 ,其 中 4 二 0. 
TT 十 十 222 二 a bt 
— 
汪 一 


2 ,于 是 


EY 


| VE = | d/ 一 al 一 a。(2ra) = 2ra?2. 
较 工 


伟 出 线 积 分 可 以 将 曲线 的 表达 式 直 接 代入 积分 式 ,而 对 则 面积 分 也 可 以 作 类 仪 处 再, 这 一 


题 型 二 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 


(1) 化 为 参数 的 定 积分 求解 ， 


ae AB 的 起 点 和 A 
B*> AB 的 终点 B 


曲线 L(AB);z = p(t),y = y(t), (8 不 一 定 比 a 大 1 , 则 


| sj Pdz+Qdy [Pog ,yg ao + on tn yey ld, 

特例 L:y = p(x) 把 zx 作为 参数 ， 工 :xz = yl(y) 把 y 作为 参数 . 

(2) 利用 格林 公式 求解 4 Pite 4 Qa = 人 ( 强 - 3 )drdy, 注 意 条 件 ! 
L 局 dw dy es 

(3) 工 不 闭合 十 边 L* ,使 L 十 L" 闭合 ,再 用 格林 公式 y 


C(xiy'!) 
| Pdz+adz = 中 .Pdz+Qdy 一 | .Pdz+ Qdy 
二 LL L 
T/aQ 3aP 
-J( 守 = 守 )azdy 一 |. Pdz++ Qdy. A( Xo.yo) BG) ，。 
(4) 利用 与 路 径 无 关 条 件 求解 ( 见 图 12-4) 2 


车。 入 = 各 (与 路 径 无 关 条 件 ) 


BCzi vi ) 区 "1 
则 | Pdr+Qdy=| Plz,y)dz+| Q(x »y) dy. 
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解 题 程序 (流程 图 ) 


工 非 闭 I = [ plz,y0)dz + 上 acz,y)dy 


LN 中 Paz+ady=o。 

到 (给 - 劳 )azdy (格林 公式 ) 
D 

=- 中 Pdzx + Qdy 
Li+L” 

= 上 (给 一 劳 )dazday 一 | . Pdz 十 Qdy 


1= ee 


dydz dzdr dzdy 


= 3 9 
se 上 azx ay az 


Q R 


工 非 闭 ， 其 参 


数 方程 
5PGzcop ,ye) ,z(t)) zz) 二 Q(z(E), y(t) ,z(t))y (z) 


ED) + 尺 (z(r),y(z),z(z))z (rz)]dz 
一 y(t) ,a.,B 分 别 为 L 的 起 点 、 终 点 的 参数 值 . 


之 二 z(z) 
〖 例 12.7】 计算 I =| (zx: 十 2xy)dz 十 (x? 十 y')dy, 其 中 工 为 由 点 (0,0) 到 点 B(1,1) 的 曲线 
Lk 


y 一 sin i 


aP _ aQ 
ay az” 


【 解 ] 2 = 二 (Cx? 十 2xy) 一 2z,a = = dy 
9y 9y 9 并 9 工 


所 以 | Pdz 十 Qdy 与 路 径 无 关 . 


23 


1 1 
故 | (x 2ry)dr+ (z+ ydy = | zidz+ | (1+y')dy — 
; 0 


【 例 12. 8] 计算 曲线 积分 = | (1 瑟 cos 之 jdz 十 (sin 之 十 之 cos 之 )dy， 


其 中 工分 别 为 :(1) 圆 (x 一 2)? 十 (y 一 2)? = 二 2 的 正 向 ; 
(2) 沿 曲 线 y= 二 zx? 从 点 0(0,0) 到 点 ACr xD) 的 一 段 弧 . 


aP 9 yy YY 2 2 . 
【 解 】 | 党 cos 过 上 si， 
2 
5 一 了 (sin > won) 全 cos 2 | sin 之 ， 
aQ 
(1) 显然 ,在 (z 一 2)2 十 (y 一 2) 委 2 内 ， 二 


329 


第 国 篇 | 高 等 数学 


a 
故 和 
(2)y 轴 (zx 二 0) 上 的 点 除外 , 均 有 52 一 = 2 , 故 | “Pdz 十 Qdy 与 路 径 无 关 , 而 
Cr 
| ‘paz+Qdy = [de+| ( (sin 二 之 cos YY )dy 一 一 e， 
Go 
故 | ‘Pdr + Qdy = lim| Pdz 十 Qdy = lim(r—e) 一 天 
L(0,0) E>0V L(e, 
【 例 EE 
a Po A 
aP 9 y (zx—1):— 
【 解 ] 5y 一 [= [C(xz— 1) Ea 
aQ 2 |( — (w— 1) ;| (z— 1)’C— 
Bkd azr\(z—1)’++y [C(xz— 1 tt 
(1) 在 圆 z? 十 (y 一 1)? 过 1 ' 半 三界 ' 故 I= 中 Pdz+Qdy ==0. 
(2) 在 椭圆 全 二 -十 各 一 1 中 除权 圆 中心 (1,0) 外 恒 有 9 = 3 了, 于 是 由 定理 5 有 


= 让 Pdz+Qdy = 中 Pdz + Qdy, 


其 中 工 , 为 (zx 一 1)? 十 y 二 1 的 正 向 , 令 x 一 1 = cos0,y 二 sin9, 则 


_ [2* sing(— sing) 一 cosbcosb -| 二 
1=| COS 20 十 sin20 人 于 了 2 


【 例 12. 10】 计算 曲线 积分 


下 六 dy ,其 中 荆 为 沿 酉 圆 瑟 十 上 二 1 的 正方 向 ( 见 图 12-5). 


= Ty 
! 于 二 妆 dz 十 诗 十 沁 


aP 2 (六 二 > )= = 

【 解 ] ay 9y\x’: 二 +y’ (xz 二 y)? ” 
aQ 9 i — 2zxy— zx 

ax az Z2 十 昂 (zy )? 


因为 在 梯 加 所 十 其 之 1 内 , 针 = 加， 


例如 在 (0,0) 处 2 与 2 均 无 意义 . 


所 以 和 的 5 有 


站 一 壕 | 完 十 水 EE 臣 二 大 Et eho 
I 诗 于 dr+ py | 二 re 


z+y 一 所 


其 中 ,0 二 e 二 1, 令 x = ecost,y = 二 esint, 于 是 
2 | 2r 

Re ' fs sint) ws C— esint + Sin 轩 Cecost) |d -| dt = .2x. 
0 0 


2 
[3 


【 例 12. 113 计算 曲线 积分 了 工 王 | [p(y)cost— nyjdz+t [yp (Cy)sinz 一 rdy， 
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其 中 , AMB 为 连接 点 Ar,2) 与 点 B(3x,4) 的 线段 2B 之 下 方 的 任意 路 线 ( 见 
图 12-6), 且 该 路 线 与 线段 AB 所 围 图 形 面积 为 2. 


【 解 〗 2 = = jp) eosz 一 ry] = 9 (y)cost—x, 7 B(37.4) 


a 
元 
因为 p(y) 是 抽象 函数 ， 

所 以 碰 到 这 类 问题 一 般 是 加 边 使 曲线 封闭 ,再 用 格林 公式 ,为 此 


ee 
Jars la fm hs 


二 元 [9 Cy)sinz — rn] = P (Cy)cosz. 


中 Pd+ady = 二 了 jdrdy 一 三 圳 azdy = = 2x( 由 题 设 ). 
因为 BA 一 三 十 1， 


尺 
所 以 | 一 ml [|g (+1)sine— «| Ld 


T 


pa | de +1)sinz|. 一 | (三 +1)coszdz 一 


pe 


3r 


一 2r(1 十 3r)， 
故 T 一 2rx 一 2r(1 十 3r) =— 6r’. 


〖 例 12. 12] 计算 I = | (ersiny 一 ?ay)dz 十 (ercosy 一 mi)dy, 江 为 由 点 (CC， ? 
0) 到 点 (0,0) 的 上 半圆 周 x? 十 y* = 二 azx,y 宇 0( 见 图 12-7). 


【 解 】 一 = ein = = ecosy 一 7 
9y 9y 


9Q = ede ny = ercosy， 
9 并 9 并 


a be | 
ba = | (0 5) = Bt, 


| =|0art(e—m .0=0, 


故 了 三 a 
【 例 12. 13】 计算 空间 曲线 积分 


I = 中 (y 一 zdz 二 (z—)dy (wz ydz; 
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其 中 ,曲线 工 为 圆柱 面 z* 十 y* = 二 a? 与 平面 二 沸 学 三 1(a 之 0,h0) 的 交 线 ,从 工 


轴 正 向 看 去 ,曲线 是 逆 时 针 方向 ( 见 图 12-8). 
【解法 一 】 化 为 参数 的 定 积分 计算 ,对 于 这 种 封闭 的 曲线 要 充分 利用 [0,2x] 上 三 角 函 数 焦 的 正 


令 工 =acostyy 二 asint, 则 


z=h(l 一 天 (1 ee = hl cost), 


2r 
于 是 下 三 | [asinz 一 疡 (1 一 cost)] 。( 一 asint) 十 [AL 一 cost) 一 acost。acost 十 
0 


(acost — asint) » hsintdt 一 一 2ra(a + h). 
dzdx dzxdy 
9 9 
【解法 二 】 了 -| ax 9y az 


乳牙 


一 一 2|| ayaz 十 dzdz 十 dzdy 
5 | 


六 -2| 0111 。 { 半 ,0,1)dzdy 


Dzy 


a 中 (< I 
D 


区 2 2 
[ 例 12.14] 选择 a,b 使 (2 二 223 tar’)dr— (x + 2xy + by )dy 为 荣 一 函数 w = utzsy) 的 


(zx! 二 +y)’ 
全 微分 ,并 求 u(x,y). 
[ 解 】 3aP 2y 十 2xz _ 4y(y’:+T2zxy 二 ax’) 
ay (zy)’ (Ty) 2 
aQ __ 2y> 十 2z 十 红 (z 十 2zy 十 by” 2 
9x (Ty )’ (Tz 十 y)’ 


由 全 微分 条 件 3 三 三 了 2 , 故 


(ea 十 1)zzy 十 (2 十 1)zy? 一 0. 


a 一 1,6 一 1， 


风 十 2zy 一 2 Z2 十 2zy 一 光 
所 以 Mr Ve 


选 折线 (1,1) 一 (x,1) 一 (zx,y) 为 积分 路 径 , 则 
“一 1 ge | 


(GE (zx 二 y): 
=| d(l1 十 x2) ， I dz = dw | dy —2z| (z+ ydy 
1 (二 zr) 1 (ltr)? J1l+zx Jiz2 十 1 (zx + yi) 
1 Eg ”dy = dx 上 dy 
让 + We 1 十 17:++y 


| dy 2z| ydy 
] (zx? 二 y)? 1 (x? 十 y2)? 
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“5 3 1 上 | 
Tl x lz zy 2 十 1 zy 


、 u(x,y) 一 未 干 六 +C. 
【 例 12. 15】 设 曲线 工 是 正 向 圆周 (zx 一 a)? 十 (y 一 a)? = 1,p(z) 是 连续 的 正 函 数 , 证 明 : 
中 ZH MP dr > 2 
【 解 ] 设 工 所 围 成 的 闭 区 域 为 D, 由 格林 公式 得 
gad ww adr = + odrdy 


因为 区 域 D 关 于 直线 y = 二 x 对称, 所 以 
ecwaras a a dy 


于 是 中 Jdy 一 war = | [p05 + 9 Jaray 


> 引 Las wa a 中 szrdy = = 站 


解 题 程序 : 
(1) 画 出 曲面 >; 
(2) 由 曲面 3 的 方程 ,例如 z= 二 zx(z,y), 写 出 其 曲面 微分 


dS= Vl 二 zi+z?dzrdy; 
(3) 计算 在 投影 面 上 的 二 重 积 分 . 


【 例 12.16] 在 球面 过 十 交 十 志 一 1 上 取 AG1,0,0),B(0,1,0),C( 启 ,0, 记 ) 三 点 为 顶点 的 球面 


三 角形 (AB ,BC ,CA 均 为 大 圆 弧 ) , 若 球面 密度 为 p = zx? 十 x , 求 此 球面 三 角形 块 的 
质量 ( 见 图 12-9). 


【 解 】 设 此 球面 三 角形 块 的 质量 为 M, 于 是 z 
M = as =| > 十 x: )dS. 
由 被 积 函数 f(x,y,z) = 必 十 过 可 知 , 取 了 在 xzOz 平面 上 投影 合 
适 . 
因为 y= VI 一 2 一 站 ， 


dzdz 12-9 


We dd 
十 之 ? 过 1 2 
所 以 M= | 一 二 drdz = | dg| ty 
ee 0 0 We 
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= 于 | 3 d 令 1 一 of =u 于 | “二 二 du 


4 4 uu 
区 站 2 开 
ee 3| Qu )du = 6 


【 例 12.17] 计算 曲面 积分 FCD = 上 f(x,y,z)dS， 


Wy 
TX: 十 之 / 2 十 2 
其 中 ,f(z,y,z) -1 > 过 2 . ( 见 图 12-10) 
0， z< vity 


【 解 】 球 面 xz 十 多 十 对 一 妊 被 上 半 锥 面 
z 二 VX 十 y 分 成 两 部 分 : 
:x 十 十 二 2 之 MT 十 ， 
Br 二 yy 二 z= 二 fz 过 Vr 二 yy. 
FG) = ew EN + .dS =|tz 4+)ds, 
2 所 


图 12-10 


用 球面 坐标 dS = 刀 sinpdbdp， zz 十 y? 二 tsin’ gp， 
2r 却 

于 是 FC) = | dg| tisin’g * tsingdoy = (8 一 5V2 ) nt, 
0 0 


【 例 12. 18】 计算 曲面 积分 工 -| 十 by 十 cz 十 d)*dS, 其 中 上 是 球面 :x? 十 y 十 xz? 二 R?. 


【 解 】 由 于 对 称 性 有 as 本 as =|=:as， 


Jlzas = 小 us = |=as 一 0， 

p> £2 2 

Jlzyas a |ezas = |>=as En 
各 2 > 


故 I = (ar 十 by 十 c 必 十 d)*dS = Me 十 By 十 cx? 十 di 十 2abzxy 十 2aczz 十 
学 涉 
2bcyz 十 2adz 十 2bdy 十 2cdz)dS 
= fas+t ca +t6 + eras = rR + (a +t te )|*as 
过 溉 到 
—4nR’d’ 十 十 (a 说 杯 十 台 中 oe 一 盐 术 十 于 (ol 十 器 十 coOR||ds 
也 

—4nR’d? 十 得 (a + 十 oR. 


题 型 四 “对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 


(1) 利用 奥 一 高 公式 : 
Qa@ 若 P,Q,;,R 在 闭 曲 面 3 所 围 成 的 空间 域 4 中 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 则 


Jpayds + Qdzdz + Rdzdy ee 由 (过 + 爱 到 )dzdydz, 其 中 , 取 外 侧 . 


dx ay 
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曲线 、 曲 面积 分 及 场 论 初步 | 第 俐 仗 章 


@ 若 瑟 非 闭 而 P,Q,R 比较 复杂 ,P,Q,R 在 加 面 3" 后 (5 十 >" 为 闭 ) 所 构成 的 空 
间 域 2 中 有 一 阶 连续 偏 导 , 则 


rs 


下” 


(2) 通过 投影 化 为 二 重 积分 . 
ys |e + ea tle dl 


= 二 Ne wdydet | Qesscess 0 


“二 号 号 的 确定 ， 
若 瑟 的 法 矢量 半 与 x 轴 的 夹 角 (n;x) 为 锐角 , 则 右边 第 一 个 积分 前 取 “ 十 ”, 否则 取 


6 » 帮 
9 


若 卫 的 法 矢量 半 与 y 轴 的 夹 角 (n;y) 为 锐角 , 则 右边 第 二 个 积分 前 取 “ 十 ”, 否则 取 


6 9 
» 


若 三 的 法 矢量 于 与 > 轴 的 夹 角 (n;z) 为 锐角 , 则 右边 第 三 个 积分 前 取 “ 十 ”, 否则 取 
曲面 的 前 侧 取 “4”, 后 侧 取 “一 ”; 右 侧 “4”, 左 侧 “ 一 ”上 侧 “4”, 下 侧 “ 一 ”; 外 侧 取 “十 ”， 
里 侧 取 “一 ”. | 

(3) 矢量 的 点 积 法 
设 曲面 的 方程 为 > = f(x,y) ,规定 三 的 法 矢量 方向 为 (一 大 ,一 及 ,1)}， 


六 二 | dds 4 dd 4 Raatdy 


-| {P,Q,R} . {dydz,dzdx ,dzxdy} -| a 


= — fy 
二 Vi+fi+f dzrd 
ls 1 有 元 ' J fT OS A 
=|| {P,Q,R}. {— fs,—f ,1}drdy 

3 
将 在 zxOy 面 投影 


上 | {P,Q,R) 三 


“十 ”, “一 ”号 的 确定 : 若 题 设 中 曲面 王 的 侧 与 (一 太一 广 ,,1} 相同 , 取 “ 十 ,和 否则 取 


人 39 


同样 , 若 曲面 三 的 方程 为 zx 二 gCy,z)[ 或 y == YCz,z)] 有 类 似 的 公式 . 


曲面 号 ,使 马 寸 瑟 。 封 阅 , 用 由 高 公式 。 
3 若 由 面 三 在 xOy 平面 上 的 投影 为 二 条 线 ,P:Q:R 以 及 它们 的 二 阶 食 导数 不 连续 愤 况 
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【 例 12. 19】 计算 曲面 积分 -je 1)zxdydz 十 2(1 一 y)dzdzr 一 4yzdzxdy, 其 中 ,5 是 由 曲线 
0 


并 一 0 


QQ 委 ?> 委 3) 绕 > 轴 旋 转 一 周 所 成 的 曲面 , 它 的 法 矢量 与 y 轴 正 向 的 来 
角 恒 大 于 六. 


2 Sh ?一 “ 绕 y 轴 旋转 的 旋转 面 方程 为 y》 一 1 一 民 十 zx, 见 


fn 
=|| (8y +41— 4y— 4y)drdydz 图 12-11 


2x V2 3 
-| No 中 dzdz| ，， dy = | dl|， pap itp: dy 


-2 2600 ”) do = 一 27， 


= 过 a 三 六 ji 二 = 部 宛 


2, 


故 ”IIT= 2x 一 (~ 32x) 一 34x, 


【 例 12.20] 计算 7 -| 由 ->ade+ (z 十 1)dzdy, 其 中 ,5 是 圆柱 面 zx? 十 y 二 4 被 平面 z 十 z = 


2 和 z 一 0 所 蕉 出 部 分 的 外 便 ( 兄 图 12-12). 
【 解 51:zx 十 z= 二 2， 
sx = 4sBDaz = 0, 


+ 二。 入 


二 0 一 ydzdz 十 (z 十 1)dzdy 


£1 +3, 十 33 1 十 32? 十 33 


| (一 1 十 1)dqzdydz 三 0. 


[| = ydedz + + Dadzdy = 一 yz 1} ， {1, 图 12-12 
3 二 


0,1}dzdy 


2r 2 
=|c+Dazay = ‖ -madray = | gl, 一 ecospyedo = 12r 
0 
5 Db 
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曲线 、 曲 面积 分 及 场 论 初步 ‖ 第 秦 合 章 


由- ydzdz 十 (z 十 1)dzdy 一 |azay 一 = 
人 : 


故 I= 0 一 12x 十 4x = 二 一 8x. 
【 例 12. 213 计算 曲面 积分 


了 = | ce 十 az?)dydz 十 (y 十 az?)dzdz 十 (xz’ 十 ay*)dzxdy， 
s 


其 中 ,5 为 上 半球 面 z = Va 一 x 一 y 的 上 侧 . 
[ 解 ]T 二 | 一 | 其 中 了 为 2 一 0, 十 六 之 如 , 取 下 侧 . 


2515 


| = = 


3 515, 村 


=|| x 十 3y 十 3z:)dxrdydz 一 ale 十 y 十 z*)dzxdydz 
Nn 了 
=3| 4 | ad rr 。rsinogdr 一 Og 
a 0 中 5 . 
| -= | ey daray 一 一 a|| ydzrdy 
SB. Dry 


4 2 
| pl 2 20。 se de .1 
| dg| p sin 0O。podo |. sin’ 0d0 TO 


a 


=— Txa 
so 


所 以 I 二 Ena 十 二 ra = 3rd. 
〖 例 12. 22〗 计算 曲面 积分 


1 = (2zedydz 二 yzdzdz — zi:dzxdy， 
多 


其 中 ,5 是 由 曲面 z = Vx 十 y 与 z= 二 V2 一 x 一 y 所 围 立 体 表面 外 侧 . 


9 加 aR 
【 解 】7 一 作 ( 这 6 2 3 ) drdydz 一 Nest z 一 2z)dzdydz = 下 :azavaz 
n 0 
V2 


4 2x V2 至 
=| ag| dg| rcosp。 关 sinpdr 一 2x| cospsinpdp。 于 和 
0 0 0 0 


0 


【 例 12. 23] 计算 曲面 积分 工 一 | 345 二 守 ed ,其 中 ,了 是 由 曲面 z 十 y 一 R* 及 两 平面 < 一 
芝 


R,z 二 一 R(R > 0) 所 围 立体 表面 的 外 侧 ( 见 图 12-13). 
[ 解 ] 曲面 王 是 封闭 的 ,但 P,Q;R 及 其 一 阶 偏 导数 在 曲面 所 围 成 的 区 域 中 不 连续 ,所 以 奥 一 高 
公式 不 能 用 ! 
1=||+||+| = +nt+h, 


I = Zdydz 十 对 dzdy = ef 
， J 十 不 这 Rt 十 y 


dzdy 
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| 到 
二 


I -| et | R? 
TX? 十 十 RR 二 + 十 y 


R? d 
】 R’ ee Ys 


I 二 I = 二 0. 


dzdy 


_ [fzdydz 二 xz dzrdy _ 5 前 :X= 二 VR 一 y? i 
E a 
33 ~ y 3 3 后 :x == Ri y 
| 三 Tl w | 车。 过 上 as， 
高 前 六 前 i VR’ — y™ 
= 省 并 dvd | 1 
Ee Re 六 > ydz, 
2 — 
,0， . 二 
由 由 E 于 六 十 这 | | i ja 
— /Re 
| EF 
R R 
A Bn : | dy s| | VR — ydy 
R oR "6 
= 家 ” 1 区 站 5 
8 Rtan 丽 IR Rx 
故 1 = Rx. 


【 例 12.24】 计算 T= | 人民 dydz— xdzdz 十 zdzxdy. | Ey 
5 7 


5: 锥 面 z = VT 二 被 z 一 1,z 二 2 所 截 部 分 的 外 侧 ( 见 ry 
图 12-14). 


i a 
Vr 十 只 Vr+y 


2r 2 
-| ddy 二 一 中 Cz? + ydrdy = 一 | dg| prpdp —— Px. 
0 


【 例 12. 25】 计算 曲 面积 分 


C1 = | (yz : | "1 ardy 


T= Jzrayas 一 2zdzdz 十 (1 一 于)dzdy， 


其 中 ,5 为 曲线 | _ ® (0<y<2,0> 0,a 闫 1) 绕 z 轴 旋转 一 周 所 成 曲面 的 下 侧 . 


【解法 一 】5 的 方程 :z 二 av 1 (xz? 十 之 4), 添 加 一 个 平面 怠 :z 二 a?, 则 与 21 构成 闭 曲 
面 了 , ,其 所 围 区 域 记 为 Q, 于 是 
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曲线 、 曲 面积 分 及 场 论 初步 上 第 候 合 章 
-人 


7 
oaP .9 aR 

f= (e+)areye = e240y 
A 

坐标 2r 2 a 
2||zazrayaz Es ?| dg| odp| 之 dz 

0 0 ap 

nn 


2 各 
=4x| 到 Ca 一 a2)podpo = 2x| (ao 一 ao)dpo 
0 


i 上: | Anat 2 [部 过 | 1 
ee ee TIna (C2lna)? | 
Bie = A 
| i a atydzxdy = (1 —a’) | dzdy = 4nx(1—a’), 
1 Ds», Ho 
二 4 全 | 1 
故 T= Ax(2a D) 2x| 站 (2lna)’ (2lna)? | 
【解法 二 】>z 三 <” ty 六 1 na. 和 这 = nga, 
党 /2 十 2 y f+ 2 
一 ,一 一 一. lnc.a ”， 一 一 一 一 .lna。a 7” 外. 
站 和 VT TY 
zlna » av* ty ylnae。ay ty 
T= ||{4zx,— 2z,1— 2 }。 ， ,1 dzxdy 
> Vx 和 yy Vx 二 +y 
因为 = 一 av | | avVety = g 
A ey 
x+y 2 和 
化 为 极 坐 标 “dg 2 (4ozcos20 一 2osin0)lna » a a 
3 p CCO 
由 三 角 函 数 族 [2 


2 zx [2 
” 20。 。 a 2 
mE [ag] apt cos’0« Ina «awdp+ | do| Ga” 一 Dedp 


2 2 
一 | 40lna。azdo 十 2x| (Ca 一 1)odo 
0 0 


4 4 
4 a a I 1 | 
4r(2a —1) 2n| 疙 - Conay’ inajz J 


题 型 五 ”曲面 面积 的 计算 


适用 范围 | 基本 形式 
设 3:z 二 f(x,y)( 与 平行 于 zz 轴 的 直线 只 交 于 一 
已 知 曲面 5 的 方程 | 点 ) 在 xOy 平面 上 的 投影 域 为 D;,, 则 5 的 面积 


利用 二 重 积分 | 及 其 在 坐标 面 上 的 4A= | pr 
投影 域 Duw 


的 其 他 形式 有 类 似 公式 


【 例 12. 26] 求 曲面 x? 一 y? 十 zx? 包含 在 x 十 y 十 xz? 二 2z 内 的 面积 . 
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rx ee 2 十 & 
【 解 〗 两 曲面 的 交 线 为 | 


十 十 党 二 25 


ln 
它 在 yOz 平面 上 的 投影 曲线 方程 为 | 。 
Fn 四 
曲面 zx? == y’: 十 x 在 yOz 平面 上 的 投影 域 为 yy 十 xz? 过. 
x， a y . we = 之 
y’ we 人 十 zz 


由 图 形 的 对 称 性 , 故 所 求 面积 为 
4= 2 wasdydtz=2|v5dydz= 2vV5|dydz 


=-25 (4): 一 至 


【 例 12.27] 求 曲线 y 一 (6 十 eo 局 ) 由 z 一 0 至 zx 二 a 的 一 段 曲 线 绕 y 轴 旋转 所 得 旋转 面 面 


积 . 
【 解 】〗 旋 转 面 方程 ， y= (es +e), 
该 曲面 在 xOz 平面 上 的 投影 域 D, :x 十 x 过 a， 
, J 
a ( 全 “& )， 
2 Vz 二 
a 之 Ge e+ 四 st 
” 2Vr+2 
无 论 从 DD 的 表达 式 , 还 是 从 dS 二 V1 十 y :十 y:dzdz 的 形式 都 可 看 出 用 极 坐 标 较 方 便 ， 
令 工 二 pcos0,z = Osin0， 
于 是 VI 二 7 二 7 一 二 (时 十 ef)， 
ds Ca 2 a 1 
故 三 二 | dg|- Be" 十 e*)pdp 二 Zr (1— = 
第 3 节 思维 定 势 及 综合 题解 析 
一 、 思 维 定 势 


: | 思维 定 势 曲线 积分 的 积分 曲线 工 关 于 坐标 轴 对 称 ， 要 立刻 想到 利用 被 生 玫 的 对 称 
; 性 简化 积分 . 


加 


【分 析 】 利 用 曲线 积分 的 概念 及 积分 曲线 的 对 称 性 化 简 曲 线 积分 后 再 进行 计算 . 
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曲线 、 曲 面积 分 及 场 论 初步 | 第 名 合 章 


Ss 
【 解 】 中 (zy 十 35 空 十 4 )d = 中 (2zy 十 12( 夺 十 等))as 
二 驯 zyd 十 1 冲 d， 
因为 1 关于 xz 轴 对 称 ,而 且 xy 关于 y 为 奇 函 数 ,所 以 zyds = 0. 
此 外 ,12 ds = 12<, 因 此 中 (2zy 十 3z2z 十 4 )ds 一 12a. 
【 例 12. 29] 计算 | Cz? 十 yds, 其 中 :x 十 之 
【 解 】 |. (型 十 丈 )ds = | zds+ | yd 
由 于 工 的 “轮换 对 称 性 ”, 有 | zzds 一 | yd 
又 工 关于 z 轴 对 称 , 且 (x,y) 二 y 关于 y 为 奇 函 数 ,所 以 | y*ds 一 0. 
故 | (x? 十 y)ds 一 到 | (x +7)ds = S| .as = ，2ra = ra. 
二 、 综 合 题解 析 
【 例 12. 30] 设 曲线 积分 | zy*dz 十 yp(Cz)dy 与 路 径 无 关 , 其 中 9 具有 连续 的 导数 , 且 9(0) 一 0. 
计算 T= oie tie ty 
aP aQ 


【 解 】 Bg (x), 


因为 | Pdz + Qdy 与 路 径 无 关 , 所 以 yp (x) = 2xy>p(z) 一 性 十 C， 
又 p(0) = 0, 所 以 C= 0, 故 p(x) 二 六". 


(1,1) 1 | 
于 是 I = | zy2zdz 十 yz2zdy = | odz 十 | ydy 一 廊 : 
0,0) 0 0 


【 例 12. 31】 在 过 点 0(0,0) 和 Alx,0) 的 曲线 得 y = asinz(a > 0) 中 , 求 一 条 曲线 工 ,使 沿 该 曲 
线 从 O 到 A 的 积分 | (1 十 %)dz 十 (2z 十 y)dy 的 值 最 小 . 


【 解 】 ICo) 二 | ls Cl da 十 镶 e 
0 


令 1 (oa) 一 4(o 一 1) 一 0=>a 一 1，,(o 1 舍 去 ) 
a 二 1 是 I(a) 在 (0, 十 ce) 内 唯一 的 驻 点 . 又 因为 了 (a) _ ,二 8 之 0, 所 以 1(a) 在 a 二 1 处 


取得 最 小 值 , 故 所 求 曲 线 为 y = sinz(0 达 zz 过 0). 


| reins — Fa)] 2 dr + Frydy 
AB 65 


与 路 径 无 关 , 并 求 当 A,B 两 点 坐标 分 别 为 (1,0),(x,x) 时 曲线 积分 值 . 
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【 解 】 Es [Csine— fz)) 2 |= (sinz 一 fa) ， 二 ， 
R= [Lf] = ft2). 

因为 曲线 积分 与 路 径 无 关 ,所 以 (zx) 三 Csinz 一 f(z)) 二 . 

整理 得 一 阶 线性 方程 f(z) 十 二/(z) 一 二 sinz， 

解 之 得 f(z) = TC— cosz). 

把 f(r) = 二 1 代入 上 式 , 得 C= x 一 1. 

故 f(z) = 二 Cr 一 1 一 cosz)， 


(n,n) NS 1 y 1 
| [sinz 一 二 (Cr 一 1 一 cosz)] 一 dz 十 一 (fr 一 1 一 cosz)dy 
01,0) 工 工 z 


=| 。 dz 十 | i =| dy 二 Xx. 
1 0 开 


EE RE 


当 
1. 设 F(z) 在 (一 co, 十 co) 内 有 连续 的 导 函 数 ,来 T 一 | -二 /29 dz 十 起 [y 7Czy) 一 1]dy， 
其 中 工 是 从 点 A(3, 二 ) 到 点 B(1,2) 的 直线 段 . 
.计算 r= (ee 十 mdz 二 (ze 一 2y)dy, 其 中 了 为 过 (0,0),(0,1),(1,2) 三 点 的 贺 周 . 
L(0,0) 


.计算 I = 他 Cersiny 十 8y)dz 十 (ercosy 一 7z)dy,LoiB) 是 上 半圆 周 ,A,B 的 坐标 分 别 为 
Lt ) 
(1,0) 和 (7,0). 
.计算 | az 十 azy 十 as)dz 十 (bz 十 如 y 十 如 )dy, 其 中 bi(i 一 1,2,3) 为 常数 ,A( 一 1,0)， 
ABC 


B(0,1),C(1,0),AB 为 x’ 十 y 二 1 上 的 一 段 弧 ,BC 为 y 一 1 一 袜 上 的 一 段 弧 . 


; 0 Xs 妨 3 2 
.计算 了 一 | (sin 二 十 二 cos 二 )dz zcos 二 dy 其 中 工 为 连接 A(r,1) 与 Blx,2) 的 曲线 
L(A) 学 4 J YY 学 


弧 段 . 


RE Pa . 2 

, 秆 第 了 二 本 (xz 一 Odr 十 ydy (。、0), 其 中 AB 是 沿 椭圆 芒 十 站 二 1 的 正 向 从 A(la,0) 到 
4B [(z—c): Ty ]? 而 

B(0,6) 的 一 段 弧 . 

.计算 T= lim | (ecos2zy 一 3y)dr 十 (e*” sin2zy 一 5b)dy(b 之 0), 其 中 工 是 依次 连接 
a-= 十 co 了 


十 es 2 
A(e,0),B(a, 亚 ) ,EC0, 亚 ),O(0,0) 的 有 向 折线 (已 知 | e* dz = 人 


. 股 平 面 z 一 y 与 椭圆 柱 面 三 十 妆 一 1 相 截 , 求 其 在 = 之 0,y 之 0 及 2z0? 平面 之 间 的 椭圆 柱 面 
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TREE 
的 侧面 面积 . 

9. 计 算 1 一 [Be 一 my]dz 十 [BCy)e' 一 mJdy, 其 中 BCy) 和 CY) 为 连续 画 数 ,AB 为 
连接 点 ACzi , 风 ) 和 点 B(xs sys) 的 任何 路 径 ,但 与 直线 段 AB 围 成 的 图 形 有 定 面积 S， 


10. 计算 T= | esiny 一 ay)dz 十 (ercosy 一 br)dy， 其 中 AMB 是 通过 点 A(a,0)， 


M(“ 计 ,2 3 ?) ,Bs, 0) 的 半圆 周 (a 之 总 之 0). 


1 中 3ydz 一 zzdy 十 yz?dz, 其 中 工 是 圆周 zx? 十 y* 二 2z,z 二 2, 若 从 z 轴 正 向 看 去 ,这 个 圆周 取 
逆 时 针 方 向 . 
12. 计算 了 -上 as 十 yy 十 z* 二 R?. 


13. 计算 了 = dydz, 台 为 锥 面 z* 一 y 一 z* 二 0 及 平面 Tz 二 1,T 一 2 所 围 立体 的 外 侧 . 


中 
14. 求 二 ulxyysz) 二 十 一 xz? 在 PC(3,4,5) 处 沿 曲线 
2z2 十 2y 一 对 一 25 
= 
在 P(3,4,5) 处 的 切线 方向 的 方向 导数 . 


2 
1 —4. En 3. Dax. 4. Cas 一 如 ) (至 十 各) 二 26. a 
1 A 15 
Dr Re (wy). 7. 3 一 8.9 十 村 ln5. 


9.ms 十 下 (ys )es — Blyi)e 一 机 — yy) 。(zs zi) — my 一 和 ) 十 (ziys — my1x2). 


0 11. — 20x 12. 0 13. 2re2 . 


14. 略 . 
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第 十 三 章 ”函数 方程 与 不 等 陈 证 明 


第 1 节 函 数 ，. 方 `': 程 


一 、 利 用 函数 表示 法 与 用 何 字母 表示 无 关 的 特性 ”求解 方程 


【 例 13. 0 设 /二 )=- ZX 十 Vil 十 Xx (zx 关 0), 求 f(z). 


2 2 
【 解 ] 令 工 = oz 一 二 , 则 DO = 工 +AI+ 人 (二 ) = 1 ,YITE 


故 f(z)= 


【 例 13. 2】 设 f(x) 满足 方程 af (zx) +6f ( 
并 证 明 它 是 奇 函 数 . 
【 解 】 af (zx) +6f (三 )= 


)= 三 ,其 中 心 bc 为 常数 , 且 la| 关 |5|, 求 解 f(x) 


令 z= 二 , 则 原 式 >af (T)+6f 一 以 ， 
即 af (过 ) 十 orCz) = C7. 
由 上 述 联 立 的 方程 组 ,得 

c a 


又 因为 f{( 一 zx) = E L2 br |= f(x) ,所 以 f(x) 为 奇 函 数 . 


a:—b:\z 
【 例 13. 3】 设 f(x) 满足 关系 式 
f(s)= f(z) + yr) we £1) 


其 中 g(x) 当 xz 关 1 时 是 有 定义 的 已 知 函数 , 求 f(z). 
【 解 】 州 二 | 一 af (zx) 十 PCZ)， 


从 /一 Zz | 
a 


> 7D=a( 二 ij) 上 (这 
即 fz) = [rl 


w 一 
解 由 上 述 等 式 联 立 的 方程 组 ,得 
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\ 


有 ] 元 
Hz = 一 Topcz+e(z)| 
二 .利用 极限 求解 函数 方程 
【 例 13.4] 设 f(x) 在 x 二 0 附近 有 界 , 且 满足 方程 f(z) 一 廊 /( 子 )= 地 ,未 真 克 ， 


【 解 】 一 二 


将 以 上 诸 式 相 加 ,得 


f(z) 一 去 f( 兰 )= es nd 


70 (x) 


因为 当 n> co 时 , 志 一 0, 又 f(z) 在 x 二 0 附近 有 界 ， 


, Mes 2 1 上 8 2 
所 以 着 (二 顽 I TT 


【 例 13.5] 设 f(z) 为 多 项 式 , 且 lim 大 一 二 2 ,lim 人 一 3, 求 f(z). 
【 解 ] 由 lim 站 22 守 2 一 1, 可 知 应 设 f(z) 一 2 十 开 十 巡 十 < 


又 由 lim 全 二 3, 可知 limf(x) 二 lim(2z? 十 zx? 十 t 红 十 c) = 0， 
TO0 x0 xX-—*0 


可 得 c = 二 0. 
3 1 
于 是 lim £2 = lim 红 二 be 
工 -0 还 0 
故 f(x) 一 2z3 十 zx? 十 3x. 
【 例 13. 6] 已 知 函 数 /(Cz) 在 (0, 十 co) 内 可 导 ,f(z) 之 0,limf(z) 二 1, 且 满足 lim (人 (9) 
二 er , 求 fx) 
/fz 十 he 各 相信 各 是 作秀 而 加 性 作 -ea 
【 解 】 由 i ) e ef 让 
zf (x) 
一 e fx) 9 
得 ee 二 3， 
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a i = 
即 pa 均 un) 呈 十 lnC， 


得 f(x) 一 Ce ,又 lim f(x) 一 1， 得 C 一 1, 故 7z) = E>, 


三 .利用 导数 的 定义 求解 方程 


有 f(r 十 y) = f(z) 十 fly) 十 2xy, 求 f(zx). 
【 解 】〗 由 于 f(x 十 y) = f(x) 二 f(y) 十 27xy， 
邻 y 二 0, 则 f(x) == f(z) 十 f(0) 坟 fC(0) = 二 0. 由 @ 可 得 
A 了 3 0g, 
vy 
对 y 一 0 时 ,对 上 式 取 极 限 , 于 是 有 


f(z) = lim Ee lim (FE Fae)= f(0) + 22 


即 六 Cz) = f (0) 十 27， 
积分 得 ”f(x) = (0)zx 二 zx 十 C. 
将 f(0) = 0 代入 上 式 寺 C= 二 0, 故 (x) == 了 (0)z 十 x. 


四 、 利 用 变 上 限 积 分 的 可 导 性 求解 方程 


【 例 13. 8】 求 满足 下 列 方程 
| fa = z+| rz 一 Dd 的 可 微 函 数 f(x). 


令 = 二 工 一 z 0 I x 
【 解 ] 因为 | of (z t) di | ce Wf) = x) fd du — [uf qu, 


所 以 原 方程 =| /Wd = z+z| fdu 一 | wf odu, 
两 边 对 工 求 导 ,得 
jz) = 1+| fd tzf (7) — zf (7) = 1 十 | 7codu， 
再 对 z 求 导 , 得 f(x) = f(x) ,积分 得 f(x) = Ce”. 
又 由 @ 可 得 ,f(0) = 1, 代 入 上 式 志 C= 二 1, 于 是 所 求 函数 为 f(x) 一 时. 
【 例 13.9] 已 知 | fCaz)da 一 f(z), 且 /(z) 存在 ,求解 f(z) 
【 解 】 因为 | az)da 一 全 | /oo) Se ,所 以 原 方程 人 | f(Ddu = nzf (zx). 
两 边 对 z 求 导 , 得 f(x) = nf (zx) 十 nz 了 (zx) 


a ) - len sjnptn) WE 
nz 


fz) 
故 flx) = Cr7. 
【 例 13. 10】 设 对 于 在 过 之 0 上 可 微 的 函数 f(x) 及 其 反 函 数 g(x) ,满足 方程 
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1 一 2lnz 十 lnC， 
n 


中 
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f(z) | 3 
| g(t)dt = 57 一 8)， 


求解 f(x). 
【 解 ] 方程 两 边 对 这 求 导 , 得 g[ f(x)] .了 (zx) = VE， 即 


xf’(z) = Vz， 
/ 1 
= 0 的 ， ( 3 yy 
当 工 之 0 时 ,及 (z) 人 


f(z) 一 Vz 十 C， 

又 当 f(z) =0 时 ,xz 一 8 二 0,zx 二 4, 即 了 f(4) ==0,C = 一 2, 所 以 f(x) 一 Vz 一 2. 

【 例 13. 11] 设 f(x) 在 (一 oo, 十 0) 内 具有 连续 导数 , 且 满 足 
1 =2 | tTT ddy tr, 求 f(z). 

[ 解 ] 显然 /C0) 一 0, 因为 /C0 为 偶 函 数 ,因此 只 需求 出 :> 0 时 /04) 的 表达 式 ， 

当 4 之 0 时 ,f(0) = 下 db| pf(pdp+t = 4r| pf (pdptt, 

大 (bb = 4rts ff) 十 4。 
解 出 满足 初 值 条 件 f(0) = 0 的 一 阶 线性 方程 ,得 
FnD = 二 (er 1 


故 在 (一 co, 十 co) 内 ， fz) = 二 (en 一 


五 .利用 连续 函数 的 可 积 性 及 原 函 数 的 连续 性 求解 
【 例 13. 12】 已 知 f(x) 是 连续 函数 且 满 足 方程 
f(z) = 3z 一 VI 二 元 | f(r)dz, 求 f(x). 
【 解 】 令 | 疡 (z)dz 一 4 则 f(z) = 3z 一 VI 一 4， 
产 (z) = 97+L Lr br VI, 
于 是 {= | .Penpaz 二 | er 十 下 一 Pz 一 6 V2)dr = 3+ 3 —2 


Sop iY SS b= >， 
故 2 f(2) = 3z 一 了 Vi 二 去. 
【 例 13. 13】 设 flw) 在 (一 ce 二 xx 天 十 ce) 内 可 导 , 且 f(0) 三 0， 
1， 0~=z<1 
又 ff (nz) -1 , 求 f(x) 在 (一 ce, 十 ce) 上 的 表达 式 . 
Vr, 汪汪 1 


【 解 】3 令 ljnz = t, 则 xz == @'， 
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1， 0<e 委 1 ls Li 二 0 
三 (ti) 一 3 ， 一 3 | 
e2 #0 


ez2'，, > 1] 
当 t 才 0 时 ,f(t) = 上 Ci 当 上 > 0 时 ,GD = 2e7' 十 Cs， 
由 原 函 数 的 连续 性 有 


limf 2) =C: limf(t) = lim (2e*™ 十 Cs) = 二 2 十 Cs， 


tir0 t=0t 


又 f(0) = 二 0, 所 以 Cl 二 0==2 十 Cs 地 C 一 0， (人 一世 9 


立 ， 0s 
故 f(x) = ji 
2E7™ = 05 T=0. 


大 、 利 用 解 微分 方程 的 方法 求解 FE) 
1 含有 导数 条 件 的 函数 方程 的 求解 
一 2 2 
【 例 13.14 设 函 数 y 一 /(z) 由 | :上 (4 一 1) 确定 ,其 中 Wi) 具有 二 阶 导数 ， 


= gli) 

且 y(1)= 访 以 ()= 6,9¥ = 1 六, 求 函数 Ci)。 
【分 析 】 根据 参数 旋 程 的 求 导 公 式 和 已 知 条 件 隧 立 球 汪 作 分 太 种/ 报 后 环 半 人 
一 2 十 2 

=y " ; 


dy _ YD dy 多 (DC2 十 2 一 20 0G) 
a (2 二 27)3 


[8] 由 古 设 可 得 | 


于 是 
dy = 
i ZT 
3 一 风 (DC2 十 20) 一 20 0) 
4(1 十 切 《2 十 35)3 


AO ET A po 、 
即 3, 即 [各 | 3 ,两 边 积分 得 


= 3 十 Ci 一 多 (一 351 十 划 十 CGI 十 昌 ， 


两 边 再 次 积分 得 J(#) = 十 记 (3 十 CDP 二 Cit 二 Cs 
将 J(1)= Fy 1)= 6 代入 上 两 式 得 C = 0,C; = 0, 于 是 
y(t)= 十 了 3 
2. 含有 偏 导数 条 件 的 函数 方程 的 求解 
【 例 13. 15] 设 z 一 zf (学 )+2 wl )， f 二 阶 可 导 , 且 -2 一 一 如 9?, 求 f(x) (其 中 a>0， 


9zogy |z 
b> 0); 


tA A A dy 
i 
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| 
3) 
7 加 7 
因为 了 2 | 一 一 如 ,所 以 一 六/( 宕 ) 一 红 /( 和 )= 一 ” 


Up 2 wp/l1\_ ss 
on = wi 


wp’) +27 (二 )= gb 


1 mw 1 4 < 1 3 AAAW (4 2 _aib 
pr (F270 = b+) 
解 联 立 方程 组 @,@ 得 


Wy = 2 0 工 
f (u) 4 otaabr, 


f 0) 一 一 于 ab 一 本 ab 十 Cl， 


Fu) 一 一 abe 证 arb GC 


故 UY = 本 cai; + 二 a br PE 


【 例 13.16] 设 二 u( VTZ 干 痰 ) 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 且 满 足 3 


y’ , 试 求 函 数 u 的 表达 式 . 
【 解 ] 令 7 = Vz 十 y ;, 则 == wu(7). 


2 一 (三 ) 对 r du (三 ) dx y du 
az r dr r? dr r dr rdr’ 
1 du __/y\ du ,x du 
同 理 sh A dr 
于 是 
4 2 2 
太 式 二 jaw lou, du ww， 


原 方程 二 uw 一 ?2， 
dr 
特征 方程 为 十 1 = 0,A = 十 i， 
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非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 wu” == 二 r= 二 (1 一 DD)r 二 7 一 2， 
故 , 方 程 @ 的 通 解 为 


| 


u 一 Cicosr 十 Cosinr 十 7 一 2 
二 Cicos VT 十 十 Cssin Vz 十 六 十 十 一 2. 


3. 满足 全 微分 方程 (或 曲线 积分 与 路 径 无 关 ) 条 件 ( 即 2 二 3 ) 的 函数 方程 求解 ， 


【 例 13.17】 设 函数 Q(z,y) 在 ZzOy 平面 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 曲线 积分 | 2zydz 十 QCzvy)dy 
与 路 径 无 关 ,并 对 任意 上 恒 有 
TE 一 人 de+Qc 四 束 Qcr 


【 解 】 由 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 有 


aP _ 3Q aQ 
9y 和， 即 9 工 


二 > Q(z,y) = zx? 十 C(y) ,其 中 C(y) 为 待定 函数 . 
(1,1) 《te1) 
又 | 2zydr + Q(x,y) dy 一 | 2zydr + [x + Cy) Jdy 
(0,0 0,0 


= 2 


t 1 TE 
| 2z 。 odz 十 | [如 十 CCy)]dy 王妃 +| CCy)dy， 
0 0 0 


(1,t E 
| ; 2zydz 十 QGz,y)dy = | bs 十 CCy)]dy = :十 | Cody, 
由 题 设 条 件 有 
1 
区 +| Cly)dy = 十 | Cly)dy, 
0 0 


两 边 对 上 求 导 ,得 
2 一 1 十 CC ,过 C(t) = 21 一 1, 从 而 CC(y) = 二 2y 一 1， 
故 QCzyy) 一 于 十 27 一 下 
【 例 13. 18】 设 f(x) 具有 二 阶 连续 导数 ,fC(0) = 0, 了 (0) = 1, 且 [zy(z 十 y) 一 f(x)yjdz 十 
[f(zx) 十 x?*yjdy 二 0 为 一 个 全 微分 方程 , 求 f(x) 及 此 全 微分 方程 的 通 解 . 


【 解 ] 方程 为 全 微分 方程 的 充 要 条 件 = 3， 


即 z2 十 2zy 一 FFCz) = fr) +2ryf r+ f(z) = 7 
特征 方程 为 ”x 十 1 = 0,4 == 土 i, 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 为 
1 


ff* (x) = Di = {l= = 
故 f(x) = Cicosz Cssinz x’ — 2. 
将 f(0) = 0, 了 (0) == 1 代入 求 出 Ci = 2,C;s 三 1， 
于 是 flzx) = 26osz 十 Sinz 十 天 一 和 
原 方程 [xy 一 (2coszx 十 sinz)y 十 2yjdz 十 (一 2sinz 十 cosz 十 2X 十 ZX*y)dy 二 0, 利用 分 


项 组 合法 
(xy*dzx 十 zx*ydy) 十 d[( 一 2sinz 十 cosz)yj] 十 2(xdy 十 ydzx) 一 0 
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d(x’y) A yp ee Pe 


> Try + 2sinr+eosr)yt2zy = C. 
【 例 13. 19】 求 具有 连续 二 阶 导数 的 函数 f(x) ,使 
Pb Cnz— /2)) Ydr+ f(z)dy=0, 
其 中 工 为 zxOy 平面 上 第 一 象限 内 任 一 光滑 闭 曲线 , 且 f(1) = 二 (1) 二 0. 
【 解 】 因 为 工 为 xOy 平面 上 第 一 象限 内 的 任 一 光滑 闭 曲线 ,又 
中 Cnz— f(z)) Ydz+ f(z)dy 一 0， 
于 是 ,该 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 因 而 


9 2 2 一 9 
节 |Dnz f(z)] 之 | 二 地 (f(z2)， 


即 lnz (x) Ee= fz) 
>zxf’ (zx) 一 lnz 一 广 (z)， 
>z f(r) + zf (x) 一 并 nz 一 一 欧 拉 方程 . 


于 是 , 令 工 一 六 一 lnz, 有 
[DCD 一 1) 十 Dj= te'， 
DF= des 
特征 方程 为 入 一 0 2 一 0. 
设 广 为 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 , 则 
1 


f* = Dee = (BF— Ze, 


故 , 欧 拉 方 程 的 通 解 为 f= 二 Ci 十 Czt 二 (t 一 2)e， 
于 是 fx) 一 Ci 十 Crlnz 十 (lnz 一 2)7， 
将 7G) = 了 (1) = 二 0 代入 ,得 C1 二 2,Cs 二 1, 故 

f(xz) = 2 二 lnz (nz — 2)z. 


第 2 节 不等式 的 证 明 


不 等 式 的 证 明 方法 很 多 ,这 里 仅 讲 几 种 常用 的 方法 . 
一 .引入 参数 法 
1. 判别 式 法 (适用 于 积分 式 中 含有 (z+) 或 /“(x) 的 情形 ) 
[ 例 13. 20 设 f(z) 在 [a,6] 上 具有 连续 导数 ,fCa) 一 f(6) = 0, 且 | f*(z)dz = 1, 证 明 
{| Er cr) Yaz) [| :fdz |> 于 


【证 】 引 入 参数 :考查 f(x) 十 巡 太 zz). 
由 题 设 知 , 上 式 在 [a,6] 上 对 任何 实数 t 都 不 能 恒 为 “0”, 事实 上 , 若 不 然 ,假设 有 实数 i， 
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使 得 


f(x)+irf(zr) = 0, 
于 是 求 得 方程 的 通 解 为 f(x) = Ce 和 


由 f(a) = f(6) = 0 7(z) = 0, 因 此 ,| f*(z)dz =0. 
与 假设 | /*(z)dz = 1 矛盾 , 故 [ 了 (zx) 十 tzf(z)*] > 0， 
于 是 | trea) rf (zx)) Pdz 0, 
妈 £{ zf cz)drt 2 zf (nf Cx)dzt+| [f(z) Fdzr >0. 
因为 的 系数 | x/*(z)dz 关 0, 所 以 关于 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 必 小 于 零 , 妈 
外 | zPcoaz](| Crcoaz} 一 [2 rrczdaz] >0, 

亦 即 人 | Creama 咱 | zczdaz]> [| zf wf dr] 

-| 二 =arPeco] = [到 Po| -了 meoaz] = (去) = 二 


4 
2. 利用 三 角 函 数 法 (适用 于 函数 的 绝对 值 小 于 1 的 情形 ) 
【 例 13. 21】 设 函数 f(x),g(zx) 在 La,o] 内 可 积 , 且 | f(z) | 二 1, | g(x) | 二 1, 试 证 


| {fac) 二 


【 解 】 了 因为 | f(x) | 过 1,， | g(x) | 雪 1， 
所 以 可 令 f(x) = sinx,g(z) 一 sinv, 于 是 


| fr)g(r)t Vl— f(r)) (I— g(x)) | 


一 | sinusinv+ V(1 一 sin2xw)(1 一 sinu) | 


一 | sinxsinw 士 cosxcosu | 一 | cos(x 士 ") | 委 1， 


b 
| Feta dl PT gy ld 


b 
故 可 | | PD pd WT I CY My 


<|[az 一 5 一 4 
二 、 利 用 微分 中 值 定理 


所 : 示 : 该 法 适用 于 :经 过 简单 变形 ,不 等 式 的 一 端 可 写成 多 二 人 全 或 [3 二 人 23 人 3 ,或 欲 证 


命题 是 区 间 内 “至 少 ” 一 点 义 或 xo) 使 命题 成 立 . 
(1) 在 La,5] 上 由 题 意 作 两 函数 f (2) ,g(?); 
(2) 写 出 微分 中 值 公式 
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fl0)— fla) _ a f(D— faa) fF 
0 一 4 J (6 或 g(b)— g(a) g (€) 


(3) 根据 需要 对 广 (6) ,g (6) 进行 放 缩 . 
【 例 13. 22】 设 不 恒 为 常数 的 函数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 f(a) = f(5) ,证 明 在 
(a,b) 内 至 少 存在 一 个 &, 使 了 (6) 二 0， 
【证 】 因 为 f(a) = f(6b) 且 f(x) 不 恒 为 常数 ， 
所 以 至 少 存在 一 点 c € (a,b) 使 得 f(c) 关 f(a) 一 f(b). 
不 妨 设 f(c) > f(a) = Go) ,显然 f(x) 在 [a,cj] 上 满足 拉 格 朗 日 定理 条 件 , 于 是 至 少 存在 
一 个 EE€ (ac) 性 (a,b) 使 


gy = FA(ey = f(a 3 
oy! 


同 理 可 证 f(c) 二 f(a) = f(2) 的 情形 . 
【 例 13. 23】 设 函数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,8) 内 二 阶 可 导 , 且 f(a) = f(b) 二 0,f(c) 二 0， 
a 二 c 二 5, 则 至 少 存在 一 个 8€ (a,b), 使 (8) 二 0. 
【证 】 因 为 f(x) 在 [a,5] 上 满足 拉 格 朗 日 定理 条 件 , 可 知 存在 一 个 mwE(a,c) 使 得 
f(O0—fla) Fis 


c—a 
又 因为 fC(c) >0,jFGa) = 二 0,c 一 a 之 0, 所 以 f Om) > 0,mE(a,0), 


站 / (pb) 一 fle) 
同 理 有 f (mp) == AD. 


因为 Fec) > 0,f(0) ==0,6 一 c 这 0, 所 以 (pm) 二 0,m € (cb) 
又 因为 (x) 在 [n,m%w] 上 连续 ,在 (m ,mr) 可 导 , 再 由 拉 格 朗 日 定理 知 存在 一 个 € Cm， 
思 ) C (a,0) ,使 
fof mn) = f (8), 
六 一 多 
因为 Cp) 一 了 (nm) 二 0 六 一 六 人 0, 所 以 广 (9 < 0. 


【 例 13.24〗 证 明 : 当 xz 之 0 时 ,证 明 :一 一 二 ln(l 十 xX) 过 x. 


于 十 去 
【 共 新 因 驮 二 这 站 所 区 -一 二 in 人 于 克 二 2 一] 十 于 一 二 工 国 此 可 用 拉 格 
: 1 小 字 十 远 (ME | 
朗 日 中 值 定理 证 . 
【证 ] 令 f(z) = lnt, 当 z 之 0 时 ,显然 它 在 [1,1 十 z] 满 足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 , 于 是 3& € 
(1,1 十 z) 使 
ln(1 直 w=Inl 1 
ee | El 
二 1 和 
因为 lIn(1 十 xX) 一 1nl = In(1 十 z) ,二 过 E el 
s 1 ln(1 十 工 ) 范 
所 以 Tz 一 3 之 1; 即 了 于 所 In(l 二 2) 坟 宛 


【 例 13. 25】 设 c > e,0 二 工 二 yy 去 六 ,求证 :0 一 az > (cost— cosy)a’lna. 


【分 析 】 原 不 等 式 等 价 于 
353 


第 续篇 | 高 等 数学 


WY 
<—a’lna, 
COSy 一 COS 工 


由 不 等 式 左 端的 形式 可 知 , 用 柯 西 中 值 定理 证 明 命题 可 能 会 成 功 . 


【证 ] 令 f(z) 一,g( = cosi, 由 题 设 条 件 可 知 ,f(z) ,g(t) 在 [x,yj(0 二 zx 二 y) 上 满足 柯 西 中 
值 定理 条 件 , 于 是 有 


fz)— f(y) fF 
g(xX) — g(y) g (6) 


a*—a” _ ailna 元 
可 COSZ 一 COSy 二 2 ' 故 
ay 一 az 一 (cosz 一 cosy)aelna 。 


了 > (cosx — cosy)a:lna > (cosz 一 cosy)arlna. 


【 例 13. 26】 设 f(x) = asinz 十 aasin2z 十 … 十 ansinzz, 且 | f(x) | 过 | sinz | ,ayaz，…a 为 
实 常数 , 试 证 : 


| aa 十 2a 十 … 十 ma, | 委 1. 
【证 了 】 fx) 一 asinz 十 azsin2z 十 … 十 assinzz 0) 一 0， 


f(x) = aicos 并 十 2ascos2z 十 … 十 7Q coOS7T. 


显然 f(x) 在 [0,z] 或 Lz,0] 上 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 , 于 是 有 f(x) 一 f(0) = 三 (9)z， 
E 在 0 与 xz 之 间 . 


因此 , | f(x) |=|xz1|f(8 | 


一 | 工 || aicos€ 十 2azcos2& 十 … 十 na,cosng |， 
即 | aicos& 十 2azcos2& 十 … 十 nascosngk | 一 | a | 过 | 下 | 


两 边 取 x -~> 0 的 极限 ,因为 在 0 与 x 之 间 , 所 以 当 x 一 0 时 ,& 一 0, 故 


sinz 


二 1. 


| ai 十 2a 十 … 十 ma | 过 lim 
0 
【 例 13. 27】 设 f(z) 过 0, 了 (0) 一 0, 证 明 :对 任何 zi 二 0,zs 之 0 有 


fl flr) fC) 


【分 析 】 因 为 f(x) 可 导 , 又 f(0) = 0, 可 知 一 定 可 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 . 
【证 】 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 有 


fr) = fr)—f0 =nf 8), 0<& x, 
fxizxa)— fr) = rf (bi) ,xs bit, 

不 妨 设 zi 过 zi; 从 而 二 ,因为 (x) 二 0; 所 以 了 (zx)*N”, 又 因为 (8&) 过 了 (8&1)， 

故 frat+zr)— fxr) rf (8) = fr), 

即 fw Fz) < fr) + fh) 


三 .利用 函数 的 单调 增 减 性 (重点 ) 
成 的 . 
证 题 程序 : 


数 f(x); 
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函数 方程 与 不 等 式 证 明 | 第 作 合 章 
Wt 


(2) 求 PCz) 并 验证 f(x) 在 指定 区 间 的 增 减 性 ; 

(3) 求 出 区 间 端 点 的 函数 值 ( 或 极限 值 ) , 作 比 较 即 得 所 证 . 

将 其 转化 为 函数 不 等 式 , 然 后 再 利用 函数 的 单调 增 减 性 证 明 . 

转 为 函数 不 等 式 的 具体 作法 如 下 : 

利用 观察 法 ,观察 文字 (如 a,6) 出 现 的 次 数 ,车 哪个 大 于 或 等 于 2, 则 将 该 文字 设 为 z, 则 
文字 不 等 式 就 转化 为 了 函数 不 等 式 . 


【 例 13. 28】 证 明 : 器 过 入 雪 恒 时 ， Zr < sinz < x 


〖 证 】 只 证 sinz 过 三 z+. 显然 i 人 sn > 2 . 令 f(z) 二 


x nT 之 Tn 


rx? 


因为 f(x) = < Sipx 一 和 (一 tanz) 二 0,( 因 为 tanz 之 工 ) 


: Tn 

Si 一 
所 以 fir)", 又 f( 王 ) Ne 2 2 四 多 2 三 心 ， 
2 区 不 工 


工 Ug 
2 


玖 , 当 0 之 x 之 也 时， fiz)>f(F)=0 


即 Sinz 一 一 2 0. 于 是 sinz 二 2 
x 元 元 


| 
1 十 上 


| a | . 


【 例 13. 29 了 已 知 vcE (一 1, 十 0),t 在 0 与 a 之 间 , 求 证 : 


人 


: 入 Qa 
【证 】 令 1(2 一 1 下/ 


Qa， 


因为 (2) = 二 二 三 0, 所 以 fC(2)“N”. 且 fC0) = 0,f(a) 三 一 
所 以 一 Te 2 和 Ce 


【 例 13. 30】 设 二 阶 可 导 , 当 x 之 0 时 ,了 (x) > g(x) 上 且 f(0) = g(0),f (0) = 
g'(0) ,证 明 : 当 xz 这 0 时 ,f(zx)  g(z). 
F(x) = f(x) — g(r), 
【证 ] 令 Fw) = FUx) — g (7), 
F(z) = f(r)—g (7). 
因为 当 z 守 0 时 ,; 扩 (Xx) 之 g (zx), 所 以 当 z 之 0 时 ,天 (x) > 0, 即 下 (z) 单调 递增 . 
又 了 (0) = g(0), 即 (0) = 0. 所 以 F(z) > 已 (0) = 0, 因 之 F(z) 单调 递增 . 
又 因为 f(0) = g(0), 即 FC0) 一 0, 故 FCz) > 下 (0) 二 0. 
即 f(z) 一 g(x)> 0, 灾 即 扰动 六 BX) 


【 例 13. 31] 证 明 : 当 x 这 0 时 ,arctanz 十 = > 2 


因为 f(x) = -也 一 点 二 0, 所 以 f(x) 单调 递减 . 


1 
BN 到 本 
【证 】 令 f(x) arctanz 十 1 3 


人 
2 
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: 二 1_x\ 
又 因为 lim f(z) 一 lim (arctanz 十 过 一 了 )= 0 


所 以 当 xw 汪 0 时 ,了 (xw) 三 arctanz 十 二 一 至 > 0, 即 arctanz 十 二 > 亚 . 


A 
“at+b 
: 提 : 示 ;一般 地 讲 ,文字 不 等 式 的 证 明 是 化 为 函数 不 等 式 ,通过 函数 的 单调 性 来 得 出 结果 . 


【分 析 ] 当 5 > < > 0 时 ,n 才 > 2 二 2 命 (lnp 一 lna)(o 十 0) 二 >2(5 一 a). 令 b= 二 工 . 


【证 】 令 f(x) = (Unzx 一 lna)(a 十 Xx) 一 2(X 一 a),(zX 宇 a) 


【 例 13.32] 设 6 > a > 0, 证 明 :n 之 > 


因为 PKz) 一 二 (ae 十 z 十 (Inz 一 Ina) 一 2， f(z) 乞 十 - = 0,(r> a) 


所 以 了 (rz)“A”. 又 了 (a) 一 0, 于 是 PCz) 达 0,(Cza)， 

因而 f(x) “A”, 又 f(a) 一 0, 故 当 盖 a>0 时 ,有 0) > Fa) = 0. 
即 (np 一 lna)(a 十 p) 一 2(0 一 Ca) 二 0， 
亦 即 We 
【 例 13. 33】 设 函数 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 , 且 Se 0 ,证明 : 


| 7reoaz| a yd 宇 (6—a)’. 


【证 ] 令 6 二 xz, 作 畏 助 画 数 FCz)= | /Cod| 局 才 一 (x 一 a)*, 于 是 
F(x)= feay| -dt 本 
fe Foz) 
i ”f(D 六 
| a ;Pend | 2 
f(z) , FD Fay ,FD 
= | Pm 2 |dt 之 0. | 因为 jf 让 8 | 


所 以 F(z) 单调 增加 ,于 是 ， 
当 65 宇 a 时 ,有 下 (5) 宇 F(a) 二 0, 即 


bh gad | a i 
f(z | FE Ws 


四 .利用 函数 的 极 值 与 最 值 


这 里 与 所 作 的 辅助 函数 F(z) 比较 的 不 是 函数 的 端点 值 , 而 是 极 值 与 最 值 . 
【 例 13.34] 设 0 三 zx 志 1,p 之 1, 证 明 不 等 式 : 


上 i a 


Be 
【证 】 令 FCz) = 二 x* 十 (1 一 Zz)?*， 
F(zr) = prt lp mr) (m1) = plz’ — (1— zx)” ], 
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Fx) = pp— De pp 


令 F(z) = 二 0, 得 z= 二 


人 )= 2 D[ ( 寺 ) ”+ (去 ) ]> (因为 > 了 
故 ,FCz) 在 工 王 一 也 处 取 极 小 值 . 


因为 FCD = F(0) =1,F(3)= 1 


Sr 
所 以 F(x) 在 [0,1] 上 最 大 值 为 1, 最 小 值 为 苔 ， 


故 Hix +x) 1 


【 例 13.35] 试 证 :车 m 记 0,n 二 0, 则 


mn 


mn mtn 


X(t SS tine 


〖 证 ] 令 F(x) = za 一 工 )”， 
F(x) = mzr” (a— zx)"—nr”"(a— Zzx)", 


F(X) = mm— Dr (am 7 — 2mmzr™ (a—z)" +n(n m1)zr” (a— zx)" ’. 


令 F'(x) = 一 0, 得 x = 一 此 


mn” 
因为 wl | mm — 2 (车 ) | 2 (+ a) 人 和 


n(n D(2 ) (i) 


712m 1 11R1Cm 2 0 
(m 十 Nn) mm 3 二 0， 


所 以 i ;) 是 F(z) 在 (一 co， 十 co) 上 的 极 大 值 ,因为 F(x) 在 (一 co, 十 ceo) 上 只 有 唯 


一 的 一 个 极 大 值 ,所 以 下 (二 2 ) 最 大 . 


故 ,F(zx) 过 下 )， a 


[ (m+n)™” 
【 例 13. 36】 求 证 : 若 zx,y,z 为 满足 xz? 十 y 十 z* 二 8 的 正 数 , 则 


El | 二. 


【证 ] 令 Czyy,z) = 二 襄 十 十 必 十 4A(T 十 十 之 一 8)， 
F’, = 3x’+2Axr 一 0， 
F', = 3y’ 二 2Ay.= 0,， 
F', = 3z’: 十 2Az 一 0， 
nah li 


得 z 一 y 一 z= 十/3， 由 题 意 可 知 驻 点 为 忆 |22 ,2v2 :2|， 


解 联 立方 程 组 


Va: 大 本 
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FF, | 一 (6z 十 21) |p = 3z |» = 2V6, 
Fy A i= BY = Ps = 大 = 
因为 由 下 | = Fz |pdx’ + Fy |pdy: + Fz |pdz’ 之 0， 


所 以 康 一 怀 二 十 :在 趾 吏 ， 装 ， en 由 于 极 小 值 唯一 , 即 为 最 小 值 


故 (xz 二 yy’ +t’1:= 3 加 2| - 16/3 过 型 十 形 十 加 。 


五 \ 利用 函数 图 形 的 凹凸 性 


【 例 13. 37】 利用 函数 图 形 的 凹凸 的 定义 ,证 明 下 列 不 等 式 : 


“于 


二 一 > (ry) 


y,(rz>0,y>0,zy). 


(2)wlnz 十 ylny > (x + y)ln > 到 


【证 】(1) 令 f(1) = @'， 
因为 f(t)=e>>0， 
所 以 Fi 二 e' 在 (x,y) 或 (y,x) 区 间 内 是 止 的 ， 


和 本人 zty 


尝 关 十 CCz) 十 Fo] > 7 (E22), 即 se, 
(2) 令 Fi) = ilnt,(t > 0) 


FEY = el ND = 二 3 
故 Fo) = tlnt 在 (x,y) ee 于 是 


[f(z) + f(y)]> j (32)， 
即 ty ?了 
亦 即 Zlnz 十 ylny > ei 


(1) 写 出 比 最 高 阶 导数 低 一 阶 的 函数 的 泰勒 展开 式 ; 
(2) 恰当 选择 等 式 两 边 x 与 zu( 不 要 认为 展开 点 一 定 以 xo 为 最 合适 ,有 时 以 并 为 佳 ); 
(3) 根据 所 给 的 最 高 阶 导数 的 大 小 或 界 对 展开 式 进行 放 缩 . 

【 例 13. 38】 设 p(z) 在 区 间 (a,5) 内 二 阶 可 导 , 且 9 (zx) 0, 则 


CG 十 pms :二 Dae )< 一 如 PCZi) 十 pagp(zxzs) 十 十 pnp (Tn 外 
亡 : 十 加 十 … 十 轧 ， 人 力 十 加 十 … “Db 


其 中 pi p2,°"* ,pa 均 为 正 数 ,zi 9 2 9 ”9 € (a,b). 
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时 


:工作 2 ea 2 he 
WES Pi 十 pi 十 … 十 思 ， 


由 于 g(x) 在 (a,6) 内 二 阶 可 导 , 因 此 g(x) 在 x 二 zx。 处 可 展 成 一 阶 泰勒 公式 : 
g(z) 一 g(x) 十 9 (zo) (x 一 x0) 十 9 名 (zx 一 xz0)?, 在 x 与 zo 之 间 . 


因为 Gz) 过 0zE (a,0), 所 以 GE€) 过 0， 

于 是 pz) 2 px0) Ty (xo) (ro— ro). 

分 别 令 z 为 zi,zz，…,zu, 同 时 分 别 乘 以 正 数 pi ,ps，… ,Pp 得 
Pig9(X1) 之 pigp(xo) 十 pp (Xe) — wo)s 
ppx2) 2 ppT0) + pag xo) (xz — zo), 


prp lx,) pnp (Xo) 二 pap (zo) (CT — mp); 
将 以 上 几 个 不 等 式 左右 分 别 相 加 得 
pi9(X1) + pplxs) 二 二 pnp (Xx) 之 (加 二 Bs 二 二 D (Wo) 和 2 (zo) Lpixi 十 
pzzz 十 十 pwzs) 一 Zob 刀 十 Pz 十 十 pa)j] 二 ( 训 i 十 Pi 十 … 十 pr)plxo),( 因 为 xo 一 


pit | past Tp 项 关 才 
i ,最 后 一 项 为 零 ). 


故 (2 二 Bary to ja Pip(z1) TT piplzz) 十 十 prp (Xn) 
ps Pi 十 pz 十 … 十 p, | 


fz) 


【 例 13. 39】 设 lim 一 1, 且 产 (z)> 盖 0， 证 明 f(z) 这 x.(z 关 0) 


【证 ] 由 lim 人 车 一 1, 可知 (0) = 0. 又 了 (0) 一 lim Ef 1. 
因为 f(x) 二 阶 可 导 , 所 以 f(x) 在 过 = 0 处 可 展 成 一 阶 泰勒 公式 
f(x) = f(0) +f (z+ 


由 于 庆 (z) 之 0, 所 以 了 了 (8) 二 0, 于 是 
flx) > f(0)+f Or=z, 
即 f(x) zx. 
【 例 13. 40】 设 f(z) 在 [0,1] 上 二 阶 导 数 连 续 ,f(0) = f(1) = 0, 并 且 当 zE (0,1) 时 ,| f(z) | 过 


4, 求 证 ; | 了 (zx) | 过 全 ,ze [0,1]. 
【证 】 因 为 f(x) 在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 ,所 以 f(x) 可 展 成 一 阶 泰勒 公式 . 
fz) == 了 (x) 十 f(x) (zx 一 z0) 十 部 站 ( 介 (x 一 zo)* 洛 在 + 与 zo 之 间 ， 
取 x = 二 0,xo 一 工 则 泰勒 公式 为 


二 二 
HOP Fa 十 Fn 一 站 十 PC 2,0<6<zsl 他 
取 工 一 1,zo 一 Z, 则 泰勒 公式 为 
7JG) = fm 十 7nDG DT ED) HF <h Ll @ 


四 一 中 得 
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f(x) = 一 ZF (8) — ff (6)(1— 7x)’] 


A Es 一 六 (&)(1 一 xz)?][ 因 为 f(1) = f(0) = 0]， 


ll 


又 因为 | 了 (zx) | 过 A,， xzE€ (0,1),， 
所 以 | f(z) [< [e+ 一 z)*] = 


但 当 0 过 x 过 1 时 ,2x: 一 2 十 1 过 1,; 故 | f(z) | 过 < 7 


了 七. 杂 例 
二 网 nz ， nz 
【 例 13. 41] 证 明 不 等 式 :In( [7 之 | zlnzdz 太志 mm 一 于 十 1 
i=1 2 
2 


i 2 
| zlnzdz 过 Inn— 己 十 1. 
2 2 4 


〖 证 】 先 证 
由 分 部 积分 法 有 
n 1 2 加 二 省 
| zzadz = 7 | 2 二 dz 
zx? 元 2 n 722 nz 1 nz nz 1 
=| 到 Imz | 到]nz 21n2 4 1 3 Wn | jj 


nl n 
再 证 ln(1[ 让 <| xlnzdx. 
i=1 2 
7 一 
因为 In(] [2 = nL .22 32， … (nm 1)"™!] 
十 
一 2ln2 十 3ln3 十 … 十 (2 一 1)ln(2z 一 1)， 
| zlnzdz 二 | .zzdz 十 | zlnzdz 和 +| es 
1 


7 一 


又 
令 f(x) = xlnzx,f (zx) = lnzx+1>>0( 当 xz 宇 2 时 )， 


可 知 在 [2,nj 内 ,f(zx) 单调 递增 ,于 是 有 
| zlnzdz > 21n2, 


4 
| zlnzdz > 3ln3， 
名 


zlnzdz > (7 一 1)ln(C2z 一 1)， 
7 一 1 


要 7 一 ] 
故 | zinzdz 之 In( 站,( 等 号 仅 当 一 2 时 成 立 ). 综 上 所 述 命题 得 证 ， 
1 一 ] 


【 例 13. 423〗 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 | f(z)dz = 0,| fC)dz 一 1, 求证 : jc,0 过 cc 过 1, 使 


得 | fl(c) | 宇 4. 
1 
【分 析 】| /Ce) [> 4 于 | ptey | 1 于 | 天 l= | ,zyrcz)dr 


可 i 1 
【证 】 二 | wd | Ee 二 | zaz (因为 | f(z)dz 0 
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=| (= 一 二)Pzdz=- | (z 一 去 ) /GDdz 二 |， (z 一 去 )7Czdz 


| 让 一 z )1 fe | a (zx 一 去 ) Rd | dz, 


使 
| ee = max, | en 


Ee] 


= 1 el [一 去 ( 云 一 z) 
故 | fle) |.4; 
【 例 13. 43】 设 P,Q,R 在 LL 上 连续 ,L 为 光滑 弧 段 , 弧 长 为 7 证明 : 


| Pdz 十 Qdy 十 Rdz| < ML ,其 中 M= max {VPrT@ TR). 
i I,Y12)E 


2 


令 虹 = cosa, 昱 = cos8,S 一 cosy, 则 cosza 十 cosz8 十 cos?y 一 1. 
di dl preg p 
于 是 | Pdz+Qdy+Rdz | (P 黎 +Q 旬 +R 刍 )d 

L dl dl 


-| (Pcosa + QcosB Reosy) dl 
=| [PB » {cosa,cosB,cosy}dl 


= VP 二 QQ@ 十 R* Vcosia 十 cos*B 十 cos*yYcos0dl， 
其 中 ,0 为 拓 量 (P,Q,R} 与 {cosa,cosB,cosy} 的 夹 角 . 
| pag.4 Ody + Was| = | VP TR cosgdl | 
沁 
| VP te | eolt| a<™m| dE 
~ 到 
其 中 , | cosg | 过 1,M= max {VP 十 Q@ 十 R*). 


(zyyvz)EL 
司 题 十 三 | 
1. 证 明 不 等 式 
1 和 1 和 
ami Qnr — anti Qan 
< < (>1n> 1. 


2. 若 a 宇 0,6 宇 0,0 二 pp 二 1), 证明: 
(a 二 6)? 过 a? 十 br. 
3. 设 函数 f(x) 在 [0,1] 上 有 连续 导数 ,满足 0 二 了 (x) 二 1, 并 且 f(0) 二 0， ei 
[| reoaz| | 宕 | LE fC) dw. 


4. 求证 : | al* 十 | 51* 之 2? al+|651)?,(0<p<1. 
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5S. 求证: 若 XX 十 y 十 z 二 6, 则 x ?十 十 z* 宇 12, 其 中 工 ,y,z 乡 非 负 . 
6. 证 明 : 


b 
(b—a)f(la) <| f(x dr (0b—a 
(2) 车 f(x) 在 [asb] 上 是 增加 的 , 且 其 上 (x) 二 0, 则 
Cad Le 二 <[ /dr < CB — a Fb). 


) fa) 二 了 (6) 
TT 


7. 证 明 : 


tutte /Tart 
‘LY < ; 


(2) LL ze ~ i 


8. 设 (zx) € Cla,b], 且 Fa) = f(b) 一 0, 求 证 : 
b Es 3 
| fC)dz| < LEE max | f(z) |. 


业 a<r<b 


9. 设 f(x) 在 [a,6] 上 二 阶 可 导 , 且 当 x € [a,b] 时 ,了 (x) 二 0, 试 证 : 
b 
oo) 1 fa) 1 dr > f+ |， 
2 1 


2z 十 1 WE 
11. 若 f(x) 在 [0,2x] 上 连续 , 且 f(x) 宇 0, 则 对 任意 正 整 数 n, 有 


[resinnedz| 这 A fan — 在 0 


10. 设 工 过 0. 证明: 


< 有 (1 二)< 


12. 设 在 (a,6) 内 (zx) 这 0,4 二 如 过 Xxi 过 0,0 过 a 过 1, 试 证 : 
af (zt1) + (1—o) f(z) > flarit (1—a)z;]. 
13. 设 函 数 P(rxyy) ,QCrsy) 在 光滑 曲线 c 上 可 积 ,L 为 曲线 弧 c 的 弧 长 ， 


而 M 一 max VEz 干 ,起 证 :|| Pdz+Qdy| 去 LM. 

14. 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,f(0) 一 3, 且 对 于 [0,1] 上 的 一 切 工 和 y | f(x) 一 f(y) | 委 |1z 一 y| 
1 

成 立 , 试 证 :了 之 | f(z)dz 之 了 

参 考 答 案 


1. 对 f(x) 二 a* 在 [n,n 十 1] 上 利用 拉 氏 定理 . 
2. 作 f(z) = x?,f(0) 二 0, 了 (x) 二 0, 利 用 拉 氏 定理 . 


3. 作 FCz) = [fea 一 | [Fo]de 
和 (zy 一 Hz)[2| fo de — fC ], z 光 0 时 ,f(z) 之 0， 
办 .成 疝 二 2 fCDdi 一 (DD ,利用 导数 证 明 0 


4. 利用 叫 西 性 证 明 : 作 了 f(t) = 二 w(t 这 0),f0) = p(p 一 1t™ < 过 0， 
fllal)+f(651) | a | 十 | | 
有 <f 3 ). 
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S. 利用 多 元 条 件 极 值 证 明 . 
6. 利用 泰勒 公式 证 明 . 


7. 利用 结论 :如 f(z) 之 0, 则 Spf 2) > f(》)piri); 


i=1 
如 f(z) 二 0, 则 了》 pif (zi) 二 fC(2》)pizi), 其 中 Dp; 王 1. 
zz 一] i=1] 1 一 1 
(1) 令 f(x) = zx!,p; = 二 ;(2) 令 f(x) = lnz,p:; = 二 ,再 去 挤 对 数 即 可 . 
8. 先 证 明 | 7Cz)dz 一 


9. 利用 泰勒 公式 ,有 
f(6) = fr) + fx) 6— 7) 十 到 /CGO 一 2 < FCz) 十 FCz)(G 一 工 )， 


b 
去 | 六 (x) (zx 一 a)(z 一 6b)dz, 或 利用 泰勒 公式 证 明 . 


b b 
两 边 对 x 积分 ， GOD | fart | fC) — zdr 
b 站 b 
=| fadet+ fo + | fC)dz 


b 
= 让 一声 一 Gy 


所 以 ,| 1 fC2) | dz>| | fpDazl>16 一 o FE I= (4-0) [f+ fb 


大 


(之 0), 作 辅助 函数 利用 单调 性 证 明 . 
Vt 二 1 


| 2 
A K 等 志 2 
10. 令 工 , 原 了 等 式 化 为 :， < nt 十 1) 去 


11. 利用 分 部 积分 有 
2r 列 2r 
| flz)sinnzdz 一 一 二 /Cocosnr | + 二 | f (zx)cosnrdx 
0 0 


_ f(0)— f(2n) 十 Lf Ccosnrdz, 
元 Jo 
因为 ,f(z) 之 0, 所 以 ,7(2r) 之 1(0), 有 


2r ss 2r 
| Fstinneilse < 人 A- ZOX - | ee 
0 0 


a f(27) — f(0) | 二 | | fF (x)cosnz | dz 
0 


n 


二 1 十 1 Pcz)dz _ 2[Lf(27) fC0)] 


n 


12. 利用 拉 氏 定理 证 明 ,f (x) 单调 增加 ,zi < azl 十 (1 一 a)zs 三:; 
(1) f[az 十 (1 一 az] 一 FGz) = (1—a) (rs — zr)f (8), 
(2) f(x2) 一 flazi 十 (1 一 az] 一 aGCzs 一 Zi) 六 Ce)， 
&>&, f(€)>f (8), 
则 (2) 式 左边 乘 以 (1 一 w) 大 于 (1) 式 左 边 乘 以 a, 整理 即 得 要 证 明 的 结论 . 
13. 略 . 
14. 令 y= 二 0, 得 3 一 x 过 f(x) 过 3 十 x, 两 边 积分 即 可 . 
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一 、 排 列 与 逆序 


1.n 级 排列 

由 nn 个 自然 数 1,2,…,n 组 成 的 一 个 无 重复 的 有 序数 组 iio…i, 称 为 一 个 n 级 排列 .nn 级 排列 
共有 nl 个 . 
82. 逆序 


在 一 个 n 级 排列 中 ,如 果 一 个 较 大 数 排 在 一 个 较 小 数 之 前 ,就 称 这 两 个 数 构成 一 个 逆序 .一 
个 排列 中 北 序 的 总 数 , 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 , 用 r(iiis…is) 或 表示 排列 io…is 的 逆序 数 . 

如 果 排 列 4is…i 的 逆序 数 为 偶数 , 则 称 它 为 偶 排列 ;如 果 排 列 的 逆序 数 为 奇数 , 则 称 它 为 
奇 排列 . 
83. 对 称 

排列 亏 io…is 中 ,交换 任意 两 数 i 与 i, 的 位 置 , 称 为 一 次 对 换 . 对 换 改变 排列 的 奇偶 性 . 任何 
一 个 排列 都 可 经 过 若干 次 对 换 变 成 自然 顺序 ,并 且 所 作对 换 的 次 数 与 这 个 排列 有 相同 的 奇 


c(ia"…is) 二 诬 后 边 比 计 小 的 数 的 个 数 十 i 后边 比 is 小 的 数 的 个 数 十 … 十 
i 后 边 比 i 1 小 的 数 的 个 数 . 
【 例 1.1】 求 下 列 排 列 的 逆序 数 ,并 确定 它们 的 奇偶 性 . 
(1)53214; (2)nn—m—1):…3 XxX2X1; (3)135…(272 一 1)246…(272). 
【 解 3(1)r(53214) 二 4 十 2 十 1 十 0 = 二 7 为 奇 排列 . 


(2)r[nlnOQm—1)…2X1j]==(n 一 1) 十 (n 一 2) 十 … 十 2 十 1 二 


n(n— 1) 
2 9 


由 于 一 的 奇偶 性 需 根据 而 定 , 故 讨 论 如 下 : 
当 n = 4k 时 ,2 二 二 二 2k(4k 一 1) 是 偶数 ; 
当 元 = 据 十 1 时 ,一 二 2k(4k 十 1) 是 偶数 ; 


六 坟 汪 4 十 2 时 ,全 一 二 (2k 十 1)(4 十 1) 是 奇数 ; 
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im 
n= 4 十 3 时 ,于 二 (2k 十 1) (4k 十 3) 是 奇数 . 


综 上 所 述 , 当 ?= 4& 或 4 十 1 时 ,此 排列 为 偶 排 列 ; 当 2 = 4 十 2 或 4 十 3 时 ,此 排列 为 奇 
排列 ,其 中 & 为 任意 非 负 整 数 . 

(3) 该 排列 中 前 2 个 数 1,3,5,…，,(22 一 1) 之 间 不 构成 逆序 ,后 nn 个 数 2,4,6,…,(2n) 之 间 
也 不 构成 逆序 ,只 有 前 个 数 与 后 n 个 数 之 间 才 构成 逆序 . 


cr(139"(2n— 1)246% (2n)) = 0 二 1 十 2 二 wn 一 1) = 


奇偶 性 情况 与 (2) 完全 一 致 . 

【 例 1. 2】 设 排列 zz …z 的 逆序 数 为 &, 则 xx i…zzxi 的 道 序 数 为 

【 解 】 设 zz …z 的 关于 zx! 的 逆序 为 mi , 则 其 顺序 有 (2 一 1) 一 m ;zizxo…xs 的 关于 zs 的 逆序 
为 mz , 则 其 顺序 有 (2 一 2) 一 mz;……Zxizx2"…x 的 关于 z 的 逆序 为 m, , 则 其 顺序 有 (n 一 n) 
一 m3 而 mi 十 mz 十 … 十 m, 二 上 ,于 是 
TXT Tr) = nol)omj+[nm—2)—mj 二 … 十 [(n—n)—m,J 
一 (n 一 1]) 十 (nn 一 2) 十 十 2 十 1 一 《m9 十 mz 十 十 mm,) 
nn—1) 

2 

【 例 1. 3】 选择 i,j,k 使 21i36jk97 为 偶 排 列 . 

【 解 3i, j,k 可 供 选择 的 数字 为 4,5,8, 设 i 二 4,j 二 5,k 二 8 
则 r(214 365 897) 二 1 十 0 十 1 十 0 十 1 十 0 十 1 十 1 十 0 二 5 为 奇 排列 ,由 交换 一 个 ”级 排 
列 中 的 任何 两 个 数字 , 则 改变 一 个 排列 的 奇偶 性 可 知 本 二 5, 一 4 一 8 一 4 一 8 人 一 
5.i 一 8,j 二 5,k 二 4 都 是 偶 排列 . 


n(n— 1) 
2 Eg 


k 


二 、n 阶 行列 式 的 定义 
由 nz 个 元 素 Ci (1,] 二 组 成 的 记号 


QI QI * dln 


Qn Qn ”Um 
称 为 阶 行列 式 . 其 值 是 所 有 取 自 不 同行 不 同 列 的 个 元 素 的 乘积 ay as …aw 的 代数 和 ,各 项 
的 符号 由 nn 级 排列 jj2…j, 决定 . 当 方 产 … 思 为 偶 排 列 时 ,对 应 项 取 正 号 ; 当 思 7 7 为 奇 排列 
时 ,对 应 项 取 负 号 , 即 
站 三 > (= DD iiin) gj a;, “a3 


其 中 ,D = 》) 表示 对 所 有 级 排列 求 和 ;t(j1ja…j,) 为 排列 放 j2…j 的 逆序 数 . 


Nig ih 


力行 列 式 D =| a， | 的 项 可 以 写成 


ES Dt gj Ca 
其 中 ,加 有 和 Ji7T2 7 都 是 n 级 排列 . 
【 例 1. 4】 填空 题 . 

(1) 在 五 阶 行列 式 中 ,项 alsas1a54Qa43azs 的 符号 应 取  _; 
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(2) 四 阶 行列 式 中 , 带 负 号 且 包 含 因子 ax 和 asi 的 项 为 ; 

(3) 如 果 n 阶 行列 式 中 , 负 项 的 个 数 为 偶数 , 则 n 宇 ; 

(4) 如 果 n 阶 行列 式 中 等 于 零 的 元 素 个 数 大 于 n? 一 ”那么 此 行列 式 的 值 为 
(5) 在 函数 


f(x) = 


一 DD 一 8 
CD 

DN DD 

和 ko Joe 尽 


中 ,z 的 系数 是 


【 解 】(1) 正 ,(2)aazsasiaiz (3)3,(4)0 (5)—1. 
【分 析 】(1) 适当 调整 该 项 元 素 位 置 ,使 第 一 个 下 标 按 自然 顺序 排列 , 则 第 二 个 下 标 排列 为 25134， 


其 逆序 数 为 4, 故 取 正 号 .或 由 (13542) 十 r(21435) = 6 也 知 该 项 符号 为 正 . 

(2) 由 行列 式 的 定义 可 知 ,包含 因子 ax 和 as 的 项 必 为 aiiazsasias; ,其 中 i,j 为 2,4 或 4， 
2, 又 此 项 符号 为 负 , 所 以 ;1317 为 奇 排列 ,从 而 i = 二 4,j 二 2. 

(3)n 阶 行列 式 中 ,共有 nl! 项 ,其 中 正 、 负 项 各 占 一 半 , 若 负 项 的 个 数 为 偶数 , 必 有 nn 宇 4. 
(4)n 阶 行列 式 中 ,共有 nm? 个 元 素 , 者 等 于 零 的 元 素 个 数 大 于 半 一 n, 那 么 不 等 于 零 的 元 
素 个 数 就 小 于 n, 又 n 阶 行列 式 的 每 一 项 是 nn 个 不 同 元 素 的 乘积 ,所 以 必定 为 零 , 从 而 此 
行列 式 的 值 也 为 零 . 

(5) 根据 行列 式 的 定义 , 仅 当 a1zazas3aw 四 个 元 素 相 乘 才 能 出 现 zx 项 ,这 时 该 项 排列 的 
道 序数 为 r(2134) 一 1,( 一 1)"339 ayasassau 二 一 Xx， 故 含 za 的 项 系数 为 一 1. 


【 例 1. 5] 选择 题 . 


(1) 阁 U1id 23 Q35 U5id 44 是 五 阶 行列 式 中 带 有 正 号 的 一 项 , 则 2 了 之 值 为 


(A)i = 1,; = 3. (B)i = 2,; = 3. 

(OC)i= 1,;= 2. (D)i= 2,;=1. 【 了 
(2) 下 列 各 项 中 ,为 某 五 阶 行列 式 中 带 有 正 号 的 项 是 

(A)aisauaszaass. (B)aziaszara1sass. 

(C)asiazsassa1as2. (D)aisasia2zauass. 【 】 


(3) 设 DD=|a; | 为 n 阶 行列 式 , 则 第 二 对 角 线 上 元 素 的 乘积 auaz aa…au 在 行列 式 中 
的 符号 为 
(A) 正 . (B) 负 . (C)(— 1)". (IT 全， 【  ]】 


【 解 ](1)C,， (2)D， (3)D. 
【分 析 】(1) 由 行列 式 的 定义 知 ,每 一 项 应 取 自 不 同行 不 同 列 的 五 个 元 素 之 积 , 因 此 i,j; 只 能 取 1， 
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2, 故 可 立即 排除 (A)， (了 B)， 当 i 一 1,7 一 2 时 ,ailazsassaszQt 一 QI11Q23Q35Q44Q52 9 且 
r(13542) 一 4 为 偶 排 列 , 故 (C) 为 正确 答案 . 当 ; 一 2,j == 1 时 ,此 项 应 取 负 号 ,不 正确 . 
(2)(A) 中 有 取 自 同一 行 的 元 素 aw ,an; (B) 中 有 取 自 同一 列 的 元 素 , 均 不 是 行列 式 的 
项 ,(C),(D) 虽 均 为 五 阶 行列 式 的 一 项 ,但 (C) 应 取 负 号 , 故 只 有 (D) 正确 . 

(3) 因为 zfnGn 一 1)…21] = (n 一 1) 十 (n 一 2) 十 …+4 2 十 1 一 22 一 王 , 故 (D) 为 正确 


答案 . 
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a 
一 -、1{1 丁 


性 质 6 


列 式 的 基本 性 质 


行列 式 的 行 和 列 互 换 后 ,行列 式 的 值 不 变 . 

行列 式 的 两 行 ( 列 ) 互 换 ,行列 式 改变 符号 . 

如 果 行 列 式 有 两 行 ( 或 两 列 ) 完全 相同 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 

数 乘 行列 式 等 于 用 这 个 数 乘 该 行列 式 中 的 某 一 行 (或 列 ). 

若 行 列 式 中 有 一 行 (或 列 ) 元 素 全 为 零 , 则 该 行列 式 的 值 为 零 . 

行列 式 中 若 有 两 行 (或 两 列 ) 元 素 对 应 成 比例 , 则 该 行列 式 的 值 为 零 . 

如 果 行 列 式 的 某 一 行 (或 列 ) 的 所 有 元 素 都 可 表示 为 两 项 之 和 , 则 该 行列 式 等 于 两 个 行 
列 式 的 和 ,这 两 个 行列 式 的 这 一 行 (或 列 ) 的 元 素 分 别 为 对 应 的 两 个 加 数 之 一 ,其 余 各 
行 ( 列 ) 的 元 素 与 原 行 列 式 相同 , 即 


U1l U12 Qln Qi1l CQ12 0 ail al2 "al 
da 十 ba aa 十 po ** antbal= lan az … da 十 |o bi ‘** bs 
Unl Qn2 | Gm Un dn ”Um Un Un Um 


将 行列 式 某 行 (或 列 ) 的 & 倍加 到 另 一 行 ( 或 列 ), 其 值 不 变 . 


转 () 设 A,B 均 为 n 阶 和 矩阵 ,一 般 地 


| 4 士 吕 | 和 14| 士 | B |. 


(2) 设 A,B 均 为 n 阶 矩 阵 ,一 般 地 AB 关 BA, 但 |AB|=|BA|=|4|.|B|. 
(3) 设 A 为 n 阶 和 矩阵 , 则 | RA |==k&" | A |, 请 特别 注意 | MA | 天 &141. 


0 


(4) | 4T | 二 | 4 |, 特 别 地 , 若 和 A 为 n 阶 反 对 称 和 矩阵 , 即 A 二 一 和 A, 则 当 nn 为 奇数 时 , | A | 二 


【 例 1.6】 填空 题 . 


(1) 设 4 为 3X3 和 矩阵 ,B 为 4X4 和 矩阵 , 且 |14| 王 1, | 了 | 王 一 2, 则 | | 如 14| 王 5 
(2) 设 4 为 3X3 和 矩阵 ,|4|= 一 2, 把 4 按 列 分 块 为 4 二 (41,A;,A;), 其 中 A;(j 一 1， 
253> 是 4 的 第 7 列 , 则 | A; 一 24 ,34， ,4: | 一 


a 有 YX 
(3) 设 ,8,y 是 方程 x’ 十 px 十 q 二 0 的 三 个 根 , 则 行列 式 |yY a 8|= 
BY a 
【 解 〗(1) 一 8， (2)6， (3)0. 
【分 析 】(1) I1B|1A|=|B|:|A4A|= (2) .1=—8. 
注意 ||1 B14|=|18B||4|== (一 2)… 1 二 一 2 是 错误 的 . 
(2) 此 题 需要 综合 应 用 行列 式 的 性 质 . 
| 4; 一 241,3A;,Ai | 二 | A;,34; ,4; | 十 | 一 2A1,3A4; ,4 | ,对 于 | 一 241,34; ,A1 | ,第 一 列 
和 最 后 一 列 对 应 元 素 成 比例 , 故 其 值 为 零 ,而 
| 4; ,34， ,4 | 一 一 | 4 34， ,4 | 王 一 3 | 4 ,4 ,4 |=—3|A4A|= 6. 


(3) 由 根 与 系数 的 关系 知 a 十 8B 十 7 二 0, 于 是 
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a BY ac 十 B 十 Y B Y 0 B 7 

7 &@ B= latBiY ae Bl= 10 & BI=0. 

BB 了 &a 上 和 这 0 "了 六 

【 例 1.7】 选择 题 . 

(1) 设 四 阶 和 矩阵 A 二 [ayY2,Y3,74j,B 二 [PB,Y;,Y3,Y4j], 其 中 ,BP,Y:,Y3,Y 均 为 4 维 列 
向 量 , 且 已 知行 列 式 | 4 | 二 4, | B | 二 1, 则 行列 式 | 4 十 B | 等 于 
(CA)5. (B)4. (C)50. (D)40. 【 了】 
(2) 设 4 为 四 阶 和 矩阵 , 且 | 4 | 二 2, 把 A 按 列 分 块 为 4 = [4 ,4 ,4: ,4 ,其 中 人 0 一 
1,2,3,4) 是 4 的 第 7 列 , 则 | 一 A;, 一 Ai, 一 A,， A | 等 于 
《As 多 (B)2. C1, (D)0. 【 】 
(3) 设 14 | 是 三 阶 矩 阵 4 的 行列 式 ,4 中 3 个 列 向 量 以 4 ,4 ,4: 表示 , 即 14| 王 | 4， 
A;,A; |, 则 | 4 | 等 于 


(A) | 4; ,4， ,4 |. (B) |—Ai,—A,,— A;|. 

(C) | 4 十 4 ,4 十 4 ,4 十 4 |. (D) | Ai,Ai 十 A;,Ai 十 A; 十 A |. 【 】 
(4) 设 A 是 三 阶 方 阵 且 | 4 |== 2, 则 | 一 | A4 14 | 等 于 

(A)4. (B) 一 4. (C)16. (D) 一 16. 【 】 
(5)4 是 ” 阶 和 矩阵 ,是非 零 常 数 , 则 | (MA)”| 等 于 

CADE | A | (BREN A (OR | (CDR | [ 】 


103 100 204 
(6) 行列 式 |199 200 395 | 等 于 
301 300 600 
(A)1000. (B) 一 1000. (C)2000. (D) 一 2000. 【 】 

【 解 〗(1)D， (2)B, (3)D, (4)D, (5)C, (6)C. 

【分 析 】(1) 这 里 首先 应 区 分 和 矩阵 相 加 是 对 应 元 素 相 加 ,而 行列 式 相 加 (或 拆 分 ), 只 有 一 行 ( 列 》 
不 同 , 其 余 各 行 ( 列 ) 都 相同 时 才能 相 加 (或 拆 分 ). 另外 应 注意 | 4 十 B | 半 | 4 | 十 1B1. 
正确 计算 如 下 : 

| 4 十 吕 | 王 | gw 十 记 27: ,27s ,274 |= 8 | a+t+B,Y: ,YY | 
=8[| wyys ,7; ,7 | 十 | B,Y;,Y;,Y: 1] = 8[4 二 +1]= 40, 
故 选 (D). 
(2) 利用 行列 式 的 性 质 有 
| 一 4 一 4 一 4 人 一 4 |= (—1) | A;,Ai,A',A, | 


= | 4 ,4 ,4 Ai |=—| Ai ,As ,A A, | 
Es | Ai,A;, ,A; ,A, |=|14|=2, 
故 (B) 为 正确 答案 . 
(3) 同 (1),(2) 题 类 似 , 有 
| A; ,A;, ,Al |= 一 | Ai,A;,,A; | 一 一 | A | ， 
[= 4; |= (一 1)3 |Ai,A;,,A;, |=—|A|, 
| 4 十 4 4; 十 4 ,4 十 4 | 二 | 2CA1 十 As 十 43),As 十 A;,A; 十 Al | 


二 2 | Ail 十 As 十 A;,; 一 Ai, 一 A; | 
二 2[ | 4 一 4 一 4: | 十 | 4: 十 A;, 一 Al, 一 A;, 加 
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行列 式 上 第 合 章 
[| 
= yy | es A | 
| | 
=2|hi,Ahs,h; |=2141. 
这 里 先 把 后 两 列 加 到 第 一 列 ; 提 取 公 因子 之 后 ,又 把 第 一 列 的 (一 1) 倍加 到 第 二 ,三 列 ; 


最 后 利用 行列 式 的 加 法 性 质 . 

| 4 4 十 4 ,4 十 4 十 4 | 二 | A1,Ai 十 As,Al 十 As | 十 | Ai,Al 十 Ai,A; | 
= | Ai,Ai 十 As,A; | 一 | 4 ,4 4; | 十 | 4 ,A;: ,A; | 
= |Ai,A;,A; | 一 |4 1. 


故 (D) 为 正确 答案 . 

(4) | 一 4141=| 一 241= (一 2)3 14|= 一 8X 2 一 一 16. 故 选 (D). 

(5) (RA)" =R™1A" ,| (kA) |=| 人 4 | 一 (RDO 4 |= .| 4 一 . 故 选 (C). 
(6) 把 第 二 列 的 (一 1) 倍加 到 第 一 列 , (一 2) 倍加 到 第 三 列 得 


103 100 204 3 100 4 3 1 4 
199 200 395|=| 一 1 200 一 5|==100| 一 1 2 一 5|= 2000. 
301 300 600 1 300 0 i 人 区 
【 例 1. 8】 选择 题 . 
(1) 设 A,B 是 n(n 宇 2) 阶 方 阵 , 则 必 有 
(A) | 4++B|=|A4|+|B|. (B) | 4B |=| BA |. 
(CY IAIB|I=|I|B|IA|; (D)|1A—B|=|B—Al|. 【 】 
(2) 设 4 为 ?2 阶 方 阵 , 则 | A |== 0 的 必要 条 件 是 
(A) 两 行 ( 列 ) 元 素 对 应 成 比例 . (B) 必 有 一 行为 其 余 行 的 线性 组 合 . 
(C)A 中 有 一 行 元 素 全 为 零 . (D) 任 一 行为 其 余 行 的 线性 组 合 ， 【人 】 
【 解 3](1)B， (2)B. 
【分 析 】(1) 一 般 地 | A 十 B| 关 | 4 | 十 | 了 ;14 一 下 | 王 | 一 (B 一 人) | 一 (一 1 1B 一 A|; 
||14|IB|=|1A4|1"|1B|,||B|IA|=|B|"|A4|, 
故 ||141B| 关 || B14|; 只 有 |14B|=1A4118|==|B||4|==| BA | 正确 . 


(2)(A),(C),(D) 均 为 | A |== 0 的 充分 条 件 , 而 非 必要 条 件 , 故 选 (B). 
四 行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 定理 


将 nn 阶 行列 式 中 元 素 a; 所 在 的 第 i 行 和 第 7 列 的 元 素 划 掉 ,剩余 的 元 素 按 原 位 置 次 序 所 构 
成 的 = 阶 行列 式 , 称 为 元 素 Qi 的 余子 式 , 记 为 Mi . 


Cl11 QI12 人 Q1j-1 U1j+t1 0 Uln 
M QD QoD2 OY QODil QDitl ” Qa-Dn 
本 全 
QD QH)2 ”QHDi1 Qi 计 D) 计 1 ”QtDn 
Qnl Un2 We Qn(j—1) Qncjit1) oi Um 


[2 的 代数 余子 式 记 为 A; Ai (一 1 TIM,;. 
设 D 一 | 《ai ) nxn | 为 n 阶 行列 式 , 则 
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EE 

a D, i=k | 
DasAs = anAn 十 azAea 十 … 十 anAm = | 9 
j=1 0， 了 得 k 
n D, j=k 
DasAhs = auyA 十 azjAz 了 awAnm | 。 
| 0， J 关上 & 


其 中 ,A 为 元 素 a 的 代数 余子 式 . 

转行 列 式 的 任何 一 行 (或 列 ) 的 所 有 元 素 分 别 与 它们 所 对 应 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 为 行列 
式 的 值 ;行列 式 的 任何 一 行 (或 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 (或 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘 
积 之 和 必 为 零 . 


【〖 例 1.9〗 设 DD = 


OO ww 
Co OW 
OD 一 Co 


1 
1 
2 
l] 2 

求 Ai 十 As 十 As 十 A4 一 ?, 其 中 A 为 元 素 Qi CT 二 1,2,3,4) 的 代数 余子 式 . 
【分 析 了 根据 行列 式 或 按 一 行 (一 列 ) 展开 公式 ,有 


1 与 7 8 
让 和 1 
An 二 Ass 十 Aws 十 Au 一 1. AI 十 1。As 十 1。As 十 1。Au = 二 5 
和 3 6 
1 : 业 ， 王 下 
从 而 转化 为 一 个 四 阶 行列 式 的 计算 . 此 题 若 直接 计算 四 个 代数 余子 式 , 则 计算 较 繁 且 容 
易 出 现 差错 . 
【 解 】4A, 十 As 十 As 十 Au = 二 1. A 二 1l1*: A 十 1 Aws 十 1 ，。 A 
1 5 7 
i i jE = 
i 二 0. (有 两 行 元素 对 应 相同 ) 
1 1 1 1 
0 0 0 1 0 
1 
0 0 取 0 0 
【 例 1. 10】 设 ” 阶 行列 式 | 4 |= : “ “|, 求 14 | 中 所 有 元 素 的 代数 余 

eve 

0 0 0 0 1 

n 

子 式 之 和 |. 


【 解 】 如 直接 求 | 4 | 的 每 一 元 素 的 代数 余子 式 , 则 计算 较 繁琐 ,可 利用 4 的 伴随 和 矩 阵 的 性 质 求 
解 . | 4 | 中 所 有 元 素 的 代数 余子 式 , 即 A” 中 的 所 有 元 素 . 


0 0 … 0 nO—1 0 
0 0 一 2 0 0 
而 A' =|A1A7 = (DY? i | 
0 0 0 0 
0 0 0 0 n 
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Eg 
| 4 | 中 的 所 有 元 素 的 代数 余子 式 之 和 , 即 4A” 的 所 有 元 素 之 和 为 (一 上) 于 7. 


五 .重要 公式 与 结论 
(1) 设 A 为 n 阶 方 阵 , 则 detA( 或 | 4 1) 表示 对 应 的 行列 式 , 记 为 
1 4 |=| 47 | 二 | 4' | (“T”,“” 均 表示 转 置 ) 

(2) 设 方 阵 A 可逆, 则 | 4- |= a 


(3) 设 A" 为 4 的 伴随 矩阵 ,4y 为 ar 的 代数 余子 式 . 
A Aa We Au 


汪汪 a et i Re 有 
1n As, ER A 
则 14 |=| 4 |”. 
(4) | MA | 二 k*"|A 和 A|， (A 为 n 阶 方 阵 ). 
4A C A DO OB 
| =|A41|B|, =a lal = 14411811， 
O 了 CB A 


其 中 ,A 为 m 阶 方 阵 ,B 为 n 阶 方 阵 . 


站 光 1 0 2 
例如 :Di 也， | 1 2 9 
1 多 
1 .== 
OO DD 
则 | A|= 一 (—1)” |D,||D;:|=—54 
D, 
(6) 范 德 蒙 行列 式 
J 1 1 1 
al CQ2 Q3 pi Us 
a a a 1 a= | Cj—ai). 
由 。 l1<i<j<n 
a” 1 [2 po 1 wl 
25 9 J] 笑 二 11 


、 | 
【 例 1. 11】 计算 | A | 二 站 


po 一 和 
”| 和 ”区 
1 C1» 2 3 13 (一 1D)3 23 33 
了 下 涡 
,三 
二 交 = 28 (0 一 0 一 一 1 34 
入 《一 信用 上 3 
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第 2 节 ”重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


阵 、 伴 随 阵 、 首 矩阵、 向 量 , 在 指定 运算 下 所 构成 的 行列 式 的 计算 ,达到 考核 这 些 概念 的 运 
算 性 质 ,行列 式 的 性 质 等 目的 . 因此 这 些 概 念 及 性 质 务必 非常 熟悉 . 


【 例 1.12] 设 4 为 三 阶 方 阵 ,A” 为 4 的 伴随 阵 , | 4 | 一 训 , 计 算 | (3A4) 1— 8A* |. 


【 解 ]4 二 | 4147 一 二 4 ,于 是 | (十 4) 84: | 1347 一 A |=|247 1 一 2 AT 一 人 4 
【 例 1.13] 若 AE RY3, 又 A 二 (qi,qzsyqs), 且 |A|== 5. 再 设 B== (qi 十 2qz ,34i 十 4qa;，,5qz), 求 
1B|. 
【 解 】 方 法 一 :考虑 行列 式 性 质 则 有 
1B|=| (a,3a 十 4asy,5as) | 十 | (24 ,3a 4as,5a2) | 
一 | (al ,3al ,5az) | 十 | (al ,4as ,5a) | 十 0 
王 0 十 20 | (ayasyaz) | 十 0 三 一 20 | 4 |=— 100. 


方法 二 :考虑 矩阵 或 行列 式 实施 列 或 行 初等 变换 ， 
| B | | (ai 十 2 ,3ai 十 4a; ,az ) 性 5 | (Qi ,3a] 十 4a; ,qs) | 


=5| (Ca,4d 6) |= 2 | asa sm) |=— 20 | #1|== 100. 
1 3 6 
方法 三 :考虑 矩阵 运算 , 则 由 题 设 B== (qi,as,a3)|2 0 5| 二 AC, 又 由 

上 6 进 虱 

1 3 0 

detC 一 |2 0 5|=—20, 
0 4 0 
有 1B|=|A4C|=|A||C|=—100. 


题 型 二 低 阶 行列 式 的 计算 


法 求解 . 凡 与 矩阵 .伴随 矩阵 . 道 矩 阵 以 及 与 向 量 相关 联 的 问题 , 与 抽象 行列 式 的 有 关 问 
题 作 类 似 处 理 . 在 行列 式 化 为 上 下 三 角 行 列 式 的 变换 过 程 中 避免 将 元 素 变 为 分 数 , 若 原 
行列 式 中 有 很 多 元 素 为 分 数 , 则 先 利用 行列 式 的 性 质 将 各 元 素 化 为 整数 . 

【 例 1. 14】 计算 下 列 行列 式 


2 一 和 年 2+x 2 2 2 
二 归 六 二 时 坊 2—x 2 2 

(1)D 一 (2)D = 
一 外 2 2y 2 
人 2 2 和 
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se 
1 汪 节 名 和 2 1 一 最 多 ,2 
[1Je=[3 一 1 7 二 (1) 十 (2) 0 2 =»1 8 
9 ab ee WH 
2 —9 5 7| G)x( 一 2) 十 (3) ei | 1 3¥ 
(4) — (1) 
1 一 6 4 2 0 一 1] 2 0 
1 0 0 0 1 0 0 0 
加 0 多 一 6| cw x3+ (为 0 0 3 6 
@ 1 LT 海 (4) 十 (3) 0 名 
0 一 1 2 0 0 一 1 2 0 
1 0 0 0 1 0 0 0 
(D254) |0 一 1 2 0| 0-3) |0 一 1 2 0 a 
0 0 3 3 0 0 
0 0 3 6 0 0 0 3 
办 [表示 j 列 ;(i) 表示 i 行 ;(i)<(j) 表示 两 行 对 调 ;[i]<*[ 门 表示 两 列 对 调 . 
交 区 0 0 迹 0 0 0 
(2)D (1)XK2) 二 (1) 12 2 一 不 2 2 DX[D4[ 杂 J] 12 一 工 2 0 
(一 1)X() 十 (3) |0 0 y y (—1)x[3J+[4] 10 y 0 
2 2 2 2—y 2 2 =y 
一 二 2 0 
一 行 展开 
mt I0 yy 0|=zrry)= Ty. 
0 2 = 
1 一 于 下 芷 一 外 
1 一 二、 证 村 这 一 下 
| 1. 1S i D= 
【 例 】 计算 j 二 二 
Xl 一 工 1 一 1 
划一 下 1 并 一 二 由 = 下 1 无 一 并 
各 列 加 到 ix 一 1 zz 二 1 一 1 1 一 1 Zz 二 1 一 1 
【 解 】 一 一 一 一 一 一 并 
第 1 列 变 ” 洲 一 小 下 一 J 萝 一 并 1 一 下 
之 ”一 小 1 一 EE 二 1 一 了 
1 一 1 1 xz 一 1 
下 = 
各 行 减 第 - 行 |0 0 Z 一 工 
Da = 洲 0 2 
0 范 0 = 
0 二 二 元 
0 0 0 = 这 
TX all 一 Q12 CQ13 a 
= 到 一 一 = 
【 例 1.16〗 设 F(x) = 四 > eM 
Ql ad32 TX 033 Qa34 
Qal 一 Q42 Qa3 TQ44 


求 :(1)x' 的 系数 ;(2)x? 的 系数 ;(3) 常数 项 . 
【 解 】(1) 含 x' 的 项 务必 为 (z 一 an) (rz 一 azz)(z 一 as)(zx 一 Qum), 可 见 x 的 系数 为 1. 
(2) 含 2 的 项 为 :一 ai (并 一 azz )(Z 一 0a3 )( 工 iia) dz2 (I CD) (一 Cs) (ra) 一 


las CH —an)(z— az)(zr my a (TE un) (T= Ay) (到 一 Ca 
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ss 
可 见 zs 的 系数 为 一 (all 十 az 十 ass 十 a4). 
(3) 常数 项 , 即 为 x = 0 时 的 F(z) 的 值 . 
an Ci Qi3 wig a Uy Uis Ui 
i a21 az2 a23 au|_ lan a a a 
aal Qa2 Ca3 aa Co Qs Us Ws 
tii 2 sa Q44 Cd Qi ad Qu 
1 吕 咏 如 5 
5 二 六 避 3 
【 例 1.17】 设 |4|=|3 2 5 4 2|, 求 (1)Asi 十 As 十 Ass; (2)As 二 Ass. 
有 人 了 
村 和 洛 ， 儿 3 


【 解 ] 将 | 4 | 中 第 三 行 的 元 素 依次 换 成 5,5,5,3,3. 则 第 二 行 与 第 三 行 的 对 应 元 素 相等 ,于 是 行 
列 式 的 值 等 于 0. 按 第 三 行 展开 , 则 有 


5CAsi 十 Asz 十 Ass) 十 3CAs 十 Ass) 三 0， D 
同 理 ,将 | A | 中 第 三 行 的 元 素 换 成 第 四 行 的 对 应 元 素 , 按 第 三 行 展开 则 有 
2(Asi 十 As 十 As) 十 As 十 As 一 0， © 
解 ,@ 联 立方 程 组 ,得 


An 十 Asz 十 Ass = 0,Aa 十 Ass = 0. 


题 型 三 7” 阶 行列 式 的 计算 


1. 利用 行列 式 定义 计算 (适用 于 行列 式 中 有 较 多 元 素 为 零 的 情形 ) 
0 0 … 0 yl 0 
0 (0 0 0 

【 例 1.18】 计算 下 列 行列 式 (1) : : 

1997 

0 

0 we 0 

有 大 wa 0 

0 0 0 … «a 5b 

b 0 0 “ws 0 a 

【 解 】(1) 此 行列 式 刚好 只 有 n 个 非 零 元 素 cl,azv ,aiiyam， 故 非 零 项 只 有 一 项 : 

ai ia aa iiamn 又 rLG2 一 1)(2 一 2)…172] 一 ka 一 一 2 ,因此 


0 0 2 1 0 
0 0 “ 2 人 Q 0 


Cr 一 1 Cr 一 2) 


一 (一 1) i 1。2。…。1997。1998 


| 
SPD . 
OO 

~ 

© 。。 
is 

Le 

< 


0 0 … 0 0 1998 
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Cr 一 1) Cn 一 2 


一 (一 ]) 二 19981 
(2) 由 行列 式 的 定义 知 ,此 行列 式 的 非 零 项 只 有 两 项 A11Q22 "°° Um 和 a12 Qaz3 "a na nl , 故 
本 思 0 os 0 0 


0 起 加 0 0 

: a (一 LT ode ***e a 十 (一 ]) 2" b | b 
QO 0 .0 a 5b 
bb 0 0 0 a 


一 心 十 (一 1) 一 20". 
2. 各 行 (或 列 ) 加 到 同一 行 (或 列 ) 中 去 (适用 于 各 行 (或 列 ) 诸 元 素 之 和 相等 的 情形 ) 
a 洲 史 
【 例 1. 19] 计算 D 一 | 
让 
za 十 (一 1)5 aa 十 (一 1)5 a& 十 (2 一 1)2 … 4 十 (2 一 1)20 


各 行 加 到 b a b “. b 
【 解 】D, 一 一 上 一 。 2 
第 一 行 : : 
b b b a 
1 由 
ot 六 
: 3; 各 列 减 第 - 列 
bp 5b b a 
1 0 0 0 
b 一 0 0 
| ~ [a+ (an— Dola— br™. 
b 0 0 a—b 
zx—a a a a 
a rz—a a a 
【 例 1. 20] 计算 D, = a a TXT—a a 
a a a z—a 
工 十 (7 一 2)a a a “0 a 
工 十 (2 一 2)a XxX—a a “» a 
各 列 加 到 
【 解 ]D, 一 下 人 LR a 元 一 Q& a 
Z 十 (2 一 2)a a a “Xa 
1 a a a 
ss. a a 


一 [z 十 (一 2)ajj| 1 a TX—a a 


1 a a e000 TXT—a 
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ss 
1 a a a 
从 第 二 行 开始 0 0 
2 
Te 7 
0 0 0 “一 22 


一 [Lz 十 (2 一 2)a]j(Cz 一 20) 一 !. 
3. 各 行 ( 列 ) 加 减 同一 行 ( 列 ) 的 倍数 (适用 于 施行 加 减 后 某 一 行 ( 列 ) 诸 元 素 有 公 因子 或 变 为 三 
角形 形式 的 情形 ) 


1 和 2 
2 2 名 2 
〖 例 1.21] 计 算 D, 二 12 2 3 … 2 
2 要 2 n 
=] 2 0 
2 0 0 
第 二 列 乘 ( 一 1) 上 . k 1 0 
二 列 乘 ( 一 1) 加 
二 2 ge 0 Ce 
【 解 ] D, 一 帮 友 工 . ， 人 : : 
1 “ 1 “ 思 0 说 二 泥 
0 2 0 ws noi 
== = 
1 
1 二 泌 1 十 运 “1 二 zoy; 
i 
1 wy ys 1 ys 
1 二 Xiy 1 工 十 Ziys 
【 解 】〗3 当 ”= 2 时,D, = = (zs — ZX1) (yo — yi1), 
lw 1+By We 人 
1 wiy 工 十 Ziys 二 1 二 zi Ys 
行 (za — Xx1) (Ws = "(xz — TX1) 
当 之 3 时 ,D， 人 y1 本 1 2y2 了 1 y . 1 ， 


(i 
因为 从 第 二 行 以 后 各 行 成 比例 ,所 以 D, = 0. 
人. 某 行 (或 列 ) 加 上 其 余 各 行 (或 列 ) 的 一 定 信 数 ( 适 用 于 施行 这 种 变换 后 行列 式 立 即 呈 上 (或 
下 ) 三 角形 式 的 情形 ) 


1 十 ai Q2 ds a 
a AM 十 az aa … an 
【 例 1.23] 计 算 D,==| ， BE ”iz0) 
Wi as Q3 人 十 Cn 


Al 十 ai dz U3 As 
A A 0 … 0 第 二 列 开始 
: 各 列 X 亿 加 到 第 一 列 
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Fs 
= Al1Qi 
Al 十 ai 十 3 区 C2 as eh 红 ， 
f= i 
= 0 和 0 0 = 了 (ar+a + a 
0 0 0 ss A 
5. 观察 一 次 因 式 法 
|1 1 多 3 
1 2 一 妈 2 3 
【 例 1. 24】 计算 鸭 三 
| 】 计算 4 


2 3 1 9—x? 
【 解 〗 当 z= 二 土 1 时 ,第 一 ,二 行 对 应 元 素 相同 ,所 以 D, 二 0, 可 见 Ds 中 含有 因 式 (zx 一 1)(z 十 1); 
当 x 二 十 2 时 ,第 三 .四 行 对 应 元 素 相同 ,所 以 D, = 0, 可 见 D, 中 含有 (x 一 2) (zx 十 2) 因 式 . 
由 于 DD 中 关于 x 的 最 高 次 数 为 4, 所 以 
D, 一 AGCz 一 1)Cz 二 1)(Cz 一 2)(Cz 十 2). 
D, 中 含 的 项 为 
1 (2— xz).1. (9—x)—2.(2—x).2.(9— Zz), 
比较 上 面 两 式 中 z 的 系数 ,得 A 二 一 3， 


故 Dy =— 3(zC— (w+ I (— 2)(E 2. 
1 I I ws 1 
1 ”下 渤 公 1 ss 1 
【 例 1. 25] 解 方程 D,=|1 L Cn 1 一 0. 
1 1 1 tt 


【 解 】3 当 二 一 0,1,2,…, (2 一 2) 时 ,由 于 有 两 列 对 应 元 素 相 同 ,左边 行列 式 的 值 为 0, 因此 左边 行 
列 式 可 写成 
(一 1) 瑟 (zz 一 1)。…。(Z 一 1 十 2)， 
于 是 原 方程 变 为 (一 1 一 1)。…。( 开 一 202 十 2) 一 0， 
所 以 方程 的 解 为 Xi 一 072 = ly yi FN 2, 
一 般 按 此 行 (或 此 列 ) 展开 即 可 求解 . 
【 例 1.26】 计算 ” 阶 行列 式 


人 0 0 0 
六 = 0 0 
Da E : 
0 0 0 当中 一 下 
Us Wi Us ds al 
【 解 ] 第 一 行 , 第 一 列 均 只 有 两 个 非 零 元 素 ,不妨 按 第 一 列 展开 ,得 
一 ] 0 “ 0 0 
效 二 Ww .0 0 
D, = zxD, 1 Ta,* (—1)"" yy i sy wD + Ws 
0 0 蚁 ;7 亏 = 起 
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由 此 递 推 得 


D; = 2D 1 十 Ci ZLzD，， 十 ai | 二 a, 
=zx’D, » | ed + WW 


= a i 
一 QZ 1 十 cazo Es 
类 似 地 , 形 如 


ax 十 B ap 0 0 0 0 0 1 
1 0 0 1 0 1 
0 1 Ww 0 0 1 0 
(1)| . s ; p : : (2) 
0 0 0 a 十 8 aB 
0 0 0 中 区 斗 - 扩 
a 
2cos0 1 a 
1 2cosO 1 
(3) (4) 
2cosO 1 
1 2cosO b 
b 
等 行列 式 均 可 按 此 方法 求解 . 


纺 按 此 方法 求解 时 ,往往 会 得 到 一 个 一 般 的 递 推 关系 式 


也 , = pD, 1 + gD,:， 


至 此 可 用 两 种 方法 求 出 D, 的 表达 式 : 
1” 先 计算 Di,D,,D; 等 , 找 出 递 推 规律 ,再 用 数学 归纳 法 进行 证 明 ; 


2” 把 关系 式 D, 二 pD,1 十 9D,z 看 做 一 差分 方程 , 求 出 特征 方程 姑 一 众 一 g 二 0 的 两 个 
根 Ai , 则 DD, 二 CX 十 Cz 入 U1 关 h2), 或 D, 二 CX 十 Cz (11 二 和), 青 由 Di,Ds 定 
出 常数 C1 ,Cz. 
【 例 1.27】 计算 三 对 角 行列 式 D, 之 值 . 
a 十 8 a 0 
B ac 十 B a 
| 
0 0 0 ca 十 B a 
0 0 0 B ac 十 有 


【 解 】 按 第 一 列 展开 得 
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ess 
多 六 0 0 0 
B ac 十 B a 0 
Sap 2 
0 0 0 如 二 B a 
0 0 0 户 ”发 生肖 
WE Ee 
即 有 递 推 关系 式 六 二 好 半 盖 二 一 二 各 
为 了 得 到 D, 的 一 般 表 达 式 ,采用 上 述 方法 1 求解 
因为 (假设 a 关 PB)， 
Di Q + 三 芭 一 名， 
= 
aa 十 a | 
D; = 二 Qa 十 十 = 9 
六 ”六 年 痢 oB +B 和 
WR 0 
Di=| pg alg a l= (tat +Py= 和 
0 B a 十 及 
不 妨 设 Dey = 和 二 "其 光 
= (a BDD., — oaBD ,2 
OR, 
有 a 一 有 _ a—B a—B 
根据 数学 归纳 法 即 知 D, = 人 


若 w B, 可 直接 计算 得 D, = "(nn La 


第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


a b 1 
,Pp | ,Ps 站 本 
0 


具有 相同 的 秩 , 且 Bs 可 由 Q1 ;02 ,03 线性 表示 ,; 求 a,b 的 值 . 


下 1 0 3 
0 1 和 | 一 0 1 2 
0 0 0 0 0 0 


与 向 量 组 @ 王 


0 
【 例 1.28】 已 知 向 量 组 记 一 -| 1 
1 一 六 
3 
0 
1 


9 
Q2 一 le- | 
一 了 
1 
行 


1 3 91 3 9 
【 解 ]| 2 0 | -| 6 | ~ 
-3 1 一 ?7 0 10 20 
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BE 
可 见 r(ol ,os ,os) = 2,B 0 = 30 260, 
于 是 r(pBi,p, ,Pb;) 一 2， 
0 a b 
从 而 | [pi,pB:,Bs | |= |, 1 2 1|= 一 a 十 36= 二 0. 
一 1 1 0 
即 a 二 36. 
又 局 可 由 oas ,as 线性 表示 ,从 而 可 由 was 线性 表示 , 即 w ,as ,as 线性 相关 ， 
1 3 5 
于 是 | [oo , 记 l=|2 0 1|= 25—10=0, 
一 3 1 0 
得 6= 5sa = 36 = 15. 
二 、 综 合 题 解析 
【 例 1.29】 设 A,B 是 阶 正 交 算 阵 , 且 1A1/1B|= 一 1, 证 明 | 4A 十 B|=0. 
【分 析 】A,B 为 正 交 和 矩阵 , 即 447 = 二 A'A4 二 EF,BB" 一 B'B=E. 
【证 】 因 为 4,B 为 正 交 和 矩阵 ,所 以 
AAT=A'A=E, BB'=B'B=E. 
于 是 
| (4 十 B)4I | 王 | 44T 十 BATI | 一 | E+BAT | 
一 | BBT 十 B47T | 一 | BCBI 二 A4T) |= 王 | BC4 十 B)T |, 
即 14+BI|A|=|B||A+B|I,(|A|-|B|)|A+B|=0. 


因为 | A41/1B|= 一 1, 所 以 14 | 一 | B | 关 0, 从 而 有 | 4 十 B= 0. 
【 例 1. 30】 设 整数 系数 方程 组 


难 
Doary = b Gs 
了 一 


对 任意 01 ,5;，…,b, 均 有 整数 解 ,证明 其 系数 行列 式 必 为 士 1. 

【证 】 令 4 一 (ai 二 1,2,… yn;b 二 (51,bs,…,b,)', 则 原 方程 组 即 为 Ax = b. 其 中 x 二 
《zisX29"…* ,Ta)'. 取 上 b 分 别 为 n 阶 单位 矩阵 的 各 列 :g81 一 (1,0,*…,0) ;gz 一 (0,1，…， 
0)7;… ;gE 二 《0,0,… ,1)7, 所 得 解 依次 记 为 gl ,6@2)… 0; 即 Aa; 一 8 二 1,2,"** sn， 

Al[ a »Q2 ，*** ,0 = Le sE2 ,8, |， 
也 即 A[@i ,az，…，o] = E, 
其 中 ,[e ,0s,…,0,j] = 二 4 1, 按 题 设 A :与 4 一 样 是 整数 矩阵 ,从 而 14 ”| 与 14| 都 是 整 
数 ,又 由 A4 “二 EE, 有 
[1447 |=|A1|1A4 |= 1, 
于 是 只 能 | 4 |= 土 1. 

1 w= 22=—1 

1 xw—2 3%—2 

工交 一 3 一 3 

【证 】 由 题 设 知 f(zx) 是 关于 xz 的 不 多 于 三 次 的 多 项 式 , 故 它 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 . 且 
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〖 例 1.31】 设 f(x) == ,证 明 存 在 EE€ (0,1) ,使 Fe) 一 0. 


LE 一 
1 一 上 1 和 1 
f(0)= |1 2 2|=0;f(1)= |1 1 1|=0. 
L838， 一 总 4 “一作 -六 


由 罗 尔 中 值 定理 可 知 ,至 少 存在 一 点 &€ (0,1) 使 f(&)==0. 
【 例 1.32] 若 A,BE R*” ,又 a,b,c 为 A 的 三 个 相 异 特征 根 ,又 A 和? 十 24B 十 4 一 B= 二 了 1, 求 | 4 十 BA |. 
【 解 ] 由 | 4 十 BA |==| 4 十 B1| 4 1, 故 只 须 计 算 | 4 十 B|. 
由 题 设 有 24(4 十 了 B) 一 (4 十 再 ) 王 工 一 24 十 4 , 即 
(24— D(A++B) = (4 一 站 2， 
[14 一 T 工 2 [Ge 一 1)(8 一 1)(Cc 一 1)]: 
124—I| 2a—1(20— Dem 1): 
【 注 ) 由 解 题 过 程 可 看 出 , 例 中 | 和 A 十 B| 的 值 与 B 无 关 , 尽 管 如 此 ,鉴于 题 设 等 式 知 B 并 非 任 意 . 
【 例 1.33】 设 4 为 实 反 对 称 阵 ,D 为 对 角 元 全 大 于 零 的 对 角 阵 , 则 |4 十 D| 关 0, 且 还 有 
14 十 了 D|> 0. 
【证 】(1) 反 证 . 若 |4 十 DI=0, 则 (4 十 D)X = 0 有 非 零 解 . 设 X 是 其 一 个 非 零 解 ,进而 有 
XT (A 十 D)XI = 二 0, 故 XIAXI 十 XTDX 一 0. 因 为 4 为 实 反 对 称 阵 , 所 以 XIT4X 二 0, 最 终 
得 XIDX, 一 0. 但 是 D = diag(alyaz aa 二 0, 所 以 XIDX 0, 矛 盾 . 所 以 ， 
14 十 也 | 和 0. 
(2) 反 证 . 令 f(zx)= |z4 二 Dll,zE[o,1]. 
假设 |4 十 D| 二 0, 因 为 1(0)= |D|>0,7G)= |4 十 D| 二 0, 由 零 值 定理 可 知 ,存在 
zo € (0,1), 使 得 f(zo)== |zxoh 十 D|= 0. 但 是 


故 | 4+B|= 


|zoA | D|=z? 


0 


其 中 ,也 为 对 角 元 全 大 于 零 的 对 角 阵 ,由 (1) 知 |4+ 轩 | 关 0, 矛 盾 , 故 |4 十 D|>>0. 


习 题 一 
1. 填空 题 . 
(1) 四 阶 行列 式 中 带 负 号 且 包 含 因 子 aa 和 az 的 项 为 
(2) 排列 io"…is 可 经 次 对 换 后 变 为 排列 zz 1"…izi. 
(3) 在 五 阶 行列 式 中 ， (一 1)815423 7023145) alsQ53Q4LC24G35 一 Ci12653G41C24C35。 
2% 1 一 六 
(4) 在 函数 f(x) = 二 | 一 + 一 x+ XxX | 中 ,x 的 系数 是 . 
: 2 应 
a 5b 0 
(5) 设 ab 为 实数 , 则 当 a 二 , 且 0 一 时 ,| 一 a 0 |=0. 
= 由 小 肌 5 到 
(6) 在 兄 阶 行列 式 万 王 | (ay )x | 中 , 当 i 过 j 时 ,aj 二 0(i,j 二 1,2,…,n), 则 DD 二 . 
(7) 设 A 为 4X4 给 阵 ,B 为 5X5 适 阵 , 且 1A4|==2,|1B|= 一 2, 则 | 一 | A41B|= 和 


-1B141= 
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Al 
本 3 人 AI 人 人 一 | 入 一 1 四 是 4 


3 


43 一 24， 
第 j 行 , 则 行列 式 | 34 | 二 
A 
(9) 设 A, 昌 均 为 慰 阶 答 阵 , | 4 | 一 2, 1B|= 一 3, 则 |24".B7 | 一 
2. 选择 题 . 

(1) 设 | 和 |==| (aj )wxn | 为 nn 阶 行列 式 , 则 aizazsQat QinQn 在 行列 式 中 符号 为 

A. 正 . B. 负 . CT D. (一 1 一. 【 1} 
(2) 设 A 为 n 阶 方 阵 ,A” 是 A 的 伴随 矩阵 , 则 || A |A”| 等 于 

A. 14A1. 5 C. | 4 1”. D. | A 21. 【 ] 
(3) 设 A 为 n 阶 方 阵 ,B 是 A 经 过 若干 次 矩阵 的 初等 变换 后 所 得 到 的 短 阵 , 则 有 

A B. | 4 |#1B|. 

C. 若 |4|=0, 则 一 定 有 | 下 | 一 0. D. 若 14| 二 0, 则 一 定 有 |1B| 二 0. r 3 


OO A 
(4) 设 和 为 轴 阶 方 阵 ,BB 为 nn 阶 方 阵 ,C 一 | on 1C| 等 于 


A. |411B|. B. 一 [411BI. 
C. (一 1 1141 31|. D.(—1)™”|A|IIBI|. 
C Bb 
(5) 设 三 阶 和 矩阵 4 二 or ,B= 二 | | ,其 中 wx, 有 ,ya ,ys 均 为 三 维 行 向 量 , 且 已 知行 列 式 14 | 二 
37s ys 


18, | B | 二 2, 则 行列 式 | A 一 B | 等 于 


， 丰 LL Bi (a D.4. [ 7 
3. 计算 证 明 题 . 
1 —5 1 3 
i 1 入 交 
(1) 设 141= ， 
1 
洛 ” 训话 


计算 A4 十 As 十 As 十 Au 二 ?, 其 中 Au (i = 1,2,3,4) 是 |A| 中 元 素 ad 的 代数 余子 式 . 

(2) 计算 元 素 为 a; 二 | i 一 j | 的 nn 阶 行列 式 . 
wi 本 汪 2 小 怠 NS ks 十 况 
十 1 十 2 … 十 

EU 本 | 
Xs 十 1] zi 十 2 … 十 nn 
(4) 设 a,b,c 是 互 异 的 实数 ,证 明 ，: 

1 1 下 

a 6b c|== 0 的 充 要 条 件 是 a 十 6b 十 c= 二 0. 


行列 式 | 第 便 章 


ES 
(5) 证 明 :奇数 阶 反 对 称 矩 阵 的 行列 式 为 零 . 
1 1 1 
(6) 设 f(r)= | 3—w 5—3% 3 一 工 |， 


2z? 一 1] 3x’—1 7zs 一 1 
证 明 : 可 以 找 出 数 6(0 二 6 二 1), 使 (6) = 二 0 (提示 用 罗 尔 定理 证 ). 
(7) 试 证 :如果 n 次 多 项 式 f(x) = 二 Co 十 Ciz 十 … 十 Cr" 对 n 十 1 个 不 同 的 工 值 都 是 零 , 则 此 
多 项 式 恒 等 于 零 . (提示 :用 范 德 蒙 行列 式 证 明 ) 
rr Xx ZX 
(8) 设 F(z) 二 11 2x 3z|, 求 F(z). 
0 2 6 并 


(1)aisaslQassQ4 3 (2) et (3 = (4) = (5)0,0; (6)aiasz…am 
2n—1 
(7)64,32; (8)6; (9) 一生 一 . 


2.(1)D (2)D (3)C (4)D (5)B 
3. (1) 将 |4| 中 第 4 行 元 素 均 换 为 1, 则 


1 := 烛 
J 1 3 4| 
44 十 4 十 44 十 A 二 1 1 2 3 一 6. 
1 J 业 '， 亚 
(2) (一 1D) 一 (za 一 1)2 呈 ,从 最 后 一 行 起 ,每 行 减 去 前 一 行 ,再 在 所 得 的 行列 式 中 每 列 加 上 第 7 


列 即 得 . 

(3) 用 拆 分 法 计算 . 当 郊 之 2 时 ,D, 一 0; 当 7 一 2 时 ,D; 三 li 一 并 az. 

(4) 计算 行列 式 的 值 即 可 推 得 结论 . 

(5) 设 4 是 272 十 1 阶 反 对 称 和 矩阵 , 即 4T 一 一 4, 故 |14I | 二 | 一 A|, 即 |4|==( 一 1)” |1A|= 
一 |4|, 得 214|=0, 从 而 |4|=0. 

(6) 略 . 

(7) 略 . 

(8)FCz) = 6z2. 
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第 二 章 ” 拢 阵 


第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 \ 矩阵 的 概念 
了 . 定义 
由 mr Xn 个 数 aj (i 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,n) 排列 成 m 行 n 列 的 数 表 
Q11 C12 al 
d2] U22 Q2 
ml Um2 A pm 
称 为 m Xn 和 矩阵 , 简 记 为 A 二 (aj)woa; 当 mm 二 nn 时 ,A 也 称 为 n 阶 方 阵 . | 4 | 称 为 4 的 行列 式 . 
吕 . 几 类 特殊 矩阵 


(1) 单位 矩阵 : 主 对 角 线 上 元 素 都 是 1 ,其 余 元 素 全 为 零 的 方 阵 称 为 单位 矩阵 , 记 为 E( 或 DD. 

(2) 对 角 和 矩阵 : 主 对 角 线 上 元 素 为 任意 常数 ,而 主 对 角 线 外 的 元 素 都 是 零 的 方 阵 . 若 主 对 角 
线 上 的 元 素 相 等 , 则 称 为 数量 矩阵 . 

(3) 三 角 和 矩阵 : 主 对 角 线 下 方 元 素 全 为 零 的 方 阵 称 为 上 三 角 和 矩阵 ; 主 对 角 线 上 方 元 素 全 为 
零 的 方 阵 称 为 下 三 角 和 矩阵 ,上 下 三 角 和 矩阵 统称 三 角 和 矩阵 . 

(4) 矩阵 的 转 置 :矩阵 4 二 (ai )wx 将 4 的 行 与 列 的 元 素 位 置 交 换 , 称 为 矩阵 4 的 转 置 , 记 为 
A Cape 

转 置 的 性 质 

(A4')' =A (KM)'=AM" (A+B) =A'+B (4B)"' =B'A 

(5) 对 称 和 矩阵 :如 果 n 阶 方 阵 A = (ai ) 满足 a; = ai(i,j 二 1,2,…,n), 即 A7 = 二 4, 则 称 A 
为 对 称 和 矩阵 ;如 果 ui = 一 aj (Ci,j 二 1,2,…,n), 即 47 = 一 A, 则 称 A 为 反对 称 矩 阵 . 

对 称 和 矩阵 的 特点 及 反对 称 矩 阵 的 特点 

对 称 和 矩阵 4 的 特点 :4 中 的 元 素 关 于 主 对 角 线 对 应 相等 ;反对 称 和 矩阵 特点 :4 的 主 对 角 线 上 
的 元 素 均 为 0, 其 余 元 素 关 于 主 对 角 线 互 为 相反 数 . 

(6) 正 交 和 抢 阵 : 设 4 为 方 阵 ,如 果 有 A'A = 二 44 = 王 巨 , 则 称 4 为 正 交 矩阵 . 

(7) 可 交换 矩阵 :A,B 是 同 阶 方 阵 , 若 A4B = BA , 则 A,B 称 为 可 交换 矩阵. 
3. 和 矩 阵 的 关系 

等 价 关 系 : 若 存 在 满 秩 阵 P,Q, 使 B = PAQ, 则 称 矩 阵 A 与 B 等 价 , 记 为 A 电 B 

合同 关系 : 若 存 在 满 秩 阵 卫 ,使 B = P"AP , 则 称 和 矩阵 A 与 B 合同 . 

相似 关系 : 若 存 在 可 逆 阵 了 ,使 B= PAP, 则 称 和 矩阵 A 与 妃 相 似 , 记 为 A 一 了 3. 
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二 矩阵 的 运算 


(1) 和 矩阵 的 相等 :相等 的 矩阵 必须 具有 相同 的 行 数 与 列 数 ,两 个 矩阵 4 一 (ay )wx。 和 B = 
(05 ) wxn 相等 是 指 对 应 位 置 的 元 素 分 别 相 等 , 即 aj = 6; Gi 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,n), 记 作 
A=B. 

(2) 矩阵 的 和 与 差 , 设 矩阵 4 一 (oz ) 与 B 二 (b;) 是 两 个 m Xn 和 矩阵 , 则 定义 

A+B= (a;+6)(Gi = 12 ,m;j = 1,2,.,n). 

(3) OT 

= k(as)mnxn = (kas ) nxa. 

SMA 云 算 规 律 : 

1” 交换 律 ” A 十 B= B 二 A. 

2” 结合 律 (4 十 B) 十 C 一 4 十 (B 十 CI)， (14) = (kL)A. 

3” 分 配 律 k(4 十 B)= 二 A 俯 十 女 ,(k 十 4 二 kA 十 14. 

以 上 有 A,B,C 都 是 m Xn 和 窍 阵 ,k,/ 为 数 . 

(4) 矩阵 乘法 : 设 A = (ai)wx 加 王 (5)x, 则 矩阵 4, 了 的 乘积 为 4 .了 一 (cj ),x ,其 中 

cj = anby 十 aiapboi 十 … 十 anbv， 

矩阵 乘法 满足 下 列 运算 规律 ; 

1” 结合 律 ”(4B)C = A(BC). 

2” 分 配 律 (4 十 BJC= AC 二 BC, C(A4 十 B)= 二 CA 十 CB. 

3” 数 与 乘积 的 结合 律 (MA)B = A(kB) = &(AB). 

(5) 方 阵 的 需 : 对 方 阵 4, 定 义 4 公 一 4， A Ah. 称 4* 为 4 的 & 次 器 .特别 地 ,车 存在 整 
数 m, 使 A” 二 0, 称 4 为 窜 零 矩阵 . 

方 阵 的 寡 满 足下 列 运算 规律 : 

444A7” 一 44 (4 一 4, 为 正 整数 . 

八 ( 趾 设 4A 为 m Xn 矩阵 ,E, 和 EE, 分 别 为 m 阶 和 n 阶 单位 矩阵 , 则 有 
E,A = AE, = A. 

(2) 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 , 则 | 4B | 二 | 4 1.|B|, 特 别 地 , | kA | 二 &”|41. 

(3)4B 一 0 万 A 一 0 或 B 一 0; 由 4 一 0 了 4 一 0, 从 而 4B = 二 4C 帮 B=C;|4B|= 

0S|14|=0 或 1B|= 0, 这 里 A,B 为 方 阵 . 

(4)4B 一 BA 一 般 不 成 立 , 从 而 (A 十 B)* 二 A 十 24B 十 BP,(A 一 B)* 二 A 一 24B 十 B',A: 一 B: 一 

(A 一 B)(A4 十 B) 等 一 般 也 不 成 立 ( 当 AA,B 可 交换 时 , 即 AB 一 BA 时 ,上 述 公式 成 立 ). 

(5)(4B)" = 二 B "A', 由 此 易 证 对 任意 秆 了 泗 和 ,A'A 与 AA" 均 为 对 称 矩 阵 . 

【 例 2. 1 填空 
1 


(1) 设 和 A 为 三 阶 方 阵 , 且 14 1 一 4, 则 | 人 (34) ) = 


(2) 设 A 一 去 (B 十 E), 则 当 且 仅 当 B’ = 时 ,A? 一 A. 


(3)A: 一 B? 二 (4 十 B)(A 一 B) 的 充分 必要 条 件 是 
(4) 设 A=[1,2,3],B 二 [1,1,1], 则 (A7B)* 一 
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1 1 ii 
【 解 ] (1) 二， (2)E, (3)AB = BA, (4)6”! | 2 中 
3 3 
生 
1. 


【分 析 】(1) | ($4) 


| 
=- |34 


2 
(2)42 = A | 去 (B+E) | 二 (B+E)B 二 次. 


(3)A:—B’: = (A++B)(A—B)S0 = AB— BASAB = BA. 
(4)(4TB) = (A™B) . (AT™B) 。 (4TB)。…。(4TB) =A'(BA). (BA')..…. (BA')B 


1 1 | 
EE 入 ae 2 中 


2 
3 3 3 8 


一 6! 


1 


本 题 的 关键 是 要 注意 47B 是 矩阵 ,但 BA" 二 [1 1 1] :| 一 6 却 是 一 个 数 . 若 先 计算 


3 
1 和 于 ”和 
AT 有 B 一 |2 2 2|, 再 求 |2 2 , 则 计算 是 相当 复杂 的 . 
3 3 3 3 3 3 
【 例 2. 2】 选择 题 
(1) 设 A,B 都 是 n 阶 和 矩阵 , 则 (4 十 B)’ = A? 十 24B 十 B? 的 充分 必要 条 件 是 
(A)A=E. (B)B=0. (C)AB = BA. (D)A=B. 


【 1 
(2) 设 和 A,B 为 n 阶 对 称 矩 阵 , 则 下 面 四 个 结论 中 不 正确 的 是 
(A)4 十 召 也 是 对 称 和 矩阵 . (B)4B 也 是 对 称 矩 阵 . 
(C)A” 十 B”(m 为 正 整 数 ) 也 是 对 称 和 矩阵 ，(D)B4TI 十 4B" 也 是 对 称 和 矩阵 . 【〖 】 
(3) 设 A,B 为 n 阶 方 阵 ,A 关 0, 且 4B 二 0, 则 


(A)B=0. (B)1B|==0 或 |A4|=0. 

(C)BA = 0. (D)(4 二 +B)*==A: 二 +B. 【 】 
(4) 设 4, 吾 为 2 阶 方 阵 , 则 有 

(A) | 4 十 吾 |= 王 | 4 | 十 | 也 |. (B) | 4 一 了 | 王 |4| 一 | 了 |. 

(C) | 4B | 一 | B4 |. (D)AB = BA. 【 】 
(5) 设 和 A,B 为 n 阶 方 阵 , 则 下 列 结论 成 立 的 是 

(A)AB OGAzOHBzO. (B)|A|= 0SA=O. 

(C) |14B |=0S1A|=0 或 1B|=0. (D)A= ES|IA|I=1. 【 】 


【 解 】 应 选 ([L)C， (2)B， (3)B， (4)C， (5)C. 

[分析 】(1) 矩阵 运算 与 代数 运算 的 差异 主要 有 两 点 :不 满足 交换 律 与 消去 律 , 换 名 话说, 一般 
地 ,AB 关 BA;AB 一 0 发 A = 0 或 B = 0. 因此 遇 到 乘法 运算 时 ,必须 特别 注意 这 两 点 . 
(A),(B),(D) 均 是 等 式 (4 十 B): 一 4: 十 24B 十 了 3: 成 立 的 充分 条 件 , 但 非 必要 条 件 , 故 
(C) 为 正确 答案 . 

(2) 逐 项 计算 转 置 看 是 否 为 对 称 和 矩阵 即 可 . 因 (4B)7 = B"A' 二 BA ,但 一 般 地 BA 了 关 AB， 
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故 (B) 为 应 选 答案 . 

(3) 同 (1) 分 析 ,(A),(C),(D) 均 不 正确 .另外 ,4B 二 0, 有 |4B|==|41||B| 二 0, 从 而 
有 |1A|=0 或 |B|= 0, 即 (B) 为 正确 答案 .注意 A,B 指 和 矩阵 ,而 |4 | 与 1B| 指 行列 
式 , 其 值 为 数 ,两 者 是 有 本 质 差别 的 . 

(4) 由 矩阵 行列 式 性 质 , 有 |4B | 二 141|1B|==|1B||4|==| BA |, 可 知 (C) 为 正确 答案 . 


kL = 4 6 
(5)(A) 必要 而 非 充分 ,例如 A 二 | “。 。| 关 0,B 一 |。 | 关 0, 但 48 一 0;(B) 充 


I 
分 而 非 必 要 ,A = 0=> | A | 二 0, 反之 不 成 立 ,如 A = |， 


|, 风 有 14 | 一 0, 但 4 和 OO; 
1 
下 
E; 只 有 (C) 是 正确 的 ,因为 | 4B |==|1411B|=0 售 14|==0 或 1B|=0. 
【 例 2. 3】 选择 题 
(1) 设 A,B,C 为 n 阶 方 阵 , 若 A4B 二 BA ,AC 二 CA , 则 ABC 等 于 


1 
CD) 必要 而 非 充分 ,4 二 E> | 4 | 二 1, 反 之 不 成 立 , 如 A 二 | | | 吉利 车 霹 租 六 潜 


(A)ACB. (B)CBA. (C)BCA. (DCAB. 攻 】 
(2) 设 A,B,C 均 为 n 阶 方 阵 , 且 AB= 二 BC 二 CA 二 EE, 则 A 十 BF 十 C 等 于 
(A)3E. (B)2E. (OE. (D)O. 【 】 


【 解 〗 应 选 (1)C， (2)A. 
【分 析 】(1)ABC = (BA)C 一 BCAC) = BCA ，【C) 为 正确 答案 . 
(2) E= (AB)(CA) = A(BC)A = A’, 
E= (BC)(AB) = B(CA)B= B’, 
E= (CA)(BC) = C(AB)C= CC, 
所 以 A 十 B? 十 C* = 二 3E,(A) 为 正确 选项 . 


三 、 乾 矩阵 的 概念 


了 工 . 逆 和 矩阵 的 定义 
对 于 一 个 nn 阶 方 阵 A ,如 果 存 在 一 个 nn 阶 方 阵 B ,使 得 4B = BA 一 正 , 则 称 4 为 可 逆 和 矩阵 ,并 
称 B 为 4 的 逆 和 矩阵 , 记 为 4. 
2. 逆 和 矩阵 的 性 质 
(1) 若 4 可 逆 , 则 4 唯一 . 
(2) 若 4 为 可 道 矩阵 , 则 47 ,A ' 均 可 道 , 且 有 (A) 二 (4 ')',(4 1') 一 全. 
(3) 若 4,B 为 同 阶 可 逆 和 矩阵, 则 4B 也 可 逆 , 且 有 (4B) 一 B 4 . 
(4) 若 久 可 道 , 且 有 天 0, 则 (他 ) 一 下 4 
@ @ 可 送 和 矩阵 一 定 是 方 阵 , 但 并 不 是 所 有 方 阵 都 有 逆 矩 阵 . 
@ 方 阵 叉 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 人 非 奇异 , 即 | A | 天 0. 
回 若 A 为 n 阶 和 矩阵, 如 果 存在 nn 阶 算 阵 B, 使 得 AB 一 EE, 则 BA 二 E. 即 在 计算 或 证 明 时 ,只 
要 有 AB 一 已 或 BA 一 ,就 可 得 出 A,B 互 为 逆 矩 阵 的 结论 (4 一 B,B! 一 A). 
【 例 2.4] 设 A = 0, 证 明 :(E 一 A) 一 下 十 4 十 4 全 十 … 十 4 
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ER 
【证 】 因 为 (E 一 A)(E 十 A 十 A 十 … 十 A 1) 
二 十 和 十 妃 和 十 下 十 和 1 一 (和 十 和 十 习 十 和 和 十 和) 
=E—A*=E, 
所 以 (五 一 4)- = 二 EE 二 A 十 A 十 … 十 A*!. 
四 利用 伴随 矩阵 求 逆 矩阵 


设 4i 为 元 素 ai 的 代数 余子 式 ,定义 4 ”= (4i) 为 矩阵 4 的 伴随 和 矩阵， 


当 4 非 奇 异 , 即 | 4 | 和 0, 有 4 = TTA” 


一 般 来 说 , 当 A 是 低 阶 和 矩阵 时 (n 过 3), 可 以 考虑 利用 伴随 矩阵 A” 求 4 的 逆 , 但 应 特别 
(1)A" = (A;) > (4A; )" ,其 中 A, 是 元 素 a; 的 代数 余子 式 ,a; 与 A; 在 和 与 4 中 的 位 置 
是 不 同 的 . 


Ul QI12 Ql 
Uz1 dd22 2 

A = 9 
Qnl Qn2 Cm 


Ai A SY A An A “Mg 
Ab A 人 … As Ms A An 


并 + 二 二 
A 人 A，， te Anm Ai， A， i A 
(2)A; 二 (一 DWM 是 代数 余子 式 ,符号 (一 1) 不 能 忘记 . 
(3A = TT ,注意 最 后 还 要 把 A* 乘 以 六 


b =b 
特别 地 , 当 4 二 |。 “| 且 ad 一 && 关 0 时 ,A" 一 | “。 “|, 相当 于 主 对 角 线 元 素 换 位 ,次 


对 角 线 元 素 变 号 , 即 可 得 到 4 ,从 而 


2 0 
【 例 2.5] 设 A== 11 2 i 3 
3 1 2 
【 解 ] 由 A = TA 知 ， A* = |A|47， 
_ a 1 1 
A*)'=(AIA'D) = Ti ) = Th 
从 而 (A4*) (|A| ) [A i 
2 0 0 2 0 0 
而 141= |1 2 3 -eT 2 | 
3 1 2 3 1 2 
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五 矩阵 的 初等 变 损 与 求 逆 


了. 矩阵 的 初等 变换 

对 和 拖 阵 施行 以 下 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 变换 : 

(1) 交换 和 矩阵 的 两 行 ( 列 ); 

(2) 以 一 个 非 零 的 数 & 乘 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ); 

(3) 把 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 的 & 信 加 到 男 一 行 ( 列 ). 

对 单位 矩阵 施行 一 次 第 ii = 1,2,3) 种 初等 变换 后 得 到 的 矩阵 叫 第 ; 种 初等 矩阵 . 初等 矩 
阵 为 可 逆 和 矩阵, 且 逆 矩阵 仍 为 初等 矩阵 . 

对 和 矩阵 4 左 ( 右 ) 乘 第 ;iG 二 1,2,3) 种 初等 矩阵 ,就 相当 于 对 4 的 行 ( 列 ) 进行 一 次 同 种 的 初 

初等 变换 的 性 质 

(1) 矩阵 4 通过 行 (或 列 ) 的 初等 变换 变 成 B, 则 矩阵 4 与 B 的 行 ( 或 列 ) 向 量 仍 等 价 

车 4 与 B 等 价 , 则 R(A) = R(B) 

@ 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 

(2) 若 方 阵 4 可 道 , 则 存在 有 限 个 初等 方 阵 已 ,Ps ,… ,Pi ,使 得 :A 二 PiP,…P， 

(3) 设 A 为 m Xn 和 矩阵 ,对 A 作 一 次 行 的 初等 变换 ,相当 于 和 矩阵 A 左 乘 以 一 个 m 阶 初等 方 阵 ， 
对 A 作 一 次 列 的 初等 变换 ,相当 于 和 矩阵 右 乘 以 一 个 n 阶 初 等 方 阵 . 
28. 用 初等 变换 求 逆 矩阵 

方 阵 4 非 奇异 的 充分 必要 条 件 是 4 可 表示 为 若干 个 同 阶 初等 矩阵 的 乘积 . 欲求 4 的 道 甜 
阵 ,首先 要 由 A 作出 一 个 n Xx 2n 和 矩阵 , 即 

(A : E), 
其 次 ,对 这 个 矩阵 施 以 行 初等 变换 ( 且 只 能 用 行 初 等 变换 ) ,将 它 的 左 半 部 的 矩阵 4 化 为 单位 矩 
阵 ,那么 原来 右 半 部 的 单位 矩阵 就 同时 化 为 4 , 即 
行 初等 变换 


本 E 
或 者 i 岂 


38. 等 价 矩 阵 
和 矩阵 4 经 过 有 限 次 变换 化 为 也, 则 称 4 与 吾 等 价 , 记 为 4 人 了 3. 任 一 矩阵 4 总 是 可 经 过 有 限 


OO 
次 行 ( 列 ) 初等 变换 化 为 | |, 称 为 4 的 等 价 标准 形 


A 宇 B 局 A,B 是 同型 矩阵 且 有 相同 的 秩 . 
今 “存在 可 闭 和 矩阵 P,O, 使 PAQ = 了. 


U21 U22 U23 
Ql1l U12 CQ13 ， 
asl 十 ai ass 十 ai ass 十 Gas 


0 1 油 1 0 0 
P=|l1 0 0l,P.= I0 1 ， 则 必 有 


v0 0 1 1 OQ 1 
(A)AP.P, 一 B. (B)AP.,P, 一 B. (C)P.P,A=B. (D)P,P.A=B. 【 】 
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Ql CI2 CQ13 
【 例 2.6】 设 4 王 Q21 U22 423 ,B= 


U31 U32? U33 
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EL- 一 
【 解 】B 可 看 做 矩阵 4 先 将 第 一 行 的 各 元 素 加 到 第 三 行 的 对 应 元 素 上 ,再 将 第 一 行 与 第 二 行 对 调 
的 初等 行 变换 , 即 A 左 乘 以 Pp, ,再 左 乘 以 Pp, ,得 B= PiP;A, 故 可 知 (C) 入 选 . 


六 、 分 块 矩阵 及 其 求 复 


用 水 平和 铅 直 虚线 将 矩阵 A 中 的 元 素 分 割 成 若干 个 小 块 ,每 一 小 块 称 为 矩阵 的 一 个 子 块 或 
子 和 矩阵 , 则 原 矩 阵 是 以 这 些 子 块 为 元 素 的 分 块 矩阵 . 

进行 分 块 矩阵 的 加 \ 减 .乘法 与 转 置 运算 时 ,可 将 子 和 矩阵 当做 通常 矩阵 的 元 素 看 待 . 

不 过 ,在 进行 分 块 矩阵 乘法 运算 时 ,应 当 注 意 左 分 块 矩阵 的 列 的 分 法 必须 与 右 分 块 矩阵 行 
的 分 法 一 致 . 

对 于 零 元 素 特别 多 的 矩阵 ,可 以 考虑 用 分 块 矩阵 求 着 .特别 地 , 设 4, 也 为 可 逆 方 阵 , 则 


I 
OB Lo BJ 


“| =-[2 | 
BOj La OJ 


七 .矩阵 的 秩 及 其 求法 


矩阵 4 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 称 为 矩阵 4 的 秩 , 记 为 >(4). 对 于 任 一 m Xn 阶 和 矩阵 A ,存在 

m 阶 可 道 矩阵 已 (一 系列 初等 行 变换 ) ,n 阶 可 逆 和 矩阵 Q( 一 系列 初等 列 变换 ) ,使 
PAQ 一 | ,其 中 ,为 阶 单位 矩阵 

则 zr) 二. 

有 关 和 矩阵 秩 的 重要 公式 与 结论 : 

(1)7(4) = r(41I) 一 r(4IA)， 

(2) 若 A 关 0; 则 7r(4) 宇 1. 

(3)r(4 十 B) 达 7r(4) 十 r(B). 

(4)r(AB) < min{r(A),r(B)). 

(5) 若 和 A 可 道 , 则 7r(4B) = 二 7r(B); 若 B 可 道 , 则 7r(4B) 二 rr(4). 

(6) 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,B 为 nXs 和 矩阵 ,车 AB 一 0; 则 7r(4) 十 r(B) 之 x. 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 ” 求 逆 和 矩阵 


(1) 伴随 矩阵 法 :4- 一 TT , (适用 于 nn 过 3 的 矩阵 求 着). 


和 矩阵 | 第 合 剖 


(2) 初等 变换 求 逆 ; (4 ; E) 一 > (E :4-1). 


(3) 分 块 求 逆 . 
(4) 利用 定义 :4B = E, 则 A "1 二 B. 
3 站 训 
【 例 2.7】(1) 设 4= 1 4 0|, 则 (4 一 2BE)- 一 
0 0 8 
定 汪 
Co em 了 Ag 2 1 
i 
3 0 0 了 多 人 1 不 性 
ta 4 2 1 | 2 ,| 
0 0 3 0 0 1 全 区 沁 
1 0 0:1 0 100;: 10 a 
方法 一 mrt | 2 OO 1 -| 2 0:—1 1 和 -| 1 0 一 也 了 0| ， 
0 0 1if 0 让 0 1: 6 06 1 
1 0 0 
三 1 1 
故 (A— 2E)"! = | 
0 0 1 
A O71! 4 O 
方法 二 :分 类 矩阵 法 :| | 一 | ,| 
1 0:0 1 0 0 
as- ol ma- 一 方 0 | . 
0 011 
(2) 由 AA* = 二 |41E, 知 A* 一 | A 14 ,CA 二 TT 人 而 (A471)7 二 4, 因此 
. 
和 和 和 1 0 
im oo 
1 1 3:0 0 1 bo 2 一 10 1 
Tn 
0 次 一 和 潭 1 0 0 3 1 3 
| 
和 
2 2 
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5 1 
要 5 
有 人 4 一 | 一 1 1 3s 于 是 (4')71 二 TT4 = 区 
1 1 = 二 
村 2 
0 ai 
0 0 as 0 
【 例 2.8】 设 A= : : ,其 中 ai 关 0,i 二 1,2,…,n, 求 A . 
0 0 0 dn-l 
a 0 0 0 
0 :al 0 0 
0 : 0 C2 
【 解 】 Pe | 
i C oJ 
0 ;9 Cr 一 ! 
如 9 0 0 
Ul 0 0 
0 CQ2 0 
其 中 C= (a),B= | . ， 
0 0 CQ 一 1 
i 0 0 
0 元 0 
Cr- 一 (an),B- 一 | . ， 
0 0 后 机 
过 2 5] -| | 
Co B!' OJ 
0 0 0 0 工 | 
J 0 0 0 0 
al 
2 有 g 
故 及 B”! O “10 一 0 0 0 
U2 
0 0 0 1 0 
CQ 一 1 | 


【 例 2.9] 已 知 阶 算 阵 A 满足 24(4 一 E) 二 A’, 求 (E 一 A). 


【 解 】 设 法 分 解 出 因子 五 一 4. 由 24(4 一 下 ) 一 4 全 ,得 4 全 一 24 十 24 二 0， 


把 上 式 改 写 为 


即 (五 一 
(E—A)'=A:—A+E. 


故 


43: 一 24: 十 24 十 五 三 五 ， 


4)(4 -一 4 十 五 ) 一 五 ， 


【 例 2. 103 已 知 和 矩阵 4 满足 关系 式 A’ 十 24 一 3E 一 0, 求 (4 十 4E) . 
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[| 
二 
2 0 | . 
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〖 解 3 设法 分 解 出 因子 4 十 4E, 由 A? 十 24 一 3E = 二 0, 有 
(A++4E)(A—2E)+8E—3E= 0O0~>(A+4E)(A—2E) =— 5E, 


2EF_ lA 
(A+4E) (FE 54)=E, 
得 3 2 | 1 


题 型 二 ” 求 矩 阵 的 高 次 窜 A” 


A”=aoap' :ap .:…… .of =a(p ro). :. (pro)p' = (Bre)”!' .op' = (Bra)”!'A, 其 
中 Pre 为数. 
车 Pi'AP 一 B， 则 A 二 PBP ,于 是 

A” = PBP '! . PBP'!'.:..»。 PBP’'! 

一 PB(PP)BCPIP)。…。BCPP)BP = PB”P. 

方法 二 : 先 求 出 4A? ,A ,… 再 用 数学 归纳 法 求 A”. 
方法 三 :根据 4 的 特点 ,用 初等 变换 或 对 4 进行 分 解 后 再 进行 计算 . 
设 A 为 n 阶 方 阵 ,A”= 
解法 1: 利 用 二 项 式 定 理 
A”"=(B 十 0)"= 二 B" 十 nB”!C 十 … 
条 件 :B,C 相 乘 满足 交换 律 :BC = CB @C"” = 二 0,m 很 小 的 正 整 数 
解法 2: 将 A 写成 列 与 行 乘积 形式 


(5b … 0), 条 件 RGA) = 一 1 


解法 3 :特征 值 法 
PAP = A=>A = PAP =A" = PA"P™ 
| 
【 例 2. 11】 已 知 和 矩阵 4 = PQ, 其 中 P= : 
1 
【分 析 卫 计算 方 阵 的 高 次 寡 是 一 种 常见 的 题 型 , 除 用 数学 归纳 法 外 ,还 应 注意 结合 方 阵 本 身 的 特 
征 进行 讨论 . 本 题 的 关键 是 注意 PO 为 矩阵 ,而 QP 为 数 ,利用 和 矩阵 乘法 的 结合 律 4 一 
PO，P0 二 P(QP)Q = 二 2PQ 达到 简化 的 目的 . 


,0 3 [2， 和 1,2】], 求 矩阵 A,A’ wa 


1 a 这 1 
【 解 ]4 = 二 PO = a 1,2] = |4 2 4|， gral 
1 2 1 


A:=PO.PO=P(QPQO=2P0 =24，4 和 = 一 4 .4 一 24.4 一 24: 一 2 .4. 
一 般 地 , 设 A“! = 2 和 4 ,于 是 根据 数学 归纳 法 ,有 A* 一 2 .A， 
则 4 一 4 A 一 2624。.4A 一 24242 一 2 A. 
〖【 例 2. 12】 已 知 AP = PB ,其 中 
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B= = 
求 A 及 A'. 
1 0 0 
mk | 一 1 | 四 人 机 
4 1 1 
1 0 of oo 0 1 0 
-mm 一 1 中 0 :| 一 1 | 
2 1 1Jl0 0 ll-4 1 1 
1 地 1 0 0 有， 0 
-| 0 0 2 一 1 8 二 | 有 ov | 
2 0 一 二 [4 1 1 6 一 1 一 1 


“4 一 (PBP-)CPBP)。…。(CPBP 一 ) 


4 一 A。A。… 
ons 
1 0 0 
一 1 一 1 


5 个 4 


一 PB5P- = PBP- 一 


6 
i 芍 站 
tm a | 1 01s 求 A 
0 0 1 
【 解 】 方 法 一 :用 数学 归纳 法 . 
业 心 也 1 0 2 
因为 人 
© 0 1 0 0 1 
1] 0 3 
A -| 1 中 
9 “0 1 
1- 0" m= 
一 般 地 , 设 4 一 = 一 |0 1 00 EE 
0 0 1 
1 -0 wh 人才 1 
“a 1 0 | 1 -| 
0 0 I 0 0 1 0 
1 0 n 
由 数学 归纳 法 知 “| 1 中 
0: OO 1 


方法 二 :因为 4 是 初等 矩阵 ,4" = 下 ,4.4.… "4, 相 当 于 对 五 一 


n 个 A 
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1 
Bb 
0 


0 0 
1 0 
0 1 


施行 n 次 列 


| 
初等 变换 (把 第 一 列 加 到 第 三 列 ) , 故 
1 ”交流 
A” = b LY Ol 
0 六 1 
方法 三 :利用 对 角 阵 和 主 对 角 线 为 零 的 上 三 角 阵 适 的 特点 进行 计算 . 
公交 1 二 © © 0 0 1 
令 4 王 1 0|=|0 1 0 十 |0 0 0|= E+B$, 
0 0 1 0 © 1 QO 0 0 
[0 0 1 
其 中 B= 二 J0 0 0|, 则 
I0 0 0j 


A = (E+B)"= E+tn. E B+ EB 十 … 十 7BEB +B". 


! 
局 = 秆 0 一 褒 交 
0 -| 0 i od 
0 0 0 必 性 


0 0 1 
因为 B* 一 k 0 | 0 
0 0 OL 


1 人 观 
故 有 A”"= E+nE”™'B= EnB 一 Bb 中 
0 0 1 


题 型 三 有关 初等 矩阵 的 命题 


E-! [i 二) :EEi,j+iCh)] 二 E[i,j 十 i( 一 k)]. 对 和 A 作 初 等 行 ( 列 ) 变换 ,相当 于 左 ( 右 ) 


k 
乘 同 类 型 的 初等 矩阵 . 
dl dl ai13 Q21 G23 ad22 0 |] 必 1 0 0 
【 例 2.14】 设 4A= jc az as|l,B= la as awzslsP=|1 0 0|,Q= |0 0 | 
Qs3l Ud32 4d33 dsl ds33 4d32 0 90 1 @ 10 
且 P"AQ" = 二 B, 则 
(A)m= 5,n= 6 (B)m= 6,n=5 
(C)m= 5,n= 5 (D)m= 6,n= 6 【 】 


【 解 3B 是 A 经 过 交换 第 一 、 二 行 , 再 交换 二 三 列 所 得 结果 , 且 忆 二 Q 二 ,因此 当 m,n 均 为 奇 
数 时 ,有 P” = P,Q& 二 Q, 从 而 P"AQ" = PAQ = 二 B, 故 选 (C). 
【 例 2.15】 设 A 为 n(n 宇 2) 阶 可 逆 矩 阵 , 交 换 4 的 第 1 行 与 第 2 行 得 矩阵 B.A” ,B" 分 别 为 A， 
B 的 伴随 矩阵 , 则 
(A) 交换 A 的 第 1 列 与 第 2 列 得 B*.  (B) 交换 A” 的 第 1 行 与 第 2 行 得 B*. 
(C) 交换 A* 的 第 1 列 与 第 2 列 得 一 B . (D) 交换 4” 的 第 1 行 与 第 2 行 得 一 B*. 
【 了 
【 解 3 由 题 设 ,存在 初等 矩阵 Eis (交换 nn 阶 单位 矩阵 的 第 1 行 与 第 2 行 所 得 ) ,使 得 Els4 二 B, 于 是 
B* = (EA)’ = A*E;, = A' |E;|. Es: 一 一 人 五， 
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即 4 Ei, =—B" ;可 见 应 选 (C). 


all C12 QI13 Cl14 Ula Q13 C12 all 
[ 例 2 16】 设 A ee CQ21 C22 Q23 C24 ,B i Q23 C22 CQ21 

CC31 U32 33 dd34 daa CQ33 Q32 CQ31 
dal CQ42 Qa3 CQ44 Qad Qi43 CQ42 CQ41 
0 001 rL 0 0 0 
0 1 沾 昼 0 0 10 

卫 = 0 0 10 ,P;, = 1 0 0 ,其 中 A 可逆 , 则 B71! 等 于 
1 0 0 0 lo0o 0 01 

(A)AP,P,. ~ (B)P,A7P.,. 

CC)P, P, 4 一 ， (D)P,4-P,. 


〖 解 〗3 通 过 观察 易 见 ,矩阵 再 是 通过 交换 矩阵 4 的 第 2 .第 3 列 和 交换 第 1、 第 4 列 后 得 到 的 . 即 
B 一 AP,P, ,于 是 了- 一 Pi'Pz'A 1 二 PiP;A 2 , 故 应 选 (C). 


题 型 四 ” 解 矩 阵 方程 


4X 一 了 或 XA 一 B 或 4XC=B. 
(2) 再 通过 左 乘 或 右 乘 可 逆 矩 阵 将 以 上 形式 分 别 变 为 
X 一 4-B 或 X= 二 BA 或 X 一 4 BC . 
转 若 4 不 可 地 , 则 一 般 转 化 为 解 方程 组 ， 


0 二 1 和 > 一 全 观 
[ 例 2.17] 设 B= ey | 
0 -6 1 1 0 0 总 1 
0 0 0 1 0 0 0 2 
矩阵 闵 满 足 关系 式 :X(E 一 CB)'C' 一 EE, 求 X. 
【 解 ] XC(E 一 C1B)'CT = X[C(E— C1B)]' = X(C—B)", 
于 是 原 关系 式 变 为 X(C—B)'=E, 
所 以 X=[(C—B)']. 
1 吕 各 1 0 0 0 
而 C 一 B 一 A . ee 
0 1 交 :0 工 
GG v0 CV 4 1 
1 0 0 0 
2 o 060l lo i060 2 LV 
lo o Hd lo 2 1 -8 Q'1 
4 3 2 1 0 人 和 上 | 
1 .0 WW 
0 9 道光 -2 100| lo100 一 并 人 0 
“lo oo 1 -多 1 lo 6010 ,i 
0 司 号 2 | 6 了 一 风 1 
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ER 
1 0 0 直 
= 区 1 0 0 
及 二 . 
禾 和 1 0 
0 1 二 罗 了 
站 “全 
【 例 2. 18】 设 矩阵 4= |0 2 0|, 和 矩阵 和 满足 4 和 十 五 王 42: 十 关 , 试 求 矩 阵 六 . 
1 0 1 


【 解 】 由 于 AX 十 五 一 A? 十 关 , 即 
(A—E)X=A:—E= (A—E)(A+E), 
0 0 1 
nA 5 | 1 0 
0 


是 可 逆 和 矩阵 ,所 以 


1 0 
2 0 1 
X= (A—E) (A—E)(A+E)=A+E= |0 3 | 
和 
1 0 
0 工人 诈 
【 例 2. 19】 设 矩阵 4 的 伴随 矩阵 4” 王 全 , 且 A4B4- 一 BA !' 十 3E, 其 中 EE 为 四 阶 
0 二 


单位 矩阵 , 求 矩 阵 B. 
【 解 】 方 法 一 :因为 14 |==|41”"， 有 |14|1 = 二 8， 得 14|=2. 
又 (4 一 E)BA"' = 3E, 有 (4 一 E)B 一 34. 
从 而 A 1!1(4 一 E)B = 3E, 由 此 得 (E 一 A 1')B 二 3E,， 


即 (已 一 T4T4' )B 二 3E, 亦 即 (2E 一 A*)B = 6E. 


又 ”2 一 4 为 可 逆 和 矩阵 ,于 是 


站 全 交 
i 0 6 0 
B= 6(2E—A)'=6 = 
1 0 1 0 6 0 6 
0 六 看 一 和 和 二 
方法 二 :由 |4" |=|41" ,得 |41|=2. 


又 由 AA4" =|141 瑟 ,对 4B4- 一 BA 十 3E, 先 右 乘 A, 再 左 乘 A* ,得 
AAB=A*B++3A*A, 
1IA|1B=A*B+3|A|E, 


即 (2E—A* )B = 6E. 
i TY 0 HY 6 0 0 0 
于 是 B62E_A*)'=6 0 1 0 0 0 6 0 9 
-1 0 1 已 6 0 0 
0 名 二 8 0 次“ 二 1 
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求 矩 阵 的 秩 


题 型 五 


求 矩 阵 秩 的 基本 方法 有 :O 定义 法 ;@ 初等 变换 法 (可 以 行列 初等 变换 并 用 ) ;@ 利用 向 


所: 


外 


量 组 求 秩 法 . 
【 例 2. 20】 求 下 列 和 矩阵 的 秩 : 


6 
所 
8 
9 
10 


1 
2 
3 进 & “6 7 
4 5 6 7 8 
a §€ 7-8 9 


(2)B 


SS SS SS 
3 A Wr 
El 
| 
OO 四 一 王 
.| 
| 
< 


1 
1 
0 
0 
0 


: 


【 解 】(1)A 


En 
= 
SS SS DD 人 写 
Ch Cy mi 
SS 
= OO OO OO 
ee ee i, 
re 
OO SO OO 
oS rd 
a I CY mt wa 
SS 过 ” 生 本 全 
i OO OO 
ees 
一 | 一 
cq | 
| 
/| 
一 | 一 
cm | ip 
|~ 


所 以 r(4) 三 5. 


2 3 4 5 6 
1 
1 
1 
1 


从 最 后 一 行 开始 ,后 
一 行 依次 减 前 一 行 


6 
7 
8 
9 
10 


2 3 4 5 
3 4 5 6 
3 4 5 6 7 
4 5 6 7 8 
Ss. 6 YY 8 


1 
2 


0 0 0 0 0 0 


0 0 0 0 0 0 


所 以 7r(B) = 2. 


(2)B 


, 且 秩 r(A) 3 , 则 k 


【 例 2. 21】 设 矩阵 A 
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【 解 】 因 为 秩 r(4) 二 3, 故 行列 式 | 4 1= 0, 可 解 得 k= 一 3,k = 二 1. 当 上 = 二 1 时 ,A = 


1 1 1 1 
1 Tt 
, 秩 r(A) = 1 ,不 合 题 意 , 故 k = 
I 
| 


@ 作为 填空 大, 若 已 排除 上 一 1, 则 有 一 一 3 不 必 代入 验算 . 
a 下 了 卫 ww 


1 a 1 : 1 
【 例 2.22] 设 A 为 n 阶 方 阵 ,A 二 | .，. .| , 求 ~(A) 
业 下” 出 a 
a 1 1 ws 1 & 二 (n=1) 1 1 oo 1 
1 下 “| Q& 十 (2 一 1) a 1 … 1 
[ 解 ]| AI= | ， a ; 
1 1 1 … a a 二 (nm—1) 1 1 “ & 
1 1 1 … 1 
1] a 1 … 1 
二 [a 十 (n 一 1)]|. . 
1 | a 
1 1 1 1 
0 = 0 
一 [a 二 (nO— 1)] 
0 0 0 … a—1 


一 [ae 十 (2 一 1)](a 一 1 一 : 
(1) 当 a 关 1 一 n 且 a 关 1 时 , | A | 关 0 二 R(A)= 二 nn 


1 1 二 “1 1 1 1 
1 1 1 … 1l 0 0 0 … 0 
(2) 当 4a 二 1 时 ,A 二 | ，. ,| 和 | ，. .| 和 >r(A)=1 
1 二 是 se 1 0 QO 0 0 
(3) 当 4a = 二 1 一 n 时 , | A |==0,A 的 n 一 1 阶 顺序 主子 式 
1—n 1 1 … 1 = I ] 1 
1 j= 1 一 1 
1 1 上 :一流 一 1 1 一 坟 
一 人 1 1 1 
0 = QO ws 0 
= .|= (一 1 天 0 
0 0 0 0 
r(A) 一? 一 1 
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题 型 六 ”关于 和 矩阵 对 称 \ 反 对 称 命题 的 证 明 


【 例 2. 23】 设 A 是 对 称 和 矩阵 ,了 B 是 反对 称 和 矩阵 , 则 AB 是 反对 称 和 矩阵 全 4B 一 BA. 
〖 证 3 “过 ” 即 已 知 4 = 二 A7,B 一 一 BT, 且 4B 一 一 (4B) ,要 证 AB 一 BA. 
因为 4 一 A 


因为 (4B)" = BT4AT 一 一 5 一 一 BA, 又 AB 一 一 (4B) ， 


所 以 一 BA 一 一 4B 二 4B = BA. 
“<»” 即 已 知 A4 二 4A7,B 一 一 BT,4B 一 BA ,要 证 AB 一 一 (4B).. 
因为 AB 二 BA ,所 以 (AB)r 一 (BA),(BA)" 一 4TBT 一 一 AB， 
于 是 (4B)T = 一 A4B， 即 4B 一 一 (4B)7. 
【 例 2. 24】 证 明 任何 一 个 款 阶 方 阵 都 可 以 表示 为 一 个 对 称 矩 阵 与 一 个 反对 称 和 矩阵 之 和 ， 
【证 本 本 题 与 高 数 中 证 明 任何 一 个 函数 可 表示 成 一 个 奇 函 数 与 偶 函 数 之 和 的 构造 法 类 似 . 
设 A7 为 矩阵 4 的 转 置 . 


入 起 = i ,因为 BT 一 到 CAT 十 (477) = 到 CAT 十 4) 二 B_ 对 称 和 矩阵. 
TT i 
入 在 一 盘 ,2 ,因为 Cr 一 ( 过 j= ;AT A) (A 4T) 一 反对 称 和 矩阵 . 


显然 有 A 二 B 十 C, 故 命题 得 证 . 


题 型 七 ”关于 方 阵 A 可 逆 的 证 明 


:提示 :思路 之 一 :验证 方 阵 A 所 对 应 行列 式 | A | 天 0, 适 用 于 矩阵 4 已 给 出 具体 元 素 的 形式 . 
思路 之 二 : 求 一 个 与 4 同 阶 的 方 阵 B, 车 4B 二 E( 或 BA 一 E), 即 可 证 A 可 逆 . 
适用 于 算 陈 4 为 抽象 的 形式 . 
思路 之 三 : 反 证 法 . 
【 例 2.25〗 设 4,B 均 为 n 阶 方 阵 ,E 为 n 阶 单位 阵 , 证 明 : 
(1) 若 4 十 了 一 4B, 则 4 一 已 可逆. 
(2) 车 一 AB 可 逆 , 则 EE 一 BA 可 逆 , 并 求 其 逆 . 
【证 ](1)4 十 B 一 4B => 4 一 (4 一 E)B => (A4—E)+E= (A—E)B 
>(A—E(B—E)=E,|A—E|I|B—E|=]1,|A—E|z0. 
故 4 一 互 可 逆 ， 
(2) 用 反 证 法 : 若 瑟 一 BA 不 可 道 , 则 | E 一 BA | 二 0, 于 是 存在 一 个 XX 闯 0, 使 
(E— BA)X=0 => X= BAX. 
仿 Y = 二 AX, 则 X= BY 过 Y 关 0( 否 则 XX= 0). 
又 (E 一 AB)Y 二 Y 一 ABY 一 Y 一 4X 一 0, 这 与 (EB 一 AB) 可 逆 矛 盾 . 故 E 一 BA 可 逆 . 
【 另 证 〗 因 为 EE 一 4B 可 逆 , 所 以 存在 盖 阶 可 逆 和 矩阵 C ,使 
CCE—AB)= (E—AB)C—=E > CAB=ABC=C—E, 
从 而 BCABC)A = 二 BCC—E)A => E+BCA—BA—BABCA=E, 
即 (E 一 BA)(E 十 BCA) 一 EE, 故 EF 一 BA 可 道 , 且 (E 一 BA) "二 E 十 BC4. 
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【 例 2. 26】 设 ” 阶 和 矩阵 4 ,B 和 A 十 B 均 可 逆 , 证 明 : 
(1)A71' 十 B ?也 可 道 , 且 (4 1 十 B 1') 1 二 A(A 十 B) "1B = B(A 十 B) Ah， 
(2)(4 十 了 一 4 一 4T1(4- 十 了 1) 一 4 
【证 〗(1) 因为 (4 ' 十 B71')[A(4 十 B) 1B] 一 (4 十 B) 1B 十 B'A(A 十 B)71B 
=(E+B'A)(A+B)'B= (E+B'A)[B'(A+B)]! 
=(E+B'A)(B'A+E)!'=E, 
所 以 (A 二 B') "= A(A 十 B) 1B. 
同 理 可 证 (4 十 BO 一 一 BA 十 B) 4. 
(2) 由 (1) 的 结果 ,有 
(4 十 B)L4 一 4 十 BO) A']= (A+B)[A'—A'!A(A+B) BA'] 
二 (A 十 B)[AT1' 一 (A 十 B) 1BA '|] 二 (4 二 +B)[E— (A++B)'BIA' 
二 (A 十 B)(A4 十 B)7'[A 十 B 一 B]A'!' 二 (A 十 B)(A 十 B) "1AA"1 = EF， 
故 (4 十 也 ) 一 4 一 41(4 十 BID) 4 


题 型 八 ”与 4 的 伴随 阵 A” 有 关联 的 命题 的 证 明 


【 例 2.27】 设 A 为 n 阶 非 零 方 阵 ,A" 是 A 的 伴随 矩阵 ,4" 是 4 的 转 置 矩 阵 ,证明 : 当 4 二 A" 时 ， 
A 可 道 . 
【证 3 因为 44* 一 |A4|E,A "二 A", 所 以 A4" = 二 |4A|E. 
若 | A | 二 0, 则 A4" == 0, 设 A 的 行 向 量 为 @;(i 一 1, ,72)， 
于 是 xiwI = 0(i = 1,…,n)=>a; = 0>A=0. 
这 与 4 是 非 零 矩阵 矛盾 , 故 | 4 | 关 0, 即 A 可 道 . 
【 例 2.28】 设 4 为 ” 阶 可 闭 矩 阵 , 且 4 二 | A |E, 证 明和 的 伴随 和 矩阵 A” = A. 
〖 证 〗 因 为 4 为 n 阶 可 道 和 矩阵 ,所 以 
A*=|A|A'=|A|EA "=A:.A'=A. 
【 例 2.29】 设 A 为 n 阶 方 阵 (n 三 3) ,证明 :(4")* =| 4 1h. 
【证 3 由 公式 BB* 一 B*B=|B|E, 有 (A4*)" .A =|4 |E, 


又 14" |=| 4 |, 所 以 (4")"A" 一 | 4 | 一 五. 

(1) 车 |4" | 关 0, 则 | 4 | 了 去 0, 于 是 

(一 | "EA =|I4 "TE|A|Aa =|AI" “TT 
即 (A’)" =| 41"™A. 


(2) 若 |4* |==0, 则 | A |= 0. (车 不 然 | 4 | 冯 0, 则 | A* | 关 0 了 矛盾 !) 
当 n 二 2 时 ,r(4*) 过 1, 于 是 rL[(4*)*] = 二 0, 故 (4*)= 二 0. 
因此 (i 

【 例 2. 30】 设 和 矩阵 4 的 元 素 均 为 整数 ,证 明 :A 的 元 素 均 为 整数 全 | 4 |== 土 1. 


[证 ] “=>” AA4 "一 E,|1A | 王 |4| 一 . 
因为 4 与 4 -的 元 素 均 为 整数 ,所 以 14 1 | 与 | 4 | 均 为 整数 . 
故 | 4 |= 土 1. 


“<=” 因 为 A 的 元 素 均 为 整数 ,所 以 伴随 阵 A” 的 元 素 均 为 整数 ， 
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又 4 一 434 ,141= 士 1, 故 4 的 元 素 均 为 整数 . 
【 例 2. 31] 设 和 矩阵 A 可 道 , 且 4 的 每 行 元素 之 和 均等 于 常数 a, 试 证 : 


(Da 关 0;(2)A1! 的 每 行 元 素 之 和 都 等 于 一， 


Q21 QQ22 ”dUd2n a dz U2n 
【证 ] (1D)A 二 |. .. ee 。 


a en 

若 a 二 0, 则 | 4|== 0, 这 与 4 可 道 即 | 4 | 关 0 蔬 盾 , 故 a 关 0. 

(2) 今 A= (i000) ,A = (PB,p,% ,Bi),E = (el,es,***,e,), 
因为 A471A = 二 EE, 所 以 A'a; 二 ej;(j 二 1,2,…,n). 


于 是 A 十 A Tg 十 … 十 A Gg 二 A (gm 十 @2 十 十 0) 二 @ 十 @2 十 … 


a 1 a a 
ma- a | me 
a 1 a 


a 


1 1 
所 以 (PB 十 PB 十 … 十 B)a 二 . ; 故 (所 十 Be 十 … 十 p) 二 
1 区 


1. 关于 矩阵 秩 的 不 等 式 的 证 明 


思路 之 二 :利用 分 块 矩阵 的 乘法 ,结合 齐 次 方程 组 进行 分 析 . 
〖【 例 2. 32 了 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 ,证 明 :r(AB) 宇 r(4) 十 7r(B) 一. 
【证 】 设 (4A) = 二 rr,r(B) 二 s; 则 有 


oo -区 人 wo -区 人 


O 0O 
于 十 PABO, Pi,40 (Or Pz;' )P;, BO ，. 
令 C= Qi!'P;" -3 (Ci ) rxn» 
C1l Ga Q 
C1 “”” Cln 站 。 
则 ”PiABQ -| | hE 及 “|= ” ”” |=ec 
| 
Cd Cm 
0 0 


又 可 知 任 一 矩阵 每 减少 一 行 ( 或 列 ) ,其 秩 减 少 不 超过 1, 而 r(C) 一 7， 
故 r 一 (4B) = 二 r(C,) 宇 nn 一 (n 一 了 ) 一 (n 5 一 7 十 8 一 全 
〖 例 2.33] 设 A= Ca);B = (C0;)wxn; 则 7(4B) 入 minLr(4) ,r(B)]. 
【证 】 设 ~(4) = 二 rr,r(B) 一 3， 
则 存在 阶 可 逆 矩 阵 P, 及 s 阶 可 道 和 矩阵 Qi ,使 
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E, O 
P. AO, 汪汪 WR 网 | 


同 理 ,存在 s 阶 可 逆 和 矩阵 P; 及 n 阶 可 逆 矩 阵 O: ,使 


,0 
P, BO， = 区 | 了 是 PABO, a P. AQ (OU P;' )P, BO， , 令 C= Ci P;! 3 (Co ) sxs， 
Cl & 0 
Cl “” Cl 
EB OF 三: , |rE:: 0O 2 
则 PABO, = | | 3 & | 人 9 
O 0 O 0 Ge 2 Ch 
ce cs 
0 0 
C11 Cl 
故 7r(C4B) 一 r(PA4ABO,) 一”| : ;| 之 min(r,s) = min[r(A),r(B)]. 
CA Cy 


【 例 2.34】 设 A 与 B 均 为 n 阶 方 阵 , 若 AB 二 0, 则 (4) 十 r(B) 之 n. 
【证 了 设 和 矩阵 B 的 列 向 量 为 ,PB ,，… ,Pp , 则 由 分 块 矩 阵 的 乘法 
有 A. B= (Ap ,Ap,,…,AP,) = (0,0,.…,0), 
于 是 48) =0 (= 1,2,.,n) 
可 见 B 的 列 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 的 解 . 
设 >(4) = 二 7+, 则 此 方程 组 的 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 为 n 一 r 个 . 
于 是 向 量 组 记 ,pp，,…,p, 的 秩 志 nn 一 7, 即 7r(B) 过 nn 一 7, 故 7r(A) 十 r(B) 过 nn. 
8. 关于 矩阵 秩 的 等 式 的 证 明 
提 ;: 示 : r(A) =7r(B)Or(A) 二 r(CB) Er(A) 三 r(CB). 
AB = 0 一 r(4) 十 r(B) 二 7 ， 
r(A) 十 r(B) = lt = kE=>r(A)++r(B) 1, 
其 中 有 有关 0 为 常数 . 
【 例 2.35】 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 ,4BA = B 7 ',E 为 n 阶 单位 阵 , 证 明 : 
r(E—AB)++r(EAB)=n. 
【证 】 因 为 A4BA = 二 B-' 二 ABAB = EE 二 (E 一 AB)(E 十 AB) = 0， 


所 以 r(E—AB)++r(E+AB)<n. (OO) 
又 (E—AB)+ (EAB) = 2E, 
所 以 r(E—AB)++r(E+i+AB) 二 r(2E) 一 7， © 
由 @ ,@) ,得 r(E—AB)+r(E+AB)=n. 
自我 练习 : 设 A 为 n 阶 方 阵 , 且 和 一 A 二 2E,E 为 n 阶 单位 矩阵 , 则 xr(2E 一 A) 十 r(E 十 A) = 二. 
二 “ 儿 ”这 
【 例 2. 36 了 已 知 2 王 |2 4 |， 为 三 阶 非 零 矩 阵 , 且 满足 P 一 0,; 则 xr(P) 二 (  ). 
3 6 9 
(A)t = 二 6 时 ,PP 的 秩 必 为 1. (B)z 二 6 时 ,P 的 秩 必 为 2. 
(C)t 关 6 时,P 的 秩 必 为 1. (D)t 关 6 时 ,P 的 秩 必 为 2. 


【 解 】 因 为 P,Q 均 为 三 阶 方 阵 ,又 PO = 0， 
所 以 xr(P) 十 r(Q) 委 3. 
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2 克 
4 .6 | 的 秩 = 1, 于 是 r(P) 过 2， 
6 9 
当 4 关 6 时 ,r(Q) = 2, 于 是 r(CP) 入 1， 

又 r(P) 宇 1(P 为 三 阶 非 零 方 阵 ), 故 r(P) 二 1, 即 (C) 入 选 . 


1 
当 上 一 6 时 ,r(O) 王 |2 
3 


第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


， 思维 定 势 1 ， 题 设 条 件 与 代数 余子 式 As 或 4， 有关， 则 立即 联想 到 用 行列 式 按 行 ( 列 》 
: 展开 定理 及 A4 ”一 4 站 = 二 | 和 | 交 : 


【 例 2. 37】 设 矩阵 4 = ,其 行列 式 | A |= 一 1, 又 4 的 伴随 矩阵 4” 有 一 个 特 


二 二- 0 2 
征 值 Mo, 属于 的 一 个 特征 向 量 为 w = [一 1, 一 1,1】, 求 aoc 和 )。 的 值 . 
【 解 】 题 设 与 4” 有关, 利用 公式 A4” 二 | A | 五 化 简 . 
由 已 知 ,有 A4"*aw 一 how 一 44 wa 一 1o4w 
>|Al|a= NAa. 
而 | 4 |= 一 1, 于 是 Aha 二 一 @， 


a = 地 站 次 = 2 刘 
即 "|; b | 1 
站 = 人 0 一 1 1 


ho (一 4 十 1 十 c) 三 1， @) 
| © 

| No( 一 1 十 c 一 a) = 一 1 @ 
由 式 和 式 @ , 解 得 1 = 1, 将 % 二 1 代入 式 @ 和 式 四 ,得 6 二 一 3,c 二 a. 再 由 |4|= 
一 1, 有 


也 即 


思维 定 势 2” 若 涉及 4A,B 是 否 可 交换 , 即 4B 一 B4 ， 则 立即 联想 到 用 闻 短 阵 的 定义 去 ， 


[ 例 2. 38】 设 4， B 为 阶 方 阵 ， 且 A 十 B= AB. 
(1) 证 明 :A 一 EE 可 道 ;(2) 证 明 :4B = BA. 
【证 ] (1) 由 4 十 也 一 4B， 
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ER 
有 AB 一 A 一 BE=E 二 (4A4—E)(B—E)=E, 
故 A 一 E 可 逆 , 有 (4 一 E) 1 二 B 一 E. 
(2) 由 (1) 知 ,A 一 EE 与 B 一 E 互 为 道 矩 阵 , 于 是 由 道 和 矩阵 的 定义 知 
(A—E)(B—E)= (B—E)(A—E), 


.btB 再 说 . 


[ 例 2.39】 已 知 4,B 为 三 阶 和 矩阵 , 且 满 足 24 1B = 二 B 一 4E, 其 中 EE 是 三 阶 单位 矩阵 . 
(1) 证 明 : 和 矩阵 A 一 2E 可 道 ; 


1 —2 0 
(2) 若 B= 二 11] 2 0|, 求 矩阵 A. 
0 0 2 


【 解 〗(1) 从 24 'B 二 B 一 4E 中 设法 分 解 出 因子 A 一 2E. 
24"'B=B-4E > 28B8 一 4B 一 44 


> AB—44—2B=0 
> AB—2B— (4A— 8E) = 8E 
>» (A—2E)B—4(A—2E)= 8E 
> (A—2E)(B— 4E) = 8E, 
即 (A— 2E). 训 (B—4E) 二 在, 
故 A 一 2E 可逆 , 且 (A 2E) + = (8B 4E). 


(2) 由 (1) 知 A 一 2E = 二 8.(B 一 4E) ' 二 A = 二 2E 十 8.(B—4E)" 


eb 人 0 2 0 
=2E+8| 1 一 2 | -上 下 ,| 
0 QQ 一作 0 0 一 外 


二 、 综 合 题 解析 
及 | 二 1 1 
【 例 2. 40] 设 X,Y 是 独立 同 分 布 的 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 工 T 工 |, 求 矩阵 
3 3 3 
和 2 
A=| 3 1 X 十 2| 的 秩 为 2 的 概率 . 
一 区 二 
| 2 
【 解 】 了 对 4 施行 初等 变换 | 4 X 一 4|， 
外 芒 于 六 


因为 r(4) = 二 2, 所 以 六 十 Y= 二 0. 又 久 十 Y 的 分 布 律 为 
x+Y|-2 一 1 0 1 2 
405 


第 @ 篇 | 线性 代数 


所 以 4 的 秩 为 2 的 概率 为 
| 
RLY 人 二 


【 例 2.41】 设 A 为 m Xn 实 和 矩阵 ,n 二 m, 且 方程 组 Ax = 二 5 有 了 唯一 解 .证 明 :A'A 可 首 . 
【证 】 因 为 hx 二 b 有 唯一 解 ,所 以 Ax 二 0 只 有 零 解 . 设 A'Ax = 二 0 有 非 零 解 , 即 3 xo 关 0, 使 
ATAx。 二 0, 有 xiA'Ax,。 一 0, 即 (Axo)'(Axo) 一 0. 
所 以 hx 二 0, 即 Ax 二 0 有 非 零 解 ,与 已 知 相 矛盾 . 
因为 474x 一 0 只 有 零 解 ,又 474 是 n 阶 方 阵 ,所 以 A"A 可 首 . 
【 例 2.42】 设 nn 阶 可 道 阵 A = (el ,as ,… ,0,) ,Gi 为 n 维 列 向 量 (i 二 1,2,…,n),PB 为 n 维 非 零 列 
向 量 , 且 与 el ;G2 ,… ,Qi 均 正 交 , 则 B 二 (@i ,Gs，… ,1,P) 可 逆 . 
【证 了 证 明 如 可 逆 即 证 明 向 量 组 we ,oz ,… ,0 1,P 线性 无 关 . 令 
ki@i 十 RG 十"… 十 ki1Q 1 十 kB = 二 0， 
两 边 左 乘 广 , 即 
Aroi + kB os hk, Pao, kp'P= 0, 
因为 Prw = 0Gi=1,2,… ,nn 一 1),PB#x 0, 
所 以 &B'B 二 0, 即 ,二 0, 有 ki@i 十 kz@2 十 … 十 ki@n1 一 0， 
又 因为 A 可逆 ,所 以 @i ar, ,Qn1 线性 无 关 . 
因为 局 = 二 二 … 二 1 二 0; 所 以 @ ,Gz，…,@1;b 线 性 无 关 . 即 B 可 首 . 
可 大 三 
1. 填空 题 . 
(1) 设 ol az ,os ,0 有 均 为 4 维 列 向 量 ,4 二 [Laiazyoas 0],B 二 [oy@,03,Bl, 且 |A4|=2， 
1B|=3, 则 | 4 一 38 | 一 六 
(2) 车 对 任意 的 由 X1 给 阵 慎 , 均 有 4X 一 0, 则 4 一 
(3) 设 人 为 za 阶 方 阵 ,存在 非 零 的 mXn 短 阵 B, 使 AB 一 O 的 充分 必要 条 件 是 
(4) 设 和 A 为 n 阶 矩阵 , 则 存在 两 个 不 相等 的 n 阶 答 阵 B,C, 使 AB 二 AC 的 充分 条 件 是 . 


Ul 


3 |[ 而 去 生 ] 二 


Qn 


1 1 
(6) 设 和 矩阵 A 二 |B 一 A 一 34 十 2E, 则 也 : 一 


(7) 若 n 阶 适 阵 A 满足 方程 4A“ 十 24 十 3E 二 0, 则 A ”= 


1 0 1 
(8) 设 4 一 2 0|, 则 (4 十 3E) 1(A? 一 9E) 一 
0 0 1 
1 一 1 2 
(9) 设 和 矩阵 A 王 几 1 , 则 4 1 一 A* Y=©@ 2” 二 三 
4 3 3 
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2 130 0 
(10) 设 短 阵 4 一 | | ， ?| 则 人 的 逆 拭 阵 4-1 一 
一 1 2 2 5 
1 一 1 1 3 
2. 选择 题 . 
(1) 设 人 ,如 为 同 阶 可 逆 矩 阵 , 则 
A.4B = BA. B. 存在 可 逆 适 阵 P, 使 P'AP = B. 
C. 存在 可 逆 矩 阵 C, 使 CIAC = BB. D. 存在 可 逆 矩 阵 P 和 0Q, 使 PAQ = 了. 
【 】 
、 A' 0 
(2) 设 和 4B 孝 是 阶 可 过 天 隆 , 则 | 一 2[ 2) 
A.(—2”|1A|I|BI™. B. (一 2)"”|A4|| 瑟 | 一 . 
CcC.—2|1A47||B|. 下 一 公 | 过 || 法] 【 】 
(3) 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 ,下 面 结论 正确 的 是 
A. 若 A,B 均 可 逆 , 则 A 十 B 可 泛 . B. 若 和 A,B 均 可 逆 , 则 AB 可逆. 
C. 若 A 十 BB 可逆, 则 A 一 B 可逆 . D. 若 A 十 B 可 逆 , 则 A,B 均 可 逆 . 【 】 


(4) 设 A 和 A 为 n 阶 方 阵 , 且 |4 | 天 0, 下 列 正确 的 是 
A. 对 n 阶 方 阵 B, 若 AB = 0, 则 B= 0. 
B. 对 nn 阶 方 阵 B, 若 4B 二 BA, 则 |B| 关 0. 
C. 对 n 阶 方 阵 BB, 若 |B | 二 | A |, 则 A,B 有 相同 的 特征 值 . 
D. 对 任意 非 零 向 量 x 一 (Xz1,X2z，"… ,Ta)1 ,都 有 x Ax 二 0. [  ]】 


(5) 设 n 维 向 量 @ 一 ( 广 ,0，,…,0, 亏 ), 短 阵 和 A 二 EE 一 ga;B 二 EE 二 2g"@, 其 中 羽 为 n 阶 单位 


矩阵 , 则 AB 一 
A. 0. B. 一 五 , CC 五. D. 五 十 ore. 【 】 
Qi Qi Qi Q2l Q22 23 0 1 0 
(6) 设 4 王 a22 |- b Qil a12 a13 | = |1 "0 Ol, 
31 432? 433 31 一 Q2l as 一 Q22 033 一 Q33 0 0 
设 有 P,PiA 二 B, 则 已 一 
1 0 1 0 0 1 © 1 1 0 一 二] 
| so cd pi 0 
1 0 1 1 "“@ 1 0: 0° 1 O00 4 
【  ]】 
(7) 设 4 为 妈 阶 可 逆 矩 阵 , 则 (一 4) ”等 于 
A. 一 4 ， B.4”. ,A 玖 D. (一 1 一 4 .【 】 
(8) 设 即 阶 答 阵 4 非 奇 异 (n 宇 2),A* 是 适 阵 A 的 伴随 算 阵 , 则 
A. (4 ) =|Al™A. 和 《0 二 | 过 二 大 
C, CA Y" =lA TA, D.(A4*)* =|A|™A. 【 】 


(9) 设 A 是 7m 勾 丈 矩 阵 ,C 是 7? 阶 可 递 和 矩阵 ,矩阵 A 的 秩 为 r, 和 矩阵 召 一 4C 的 秩 为 ri, 则 
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Be 
入 ,多 之 入， BF< i 
Cr D.r 与 ri 的 关系 依 C 而 定 . 【 】 
(10) 设 A,B 都 是 n 阶 非 零 适 阵 , 且 AB 二 0, 则 A 和 A 和 B 的 秩 
A. 必 有 一 个 等 于 零 . B. 都 小 于 7 
C. 一 个 小 于 7, 一 个 等 于 7 D. 都 等 于 7 【 】 
3. 计算 证 明 题 . 
3 1 i = 
aa 2 于 | "| 一 2 5|. 求 OA4B 一 B4;OA4: 一 B2;GBIT4TI. 
3 间 ,， 2 3 4 1 
(2) 求 下 列 答 阵 的 送 和 矩阵 : 
1 1 1 1 0 0 Wt 1 5 2 0 TD 
cosa sing 0 
1 1 —1 一 1 0 @ 1 6 2 Ti@ Db 
国人 
0 0 1 
1 一 1 一 1 .1 1 0 0 0 001 1 
(3) 已 知 三 阶 和 矩阵 A 满 足 h4ai; 一 iiG 一 1,2,3), 其 中 om 一 (1,2,2)7,os 一 (2， 一 2,1)7， 


3 三 二 一 元 py 1,2)7, 试 求 和 矩阵 A. 


1 G@ TU 
(4)R 取 什 么 值 时 , 答 阵 4 三 10 有 0| 可 遂 , 并 求 其 逆 . 
〖 一 二 也 


(5) 设 A 为 n 阶 方 阵 , 且 有 自然 数 m, 使 (EE 十 A)” 一 0, 则 A 可逆. 

(6) 设 刀 为 可 遂 和 矩阵 ,A 是 与 B 同 阶 的 方 阵 , 且 满足 A’ 十 AB 十 B: 二 0, 证 明 :A 和 A 十 B 都 是 
可 逆 适 阵 . 

(7) 若 A,B 都 是 n 阶 方 阵 , 且 E 十 AB 可 送 , 则 十 BA 也 可 逆 , 且 (E 十 BA) 一 五 一 也 (五 十 
AB) A. 

(8) 设 A,B 是 n 阶 方 阵 ,已 知 |B| 关 0,A 一 EE 可 逆 , 且 (A 一 E) ! 二 (B 一 E)', 求 证 :A 可逆， 

(9) 设 A,B,A 十 B 为 n 阶 正 交 和 矩阵 , 试 证 :(A 十 B)' = 二 A 1 十 B71. 


4 五 
(10) 设 A,B 为 n 价 方 阵 , 斌 证明,| | AB—E|. 


(11) 设 和 为 主 对 角 元 素 均 为 堆 的 四 阶 实 对 称 可 着 矩阵 , 互 为 四 阶 单位 矩阵 
0 0 0 0 
B= ee hs O00 
0 0 & 0 
(0 
@ 试 计 算 | EE 十 AB |, 并 指出 A 中 元 素 满足 什么 条 件 时 ,十 AB 可 逆 ; 
@ 当 瓦 十 4B 可逆 时 , 试 证 明 (EE 十 AB) A 为 对 称 和 矩阵 . 
(12) 计算 下 列 各 题 : 


1 
3 1 
2 | 
| 人 
Sls sl Wi 
1 
0 0 写 
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4 
> 
(13) 设 A 二 11 入 0|, 求 A". 
Vy 1 X 
(14) 假设 A 为 妹 阶 可 逆 和 矩阵 ,证 明 :0 站 (4 一 (4 @(4Y)* = 二 (4’*)'; @(4 二 
(4 @[L(A')T]" =[(4')" J. 
(15) A 是 nn 阶 方 阵 , 满 足 A” 二 ,其 中 mm 为 正 整 数 , 忆 为 n 阶 单位 答 阵 , 今 将 入 中 nn? 个 元 素 ai 
用 其 代数 余子 式 A; 代替 ,得 到 的 矩阵 记 为 Ao ,证 明 4? 一 五. 


1 WW 
(16) 设 和 矩阵 4 一 1 0 1|， 
G@ 0 
四 证 明 :n 宇 3 时 ,A”" 二 A” 十 A 一 E(E 为 三 阶 单位 矩阵 ); 
@ 求 A'™. 
1 _3 
2 2 
(17) 当 4 一 时 ,45 一 五 , 求 4 
W3 1 
2 
(18) 已 知 A,B 为 n 阶 方 阵 , 且 满足 A 二 A,B*: 一 B 与 (4 一 B)’ 二 A 十 B, 试 证 :AB 一 BA = 
0. 
(19) 设 A,B,C 均 为 n 阶 矩 阵 , | 一 A | 了 关 0, 如 果 C= 二 A 十 C4,B 一 EF 二 AB, 求 证 :B 一 C= 
E. 


(20) 设 A 为 n 阶 非 奇异 答 阵 ,@ 为 n 维 列 向 量 ,6 为 常数 ,记分 块 矩 阵 
O A a 
i 
—a'A” |A| CT b 
@ 计算 并 化 简 PQ; 


加 证明: 矩阵 0 可逆 的 充 要 条 件 是 QA Ia 天 必 
参 考 答 案 
1.(1)56; (2)0; (3)|1A4|=0; (4)|1A4|= 0; 


[ai Q1p2 aib, 
1 
azp azsbs … ab 0 二 
| © | (7) 一 二 (A +2E); 
。 。 “Ss : Ei 
[anb1 anb2 be anb, 
[一 人 1 [总 9 4 下 多 lL, “二 2 
《8)| 0 一 T | (DD ee ed ee 1 2 |, 2 1 2 | 
L 0 8 二名 二 六 = 4 号 3 4 3 3 
1 一 0 QQ 
二 2 0 0 
(10) 
19 30 3 = 
so 和 一 时 过 J 


2.(1)D (2)A (3)B (4)A (5)C (6)B (7)D (8)C (C9)C (10)B 
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EE 一 
] 一 4 6 9 4 6 5 6 17 
3. (1)@ | 一 17 一 17 3|; ©@|—15 一 15 9 ; @|I—5 1 一 3 
9 一 18 16 试 冯 26 一 外 3 5 li 22 
| 1 | 
[cosa 一 Sina 0 
(2) D1 ] 1 一 站 “一 二 @ si 8 
SInN. OS ; 
生生 二 年 “生生 和 ee 
le) 0 1 
J]: 二 = 让 = 1 
1 二 2 0 0 
ed -2 5 0 0 
0 0 1 0 
1 2 
| Li 由 | 0 0 汪 
1 0 0 0 
By 2 3 3 
7 多 
宇 
5 多 
(3)| 0 3 了 |. 
2 2 
3 2 
1 © io 
0 
(4) 当 放 关 0 时 可 送 . 4 一 k 。 
1 
1 天 1 


(5) 因 玉 与 4 可 交换 , 且 能 证 明 (EE 十 A)” 可 用 二 项 式 定理 展 为 


(E+A)”= OCA'E"':= (CAT)A+E= 0. 
一 tl 


令 B 一 一 》)CA 站 ,有 BA 二 ,所 以 A 可 逆 , 且 A! 一 一 DIC,A' 一 1. 
1 一 1 z 一 1 

(6) ~ (10) 略 . 
1 0 ka 1s la 
0 1 kazs sx | 

(11) OE+AB = ，| 五 十 4B |=1— klag. 
0 0 1 las 
0 0 ka 1 


当 a&4 六 时 ,万 十 AB 为 可 逆 和 矩阵 . 


@(E 二 4B) "A 二 [A '(E 二 4B)]' 一 (4 1! 十 B 1!'), 由 于 A,B 都 是 对 称 算 阵 ,A-! 十 B 也 
是 对 称 和 矩阵 , 故 ( 五 十 4B)- 1'A 也 是 对 称 和 矩阵. 


2 _ 1? 五 ， 当 nn 为 偶数 ， 
一 2 
aoof =] -| 


-31 
当 nn 为 奇数 . 
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A” 0 0 
7 一 1 n 
hk 沁 4 
n(n— 1) ,ns nm™! pe: 
2 
(14) 略 . 
(15) 由 已 知 A” .BE; | A” | 二 ls | A | 关 0,; 则 A 为 可 逆 算 阵 ,Ao po (A* Ts [| A | A 
一 | 4 [A 
故 zy 一 [141 MAD)" =141"[(Ch")7] 1 =1.[(E)']!=E. 
(16) 略 . 
一 但 
2 2 
(17) 因为 |4 | 一 1, 所 以 4 一 
1 
2 2 
二 = 
2 2 
由 As 一 局 ,有 4 一 42 .A 一 (4A')*?A'==EA1' 一 . 
3 1 
2 2 


(18) 略 . (19) 略 . 
(20) 利用 44 "一 4 4 王 |4 | 五 . 
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第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 向 量 的 概念 与 运算 


1. 向量 的 概念 
2 个 实数 ai ,az ，…',a 组 成 的 有 序数 组 (al ,a;,… ,a,) 记 作 
&X 一 (alyaz，… an)， 
称 为 n 维 行 向 量 . 其 中 a; 称 为 向 量 w 的 第 i 个 分 量 . 
bi 


称 为 n 维 列 向 量 ,Bp 可 改写 成 B = (61 ,bs ,*…,b,)'. 
28. 向量 的 运算 

向 量 相 等 :两 个 n 维 向 量 当 且 仅 当 它 们 各 对 应 分 量 都 相等 时 , 才 是 相等 的 . 即 如 果 w == (ai， 
az "da) ,B= (01,62,… ,60,), 当 且 仪 当 a; = 6;(i = 二 1,2,…,n) 时 ,w = 二 pp. 

零 向 量 :所 有 分 量 均 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 为 0 = (0,0,…,0). 

负 向 量 :n 维 向 量 @ = (aj ,as，… ,a,) 的 各 分 量 的 相反 数组 成 的 n 维 向 量 , 称 为 @ 的 负 向量 ， 
记 为 一 a, 即 


x 一 (一 4， 一 am…， 一 0 )， 
向 量 的 运算 : 设 @ = (aa ay) ,PB 二 (61,5,…,b,), 则 
1” Cg 士 王 (ai 土 庙 ,az 土 到 an 士 久 )， 
2” ka = (kai,kas,* ,ka,). 


二 向 量 间 的 线性 关系 


了 . 线性 组 合 

对 于 给 定向 量 1,oi ,as ，… ,Qs ,如 果 存 在 一 组 数 1,k,，,… ,k, ,使 关系 式 

B= kio thko 十 … 十 RiC， 

成 立 , 则 称 向 量 有 是 向 量 组 wei ,@;,…,@, 的 线性 组 合 或 称 向 量 计 可 以 由 向 量 组 wl ,ay ,…,@, 线性 
表示 . 

非 齐 次 线性 方程 组 Ax = b 是 否 有 人 解 ,相当 于 向 量 b 是 否 可 由 A 和 的 列 向 量 线性 表示 . 
八 (1) 霉 向 量 是 任何 一 组 向 量 的 线性 组 合 . 

(2) 向 量 组 gil ,0s,…,@, 中 的 任 一 向 量 @;(l1 过 ;7 声 5) 都 是 此 向 量 组 的 线性 组 合 . 
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(3) 任何 一 个 nn 维 向 量 @ 二 (a1,42，"…,an) 都 是 nn 维基 本 单位 向 量 组 gi 一 (1,0，…，,0)， 
区 2 一 《01 30) 93°58 = 《050， 5 的 线性 组 合 , 且 


Q = ai8i 十 az8z 十 … 十 anB. 


8. 线性 相关 与 线性 无 关 
设 wo ,…，a, 为 一 组 n 维 向 量 ,如 果 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 和 ,ks，… ,, ,使 得 
hi 二 ko 二 +… 十 ko; 二 0 
成 立 , 则 称 向 量 组 w ;&s，… ,0 线性 相关 ;如 果 上 述 等 式 仅 当 和 二 和 二 … 二 名 二 0 时 成 立 , 则 
称 向 量 组 @1 ,0 ,…，,a, 线性 无 关 . 
齐 次 线性 方程 组 hx 二 0 是 否 有 非 零 解 , 等 同 于 人 A 的 列 向 量 组 是 否 线性 相关 . 
八 (1) 单个 非 替 向 量 线性 无 关 . 
(2) 含有 零 向 量 的 向 量 组 一 定 线性 相关 . 
(3) 基本 单位 向 量 组 一 定 线性 无 关 . 
(4) 两 个 向 量 线性 相关 的 充 要 条 件 是 对 应 元 素 成 比例 . 
[ 例 3. 1 若 向 量 组 &,B,Y 线性 无 关 ,a,B,6 线性 相关 , 则 
(A)a 必 可 由 PB,Y,6 线性 表示 . (B)B 必 不 可 由 @,Y,6 线性 表示 . 
(C0)6 必 可 由 @,B,Y 线性 表示 . (D)6 必 不 可 由 w ,y, 有 线性 表示 . rt  】 
【 解 】 因 为 e, 有 ,7y 线性 无 关 , 所 以 a, 线性 无 关 ,又 已 知 a,B,6 线性 相关 ,于 是 6 可 由 ,线性 表 
示 ,6 二 如 Qa 十 了 ;从 而 有 6 二 ka 十 hp 十 0 Y, 即 6 可 由 a,B,Y 线性 表示 , 故 应 选 (C). 


三 向量 组 的 秩 和 矩阵 的 秩 


1. 极 大 线性 无 关 组 

设 w ,0 ,…s@, 为 一 个 n 维 向 量 组 ,如 果 向 量 组 中 有 7 个 向 量 线性 无 关 , 且 向 量 组 的 任意 7 十 
1 个 向 量 线性 相关 , 则 这 r 个 线性 无 关 的 向 量 称 为 向 量 组 wi ,2，… ,0 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 

车 @, ,ao 是 1 ,02，… ,0 的 线性 无 关 部 分 组 , 它 是 极 大 线性 无 关 组 的 充分 必要 条 件 
是 :a ,0s，… ,0 中 每 一 个 向 量 都 可 由 ch ,0,，… ,0, 线性 表示 
@ 圈 (1) 含有 非 霉 向 量 的 向 量 组 一 定 存在 极 大 线性 无 关 组 ， 

(2) 若 gil ,oa ，… ,Gs 线性 无 关 , 则 其 极 大 线性 无 关 组 就 是 自身 . 
2. 向 量 组 的 等 价 性 

设 有 向 量 组 (I) :0,04，… ss 和 向 量 组 ( 卫 ) :后 , 太 ,及 ,如 果 向 量 组 ( 工 ) 的 每 个 向 量 都 
可 以 由 向 量 组 (IT) 线性 表示 , 则 称 向 量 组 ( 工 ) 可 以 由 向 量 组 ( 工 ) 线性 表示 . 

如 果 向 量 组 CI ) 和 (IL) 可 以 相互 线性 表示 , 则 称 向 量 组 (I) 和 ( 卫 ) 等 价 , 记 为 

{gi 0 0 ) 2 {P,P ,BB,). 

向 量 组 等 价 具有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 . 
@ 转 Cl 任 一 向 量 组 和 它 的 极 大 无 关 组 等 价 . 

(2) 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 等 价 . 

(3) 两 个 等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 所 含 向 量 的 个 数 相 同 . 

(4) 向 量 组 @ ,as ，…yas 的 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 相同 


第 全 篇 | 线性 代数 


E> 
3. 向 量 组 的 秩 
向 量 组 al ,ws ,… ,@， 的 极 大 线性 无 关 组 中 所 含 向 量 的 个 数 称 为 此 向 量 组 的 秩 , 记 作 秩 (Ca ， 
G2， 0s) 或 ra， 0:) .如果 一 个 向 量 组 仅 含有 零 向 量 , 则 规定 它 的 秩 为 零 . 
等 价 的 向 量 组 具有 相同 的 秩 . 
了. 矩阵 的 秩 
设 A== (a;) 为 mXn 和 矩阵 , 则 有 和 矩阵 和 4 的 行 向 量 组 的 秩 和 列 向 量 组 的 秩 相等 . 和 矩阵 4 的 行 
秩 和 列 秩 统 称 为 矩阵 4 的 秩 , 记 为 秩 (4) 或 (4). 
和 矩阵 4 一 (ai )wxw 的 秩 也 可 用 行列 式 来 定义 ， 
怎 阵 4 的 秩 等 于 > 的 充 要 条 件 是 :矩阵 4 中 至 少 有 一 个 > 阶 子 式 不 等 于 零 ,而 所 有 十 1 阶 
子 式 都 等 于 零 . 
@ (1) 矩阵 秩 的 两 种 定义 是 等 价 的 . 
(2) 对 和 矩阵 A,xs， 有 
当 秩 7r(4) 二 m 时 ,A 的 行 向 量 组 线性 无 关 ， 
当 秩 ~(4) 一 即时 ,4 的 列 向 量 组 线性 无 关 ; 
若 秩 r(4) 二 m 或 秩 r(A) 二 n, 称 A 为 行 (或 列 ) 满 秩 矩 阵 . 
(3) 矩阵 的 初等 行 ( 列 ) 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 且 不 改变 其 列 ( 行 ) 向 量 间 的 线性 关系 . 
(4) 求 向 量 组 的 秩 可 转化 为 求 矩阵 的 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 , 从 而 可 用 初等 变换 求 其 秩 . 


四 、 向 量 空 间 


1. 向量 空间 * 

设 S 是 n 维 向 量 的 非 空 集合 ,上 且 5S 中 向 量 对 于 加 法 和 数 乘 运算 是 封闭 的 , 则 称 S 构 成 一 向 量 
空间 . 
82. 子 空间 * 

若 5; 是 向 量 空间 5 的 一 个 非 空 子 集 , 且 对 S 中 的 加 法 和 数 乘 两 种 运算 是 封闭 的 , 则 称 8 是 
S 的 子 空间 . 
图 并 次 线性 方程 组 hx = 0 的 所 有 解 向 量 的 集合 构成 一 向 量 空间 , 称 为 解 空间 . 
3. 基底 * 

车 w ,0s,，…,@, 为 向 量 空间 S 中 的 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 ,有 目 S 中 任 一 向 量 均 可 由 @， 
@2 ，,… ,0 线性 表示 , 则 称 w ,@;，…,@, 为 向 量 空间 S 中 的 一 个 基底 . 
和 4. 维 数 

向 量 空间 中 ,基底 所 含 向 量 的 个 数 , 称 为 此 向 量 空间 的 维 数 . 若 w ,02，… ,0 为 向 量 空间 S 
的 一 个 基底 , 则 其 维 数 为 n, 称 为 n 维 向 量 空间 , 记 为 R". 
5. 坐标 

设 w ,oz ,os 为 n 维 向 量 空间 R" 的 一 组 基 , 对 Ya Ee R" ,存在 唯一 一 组 数 , 使 

X 一 TO za0 tT0 = [Lo ;0 0, J x, 

则 有 序数 组 x 二 (zi ,zs，… ,x,)" 是 向 量 @ 在 基 wi ,as ,…,a, 下 的 坐标 . 
6. 基 变 换 与 坐标 变换 * 

车 Qi ,G2，…,@, 与 P,P;,…,p, 为 R" 中 的 两 组 基 , 则 
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pu bp … pu 


pz pz … Do， 
四 . . = [ai ,ay ,°° ,0, |P 


Lp ,Pp 多 ,Pp, J < Le 22 .°° ,0 | 
ml Diy Bir 
称 为 基 变 换 公式 . 其 中 可 道 矩阵 已 称 为 由 基 ci ,2，… ,0 到 基 忆 ,PB ，…, 忆 的 过 渡 和 矩阵 . 
若 向 量 [24 在 基 wo， 22 ， 0 和 Pi ,1 下 的 坐标 分 别 为 x 和 y， 


即 0 二 [Le 7C52 0 人 Lp ,Pp: ,my = [La 0C2 ,"** ,0 ]Py ， 
则 x=Py 或 ?= 已:x 称 为 坐标 变换 公式 ， 
7. 内 积 
al bi 
2 2 
设 a 二 | |,8 一 | : | , 则 定义 e 与 6 的 内 积 为 
a b, 
bi 
b 


(@,P) = op = (ai,as ,a,) a= aibi 二 azbz 十 …… 十 anbn. 


向 量 的 长 度 : | & | 二 Vai 十 ai 十 … 十 ax. 
正 交 : 若 (c,p) = ap 十 azps 十 … 十 ap 一 0, 则 称 x 与 p 是 正 交 的 . 
内 积 具 有 性 质 : 
(1)(x,5) = (Bp,o). 
(2)c = 0O(g,0) = 0. 
(3) (a,B+7Y) = (a,P) + (oa,Yy). 
8. 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 
设 w ,os ,…,a, 为 R" 中 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 令 
P= 0， 


2 (@2 ,Pi ) 
Bo cp,pP’ 


(@, ,PB1) Ea (Cr， ,51 ) 
相信 he 


则 PB ,Pp Ws ,Pp 相互 正 交 . 
9. 规范 正 交 基 与 正 交 和 矩阵 


设 wi ， 02， ,On 为 及 ” 中 一 组 基 , 先 将 其 正 交 化 得 应 ,Pp Ee ,及 ,再 将 其 单位 化 得 人 1 一 i 9 


p ?9 


2 = TT， = 了 " 则 ;2，… ,1 满足 : 


(W107) = O07; [m= 1,i = 1,2," nn. 
称 其 为 R* 中 的 一 组 规范 正 交 基 . 
令 0 FE Lm ,2 ;Jj]; 则 0 满足 0Q'Q = Q07 EE 五 , 称 为 正 交 和 矩阵 . 
415 


第 全 篇 | 线性 代数 


正 交 和 矩阵 具有 性 质 : 

CO = 0 

211= 主 1. 

(3) 若 Q1,0Q; 均 为 正 交 和 矩阵 , 则 010; ,0;01 仍 为 正 交 和 矩阵 . 


五 .重要 定理 与 公式 


定理 1 向 量 组 @ ,ws，…,cw 线性 相关 扎 向 量 组 中 至 少 有 -一 个 向 量 可 由 其 余 的 加 一 1 个 向 量 线 
性 表 出 . 

定理 2 若 向 量 组 wm ,os ,…，aw, 线性 无 关 , 而 向 量 组 w ,os ,…,a ,线性 相关 , 则 可 由 向 量 组 
xx ,0, 线性 表 出 , 且 表 示 法 唯一 . 

定理 3 ”车 向 量 组 wo ,0@s,…,@, 线性 相关 , 则 向 量 组 w ,ws ,…,ar,ar- 也 线性 相关 . 向 量 组 部 分 
相关 ,整体 相关 ;整体 无 关 , 部 分 无 关 . 

定理 4 若 向 量 组 w ,Qs;,…,@, 线性 无 关 , 则 无 论 如 何 扩充 向 量 组 各 向 量 的 分 量 ,所 得 向 量 组 仍 
线性 无 关 . 若 一 个 向 量 组 a ,ws,… ,a, 线性 无 关 , 则 添加 分 量 后 仍 无 关 ; 一 个 向 量 线性 
相关 ,去 掉 某 些 分 量 后 仍 线性 相关 . 

【 例 3. 2 了 设 向 量 组 w = (1,1,2, 一 2) ,os 二 (1,3, 一 zx, 一 27),@s = 二 (1, 一 1,6,0), 若 此 向 量 组 
的 秩 为 2, 则 zx 一 

【 解 】 取 向 量 组 wi ,as ,os 的 前 三 个 分 量 构成 向 量 组 ay = (1,1,2),@i 一 (1,3; 一 x) ,Qi = 二 (1, 一 

1,6), 则 wy ,as ,3 线性 相关 ,否则 添加 分 量 后 得 w ,as ,as 仍 线性 无 关 , 与 已 知 矛 盾 . 从 而 有 


1 于 1 
| [Forozo]l=|1 3 一 1|=4 一 2z 一 0, 得 x=2. 
2 一 式 61 . 


定理 5 ”向量 组 的 个 数 大 于 向 量 组 的 维 数 , 则 此 向 量 组 线性 相关 . 

定理 6 nn 个 n 维 向 量 组 线性 无 关 仿 由 向 量 组 所 构成 的 矩阵 对 应 的 行列 式 关 0. 

定理 7 矩阵 的 秩 等 于 矩阵 的 行 (或 列 ) 向 量 组 的 秩 . 

定理 8 设 @i,@s,…,@; 为 向 量 组 T 的 极 大 线性 无 关 组 , 则 @i ,az ,…,@, 与 向 量 组 T 等 价 . 

定理 9 两 个 等 价 的 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 相等 . 

定理 10 ”两 个 等 价 的 向 量 组 的 秩 相等 . 

定理 11 设 有 两 个 向 量 组 4:@i ,Qs,…,@,;B:pB ,Pp，…,p.. 若 向 量 组 A 可 由 B 线性 表 出 , 且 @， 
02，…,@, 线性 无 关 , 则 向 量 组 4 所 含 向 量 个 数 > 不 大 于 向 量 组 B 所 含 向 量 个 数 ;, 即 
RS 


定理 12 车 n 维 向 量 w， 2 ， 00; 是 一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 , 则 Ql ;02 ,0 线性 无 关 . 
六 、 小 结 


向 量 这 章 中 定义 多 ,定理 多 ,抽象 名 词 也 多 。 但 是 ,问题 可 归纳 为 以 下 三 类 . 
问题 1: 一 组 向 量 之 间 的 关系 . 
对 于 一 组 向 量 1 ,…,@; ,考查 ga1，…,@, 线性 无 关 或 线性 相关 或 其 中 一 个 向 量 能 否 被 其 
余 向 量 线性 表示 . 这 类 问题 利用 线性 相关 性 的 定义 或 齐 次 线性 方程 组 的 解 可 以 解决 . 
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问题 2: 一 个 向 量 记 与 一 组 向 量 @,,…,@, 之 间 的 关系 . 
考查 及 可 否 由 向 量 a1,…,@, 线性 表示 , 若 能 表 出 ,表示 法 是 否 唯一 ? 若 不 能 表示 ,p， 
Qi ，… ,0 是 否 线性 无 关 ? 这 类 问题 可 利用 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 来 解决 . 
设 如 oi 十 … 十 kg, 一, 令 A 二 [ei,…,@j, 则 Ax = P, 若 该 方程 有 和解, 则 可 线性 表示 ; 
若 无 解 , 则 不 能 线性 表示 . 

问题 3: 两 组 向 量 wi ,…,@, 和 1，… ,Pp 之 间 的 关系 . 
由 于 向 量 组 与 它 的 极 大 线性 无 关 组 等 价 ,所 以 这 类 问题 常常 转化 为 研究 两 个 向 量 组 极 
大 线性 无 关 组 之 间 的 关系 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 讨论 向 量 组 的 线性 相关 性 


: 提 :: 示 :(1) 定义 法 。 一 般 步 台 为 :假设 有 ,ks，…,k 使 得 
ki@i + kz@s 二 "二 Tka, = 0, 
要 使 上 式 成 立 , 根 据 已 知 条 件 推断 , 若 &,k,，,…,k, 至 少 有 一 个 不 为 零 , 则 @ ,az ，…， 
w 线性 相关 ; 若 当 且 仅 当 ,ks，…,k, 全 为 零 上 式 才 成 立 , 则 ol ,0s，…,@; 线性 无 关 . 
(2) nn 个 维 列 向 量 @i ,as ,…,a。 线性 相关 的 充 要 条 件 是 行列 式 | [al ,az ，…,o] | 一 0; 
Qi ,os ，… ,Qs 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 行列 式 | [oi,@2，… ,rj] | 天 0. 
(3) 一 般 地 ,把 向 量 组 的 向 量 作为 矩阵 的 行 (或 列 ) ,得 矩阵 Aux, ,通过 初等 变换 求 出 其 秩 
r(Aw) 二 7. 若 7 = 二 m( 二 m), 则 A 的 行 向 量 组 线性 无 关 ( 相 关 ) ;车 7 = 二 n( 过 0), 则 
A 的 列 向 量 组 线性 无 关 ( 相 关 ). 
【 例 3.3】 设 w = (1,1,1),@s 一 (1,2,3) ,as 二 (1,3,0)， 
(1) 问 “上 为 何 值 时 ,向 量 组 w ,as ,as 线性 相关 ; 
(2) 问 i 为 何 值 时 ,向 量 组 wl ,az ,as 线性 无 关 ; 
(3) 当 线性 相关 时 ,将 ws 表示 为 wx 和 os 的 线性 组 合 . 
【 解 】 方 法 一 :用 定义 判别 . 
设 有 数 &1 ,ks ,ks ,使 得 和 ol 十 kz0 十 ks 一 0, 即 有 
十 ks 十 ks 二 0， 
| 十 2ks 十 3ks 一 0， 
hi 十 3kz 十 倪 3 一 0. 
1 1 1 
1 加 六 
JJ 3 上 
(1) 当 上 一 5 一 0, 即 上 一 5 时 ,方程 有 非 零 解 ,所 以 w ,as ,os 线性 相关 ; 
(2) 当 + 一 5 关 0, 即 1 关 5 时 ,方程 组 仅 有 零 解 , 故 ,Qs ,os 线性 无 关 ; 
(3) 当 ! 二 5 时 , 设 m 二 mo 十 Xz0s ;可 解 得 x! 一 一 1,zs 一 2, 于 是 os 一 一 on 十 202. 
方法 二 :由 于 w ,as ,as 是 三 个 三 维 向 量 , 故 直接 计算 其 行列 式 | [0 ,oz os] | 一 上 一 5 可 知 : 
(1) 当 ! 二 5 时 ,oa yo os 线性 相关 ;(2) 当 t 关 5 时 ,a ,0s ,0 线性 无 关 ;(3) 同方 法 一 可 得 
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i 
Ca 一 一 Cl 十 202. 
方法 三 :由 于 矩阵 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
‘ee 2 3| 一 |0 1 2 |-| 1 。 总 | 
由 0 2 =] 0 0 y= 


所 以 (1) 当 t 二 5 时 ,r(4) 二 2,o ,ozyos 线性 相关 ;(2) 当 上 天 5 时 ,r(CA) = 3,o yosyas 线 
性 无 关 ; (3) 同方 法 一 ,得 ws = 一 oa 十 2@;. 
【 例 3. 4】 设 向 量 组 ol ,as ,as 线性 无 关 , 问 当 常 数 1,m 满 足 什 么 条 件 时 ,向 量 组 i4s 一 qi ,ma;s 一 qs， 
ai 一 as 也 线性 无 关 . 
〖【 解 3 若 ki (las 一 a1) 十 ksCmas 一 qz) 十 h(a 一 a;) = 二 0, 即 
(一 站 i 十 ka)q 十 (kil—ks)as 二 (kom— ks)as 一 0， 


ki — ks = 0, = 二 站 0 = 
Wil ho 1 一 1] 0 |= 一 lm 一 1, 当 lm 关 一 1 时 ,方程 组 有 唯一 零 解 ， 
mk; 一 As = 0. 0 Wi = 和 1 
即 向 量 组 
ld;s 一 Qi 7203 一 43 01 一 03 
也 线性 无 关 . 


【 例 3. 5】 选择 题 . 
(1) 设 oaz， ,os 是 一 组 n 维 向 量 , 则 下 列 正确 的 是 
(A) 若 m ,0s，…,@; 不 线性 相关 ,就 一 定 线 性 无 关 . 
(B) 如 果 存 在 :个 不 全 为 零 的 数 &1 ,ks，…,k,, 使 如 @i 十 ko@i 十 … 十 kg; 一 0, 则 c，， 
0 0, 线性 无 关 . 
(C) 车 向 量 组 w ,wz ,…,@; 线性 相关 , 则 @ 可 由 ws ,as ，,…,@; 线性 表示 . 
(D) 向 量 组 w ,cz，…，,a, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 @i 不 能 由 其 余 ;一 1 个 向 量 线 性 
表示 . 【 了 
(2) 7 维 向 量 组 gl ,az ,…,@,(3 委 过 72) 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 
(A) 存在 不 全 为 零 的 数 语 ,ks,…,k,, 使 gi 十 ko@s 十 … 十 Ra 天 0. 
(B)a ,0 ,…,@s 中 任意 两 个 向 量 都 线性 无 关 . 
(0C)@ ,0 os 中 存在 一 个 向 量 , 它 不 能 用 其 余 向 量 线性 表示 . 
(CD)o az，…,a, 中 任意 一 个 向 量 都 不 能 用 其 余 向 量 线 性 表示 . 【 了 
(3) 向 量 组 w ,wz ,…，,a, 线性 相关 的 充 要 条 件 是 
(A)ol oz，…,a, 中 有 一 零 向 量 . 
(B)oa ,az，…,a, 中 任意 两 个 向 量 的 分 量 成 比例 . 
《C)o ,tz，…,@, 中 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 
CD)ol ,xz，…0, 中 任意 一 个 向 量 都 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 【 了 
(4) ?2 维 向 量 组 we ,az ，…，,a, 线性 无 关 的 充分 条 件 是 
(A)a ,az,，…，,0, 均 不 是 零 向 量 . 
(B)@i,@:,…,@, 中 任意 两 个 向 量 的 分 量 不 成 比例 . 
(0) 向 量 wa ,oz ,os 的 个 数 s 过 n. 
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(D) 某 向 量 记 可 以 由 xi ,0s，…,@; 线性 表示 , 且 表示 式 唯一 【 】 
(5) 已 知 向 量 组 xl ,os ,ws ,4 线性 无 关 , 则 向 量 组 

(A)oi 十 os ,as 十 os ,as 十 ou yos 十 on 线性 无 关 . 

(B)oi 一 op os 一 oa os 一 0 04 一 0 线性 无 关 . 

(CC)eui 十 os ,os 十 os as 十 oo 一 oa 线性 无 关 . 

(D)wi 十 oz ,os 十 os os 一 ou os 一 01 线性 无 关 . 【 】 
(6) 设 有 任意 两 个 nn 维 向 量 组 @，…,@ 和 户 ,…,p, 若 存在 两 组 不 全 为 零 的 数 入 ，… ,A 

和 如 sph: 使 (0 和 十 Gi 十 一 十 25 十 BG 十 (一生 Dh 十 十 (hn 一 kn) 二 

0, 则 

(A)o ,cc 和 P11，,… ,Pp 都 线性 相关 . 

(B)a cn 和 ，…,p, 都 线性 无 关 . 

(O)@i 十 记 ，…an 十 有 ,ai 一 PP，… ,Qn 一 ,线性 无 关 . 

(D)oa 十 房 ，… an 十 有 ,ol 一 记 , ,av 一 线性 相关 . 【  ]】 

【 解 ] 人 DA， (2)D, C3)C, (4)D, (5)G, (6€6)D. 

【分 析 】(1) 从 线性 相关 和 线性 无 关 的 定义 知 ,一 组 同 维 向 量 不 是 线性 相关 就 一 定 是 线性 无 关 , 故 
选 (A). 存在 全 为 零 的 数 一 忆 一 … 王 及 一 0, 使 得 已 o 十 kt 十 … 十 ka 一 0, 对 
任意 向 量 组 w ,az ,……w, 都 成 立 ,并 不 能 说 明 @ ,oz ,…,@ 线性 无 关 ; 若 @ ,0 ,… ,Qs 线 
性 相关 , 则 至 少 有 一 向 量 可 以 用 其 余 向 量 线性 表示 ,但 不 能 说 刚好 w 就 可 由 wz ，…， 
wx, 线性 表示 ,比如 ,w = (1,0) ,os = (0,0), 则 was 线性 相关 ,但 w 不 能 由 ws 线性 
表示 ;同上 即 知 (D) 不 成 立 , 故 (B),(C),(D) 均 不 正确 . 

(2) ol ,as ,…,o, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 其 中 任意 一 个 向 量 都 不 能 由 其 余 向 量 线 性 表 
示 ,说 明 (C) 不 成 立 ; 对 于 (A), 比 如 @ = (1,1),os 一 (0,0) ,存在 不 全 为 零 的 数 1， 
1, 使 得 1.w 十 1.os 二 (1,1) 了 关 0, 但 ,a 线性 相关 , 故 (A) 不 成 立 ;部 分 无 关 , 整 
体 不 一 定 无 关 , 比 如 向 量 组 w = (1,0) ,os = (1,1),as 王 (0,1)，, 任 意 两 个 向 量 w ， 
os ;0 ;0 ;02 ,03 都 线性 无 关 , 但 wi ,as ,as 线性 相关 (向 量 个 数 大 于 维 数 ), 故 (B) 不 
成 立 , 只 有 (D) 为 正确 答案 . 

(3) (A) 和 (B) 只 是 ol ,Qs,…,@; 线性 相关 的 充分 条 件 而 非 必 要 条 件 ; 对 于 (C),(D) 两 
个 答案 ,差别 在 于 是 有 一 个 向 量 还 是 任意 一 个 向 量 都 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 , 此 两 
条 都 是 w ,as，… ,a 线性 相关 的 充分 条 件 ,但 (D) 非 必 要 , 故 (C) 为 正确 选项 . 

(4) (A),(C) 显然 错误 . 对 于 (B) ,比如 m = (1,1),@z 一 (1,2),@s 一 (2,1), 其 中 任意 两 
个 向 量 不 成 比例 ,但 @i ,as ,as 线性 相关 (个 数 大 于 维 数 ) , 故 (B) 也 不 成 立 , 只 有 (D) 
是 正确 答案 .事实 上 ,车 Qi ,wx ,…,a: 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 ,ks，… ,kk,， 
使 得 十 0 十 … 十 kes 二 0, 又 存在 如 ,ks ，,…,k',, 使 得 B= 二 Qi 十 k's 十 … 十 
At ,从 而 有 及 一 (十 如 Di 十 (kz 十 ko)@z 十 … 十 (k, 十 &',)@;, 这 里 至 少 有 一 个 
i(1 过 i 过 5s) ,使 得 & ;了 关 &; 十 k&';, 即 的 表示 式 不 唯一 ,矛盾 .说明 @ ,a:，…,@; 线 性 
无 关 . 或 者 从 方程 组 的 观点 看 ,8 = zo 十 zaos 十 … 十 XQ 有 解 , 若 秩 (@ oz，…， 
aw ) 二 ;, 则 解 不 唯一 (表示 式 不 唯一 ) , 必 有 秩 (al ,os ，…,o:) 二 5; 即 @ ,0s，… ,0 线 

(5) 由 于 (Qi 二 To) Om— (Te) (mo) (oa) = 0, 
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(ai 一 2) 十 (oz 一 0s) 十 (os 一 0) 十 (os 一 Xi) 一 0， 
(ol 十 wz) 一 (os 十 os) 十 (os 一 0) 十 (os 一 0) 一 0， 
故 (A),(B),(D) 向 量 组 均线 性 相关 ,(C) 为 正确 答案 . 
事实 上 , 设 
RCI 十 oz ) 十 Ras 十 os) 十 As(Cas 十 0 ) 十 Ra 一 2) 一 0， 
即 (CR 一 Ai)ai 十 (AI 十 Ra)os 十 (Rs 十 Rs)os 十 (As 十 )o 一 0， 


Ai 一 As 一 0， 

Ri 十 Rs 一 0， 

由 于 on ,os »Q3 ,0 线性 无 关 , 故 让 平 起 三 0， 
As 十 Ai 一 0 


解 得 一 久 = 局 一 人 一 0, 即 (C) 向 量 组 线性 无 关 . 
(6) 由 Gi 十 kG 十 十 Gs 十 ki) 十 CAi 一 Ri1)Bi 十 … 十 GAn 一 kn)B, 一 0， 
整理 得 ”AiC@ 十 忆 ) 十 十 NaC 十 B,) 十 iCo 一 PB) 十 … 十 k,(an 一 pb,) = 0, 
因为 入 ,… ,A 和 Ai ,Rn 不 全 为 零 , 根据 定义 知 向 量 组 @i 十 房 ，…an 十 PB， 
0 一己,… ,Qn 一 线性 相关 , 故 (D) 为 正确 选项 . 
@ 判定 由 线性 无 关 向 量 组 I 线性 表示 的 向 量 组 开 的 线性 相关 性 问题 时 ,可 利用 如 下 方法 : 
设 :Qi ,oz，…own 线性 无 关 , 开 : 记 , 记 ,及 , 且 
及 三 oilcl 十 ol tt OO, 


应 一 02l01l 十 0zz0s 十 … 十 CanCn， 


及 = oot a tT ao, 

Ql O21 "”” QQ 

1: (人 : Q; 
即 Lp ,Pp 贡生 和 和 ,有 ] 一 Le »Q2 On | i 2 

lim C2m si Qn 

< [La sQ2 ,Cn |A. 

则 当 r(A4) 二 5 时 , 忆 ,B，…,P, 线性 无 关 ;r(A) 二 s 时 , 忆 ,PB,,…,p, 线性 相关 . 
如 本 题 中 (5) 中 的 (A), 因 为 


1 而 您 卫 
“0 
Lo: 十 as »Q2 十 cs 23 十 ws Qa 十 wa ] 一 [a ;02 ，C3 ,0 | 0 1 1 0 9 
0 有 了 下 
上 © HO 1 
4 4 必 六 
而 一 0, 所 以 r(A)<< 4， 
Qo 1 1 © 
人 ,向 王 证 


故 ol 十 oa yas 十 03 ,as 十 oo 十 gil 线性 相关 
【 例 3 6】 设 al po RT A @ ee n) 是 互 不 相同 的 数 ， 


= (larsat yar ) (i 一 ly 
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问 :al ,as ，… ,0 是 否 线性 相关 ? 
「 1 1 1 wa 1 


和 
【 解 ]A 二 la a a 1 a 


a’ 1 as! Co Fo 
因为 14|= ]] (4; 一 4)) 关 0, 所 以 xr(4) 二 7， 
l<j<i<r 


故 向 量 组 CI 02 0, 线性 无 关 . 


题 型 二 有关 向 量 组 线性 相关 性 命题 的 证 明 


(1) 令 Gi 十 ko@i 十 … 十 Ra, 一 0, 其 中 心 ,AR 为 常数 ; 
(2) 将 上 式 展开 整理 ,使 之 能 直接 利用 题 设 条 件 , 判 断 k ,ks,…,k; 的 取 值 情况 ,或 者 对 上 
式 作 某 种 变换 ,再 利用 题 设 条 件 ,判断 & ,ks，,…,k, 的 取 值 情况 ,从 而 可 知 向 量 组 的 线性 
思路 之 二 :将 线性 相关 性 的 问题 转化 为 齐 次 线性 方程 组 有 无 非 零 解 来 分 析 . 
【 例 3.7]】 设 向 量 组 @; ,as ,"…,Q; 线性 无 关 , 作 线性 组 合 : 记 二 Cl 十 Ac 及 一 C2 Tu0,,.* ,bp = 
Qi1 村 1Q,. 证 明 向 量 组 Bb ,Pp 1 线性 无 关 , 其 中 3 之 2 ,Hi 为 任意 实数 . 
【证 】 令 Aip， 十 k2B; 二 人 十 了 1B. 1 一 0, 即 
有 Co Tyo) 十 Ross 十 jl0) 十 十 RCI 十 Apr) 一 0， 
展开 整理 得 ”ki@i 十 ko@z 十 … 十 RiIC 1 十 (Rp 十 kzpz 十 十 AD)0 一 0， 
由 题 设 cl ,@;,…,@, 线性 无 关 , 所 以 
有 一 一 … 一 AR = Rp 二 kp 二 二 kp 一 0， 
故 PB ,PB ，… ,PB 线性 无 关 . 
【 例 3. 8】 设 向 量 组 w ,os ,… ,Q(t 2) 线性 无 关 , 令 
Pi = oot To ,pb = oo to b= to 二 … 十 Qi， 
证 明 :i ,Pp ,…,p, 线性 无 关 . 
【证 】 设 存 在 t 个 常数 ,kz yo ,使 得 AI 记 = k, PB Fe 十 kB, 0 , 即 
ias 十 os 十 … 十 ws) 十 lo 十 os 十 十 ci) 十 十 &Co 十 oo 十 … 十 or) 二 0， 
经 整理 ,得 
(有 十 已 十 十 久 )oi 十 (十 Rs 十 … 十 R)os 十 … 十 (CR 十 Ra 十 十 RD 一 0， 
因为 qi ,az ，…，,0, 线性 无 关 ， 


ARz 十 Rs 十 … 十 &R 一 0， 中 
Ri 十 Rs 十 … 十 AU 一 0， 网 
ki 十 kz 十 … 十 ki 二 0, © 
D+ 加 十 … 十 ,得 (一 1D(k 十 有 十 … 十 &) 二 0， 
因为 上 盖 2 光 一 1 天 0, 所 以 
Ri 十 A 十 … 十 R 一 0， 性 
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的 一 四 之 局 = 0， 
人 ry ©@=>k, 二 0， 


人 之 人 = 0. 
故 Bb ,Pb ,ed ,及 线性 无 关 . 
【 例 3. 9) 设 向 量 组 B.:P ,Pb: ee ,PB; 能 由 问 量 组 4 :Ql ，02 "0, 线性 表示 为 


i 


其 中 ,并 为 ”>Xs 答 阵 , 且 向 量 组 4 线性 无 关 , 证 明 : 向 量 组 如 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 矩 
阵 K 的 秩 


r(K)=r. 
【证 3】“<=”r(K) 二 r 过 所 ,PB ，,…,p, 线性 无 关 . 
用 反 证 法 : 若 Bb ,Pp | ,PB; 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 个 常数 入 人 A2 Ar 


1 Qi 
使 得 (A1 ys 0) | oa re 0. 
Kk 
又 因为 Ql ;02 "0s 线性 无 关 , 设 K 3 | 9 
k 
所 以 (A1 ,人 2 | 一 0， 


于 是 后 ,kz ,… ,Kk, 线性 相关 , 则 r(K) 和 ,与 假设 矛盾 . 
“=>” 户 ,Pp,…,p, 线性 无 关 过 7r(K) = 二. 
用 反 证 法 :车 r(K) 关 7, 则 7 个 s 维 向 量 k1 ,ks，…,k, 线 性 相关 . 于 是 存在 -个 不 全 为 零 的 党 
数 和 1 ,Xs，… ,4, ,使 得 
hk 


1 1 
k 
Es Ca 


k, 
之 记 ,PB ，…,p, 线性 相关 ,与 假设 矛盾 . 


aio Cioz oilo， 
oo oodos ojw 
【 例 3. 10】 证 明 n 维 列 向 量 gl ,Ca ，… ,an 线性 无 关 SOD = 。 0 ¢ 天 0， 


Qa Or02 OO 
其 中 ,az 表示 列 向 量 @; 的 转 置 ,i 二 1,2，…，,7. 
【证 】 令 4 = [oa os ，…,o] (2 阶 方 阵 )， 
因为 gil ,oz，…，,ov 线性 无 关 驴 14 | 关 0. 又 
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[= 
of aia oflos…aia， 
4T4 = 中 nr di | Wim ont ed | 
中 zol 002…CTa， 


14'4|1=|4|*= 一 D>|4| 关 0 与 D 关 0 等 价 ， 
所 以 DD 了 关 0 是 @i,@:，…,@, 线性 无 关 的 充 要 条 件 . 
【 例 3.11]】 设 saz，… ,a 为 n 一 1 个 线性 无 关 的 n 维 列 向 量 ,wi ,为 两 个 不 同 的 非 零 列 向 量 ， 
它们 与 向 量 组 Q1 9Q29°"" Qn-1 正 交 ,证 明 : 71 ，72 线性 相关 . 
【证 】 由 题 设 
oji mn 二 站 al = 中 
a2 思 = az mh = 从 


Qari 一 0 ar _1 7 二 .发 


工 
Ql 


令 A= 


为 (n 一 1) Xn 阶 和 矩阵 ,于 是 Ayi 二 0,Ays 二 0, 即 ,为 Ax 二 0 的 两 个 解 


T 
Qn-l 


向 量 , 因 为 有 两 个 不 同 的 解 ,所 以 秩 小 于 等 于 nn 一 1, 因 为 那 n 一 1 个 向 量 线性 无 关 ,所 以 秩 
大 于 等 于 n 一 1, 所 以 r(A) 二 n 一 1， 

由 此 可 知 Az = 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 ”一 (2 一 1) 一 1, 又 四 ,六 为 Az 二 0 的 两 个 
不 同 的 非 零 解 , 故 六 , 妃 线性 相关 . 


【 例 3.12) 设 w ?Q2 ，” ”9Qr 线性 无 关 应 ) 和 有 可 由 Q1yQ29” ”CQr 线性 表示 9 即 B: = 之 1cyaji 


1,2,…,s, 则 应 ,Be 0 线性 相关 充 要 条 件 是 C 3 (Ci ) sxr 的 秩 小 于 S。 
【证 ] 设 Bi ,PB2 区 ,Bb; 线性 相关 ,于 是 存在 5 个 不 全 为 0 的 常数 X13T2 "9 Ts 使 的 


XB 十 zB 二 十 多， 本 二 0 ,将 3 Dosa; 代入 
j=1 
(Cri Corxy tt car) (crvTy TT Cars “es TI a (vi :Cop 


cozsjar = 0 
因为 a ,az ,… ,a; 线性 无 关 , 所 以 
上 元 1 十 6212 二 和 十 cz 一 0 
61321 十 Cary 十 十 Co 二 0 
Ca Co he C= 0 
方程 组 有 非 零 解 今 系数 矩阵 C 二 (ci ) vx; 的 秩 小 于 s, 即 
Bi ,Be，…，,B; 线性 相关 充 要 条 件 是 C 二 (ci ) wx 的 秩 小 于 s 
【 例 3. 13】 试 证 : 若 向 量 订 可 由 iaz,，…，w, 线性 表 出 , 则 表示 法 唯一 合 @1,@z ,…,@; 线性 无 关 . 
【 证】 之 ( 必 要 性 ) 
用 反 证 法 : 若 ol ,as ,…，,0， 线性 相关 , 则 有 不 全 为 零 的 数 k1,k2,** ,ks ,使 得 
kim 十 zcs 十 … 十 Ac, 一 0， 
又 可 由 Qi ,0@:，…,@; 线性 表 出 , 设 表示 式 为 
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li@Tlo 二 +… 二 loa, = pp， 

上 述 两 方程 相 加 ,得 (十 wi 十 (ky 十 lo)@z 十 … 十 (k; 十 la, 二 pp. 

由 于 ki,k2,**,k, 不 全 为 “0”, 故 Ri 十 0,Rz 十 2 sk Ls 与 人 ae 是 两 组 不 同 的 数 ， 
即 及 有 两 种 不 同 的 线性 表示 法 ,与 题 设 有 由 wi ,Qs,… ,a 线性 表示 的 表示 法 唯一 矛盾 . 
故 ol ,oz ，… ,0, 线性 无 关 . 

< 二 (充分 性 ) Qi，,… ,a 线性 无 关 二 了 用 @1，… ,Qa; 表示 表示 法 一 . 

用 反 证 法 : 设 5 有 两 种 表示 式 
B=hkomthkot dikea, B= Umm ttla,, 

(hm—l)o 二 (ks GOO—m Ll) 二 十 (k,l)a, 一 0， 

因为 w ，…,@; 线性 无 关 , 所 以 &; == Li(i 二 1,2,…,s). 

〖【 例 3. 14】 证 明 :和 矩阵 4 的 列 向 量 线性 无 关 今 由 Ax = 二 0, 必 有 x= (0. 


【证 】 设 A Pe (Ci ya 9 0 ) 天 = 


X2 
AxX 三 0 全 (Ca 22 0 ) > = Ty i 二 X;@; 十 pe 十 wt 0. 


n 


因为 @ yos ,yo 线性 无 关 , 所 以 x = zs 二 … 二 x, 二 0. 
即 x 二 0, 反之 也 成 立 . 
【 例 3. 15】 设 向 量 组 w ,as ,…,@, 和 向 量 组 pi ,p,，… ,pp 
分 别 为 Cl = any jai dj dn), 


Q2 一 (azl 9 CQ21 9 ,a2n) 9 

@; 一 (Qa ss CQ er i 

Bb 一 (ail CT 十 Ral; 人 yQ1n) 9 
应 = (az1 9 a2 902) 十 RoyQzn)， 
有 Se 《aa Qi 十 kas 5 


试 证 :al ;02 ,Qs 线性 无 关 SOP ,pb ,…… Pp. 线性 无 关 . 


【证 】 汪 (必要 性 ) 
今 kiBi + ksB, + *… kB, = 0, @ 
kiau 十 kzaz 十 … 十 &as 一 0， 


kiai: 十 Raa2 -has = Os 


即 1 
ki (a 十 kai;) 十 … 十 R (Cas 二 ka.,) = 0 


ki FRoazn kas — 0 
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因为 已 (ay 十 hn) 十 Pa(azii 十 hs) 十 十 Ray 十 iv) 

= (kiay T+ Raa "+ kas) tk(kaywtt Rast tt kas) 0， 
所 以 Bai 二 Rams; t+" 二 kay = 0. 
Aiail 十 Rsazl 十 … 十 Ra 一 0， 


kiaii 二 kz asi 十 ey 十 及 CQs Q's 
于 是 3 
RiQTi 十 kz a 浊 vs kay 一 0， 


kiai 十 Ra 十 … 十 Adaw 王 0. 
即 Aioi 十 Azcs 十 … 十 Aa: 王 10. @ 
因为 w ,az ,… ,Qs 线性 无 关 , 所 以 所 Rk2 2 k, 0. 
故 记 ,B,，…,p, 线性 无 关 . 
夺 ( 充 分 性 ) 
由 @,@@ 和 两 组 方程 组 及 及 , 记 ,… ,及 线性 无 关 知 , 必 有 户 二 已 三 …… 一 入 二 0, 由 最 后 一 
个 方程 组 , 知 a ,0s，…,@; 线性 无 关 . 
【 例 3.16] 设 A 是 n Xm 和 矩阵 ,B 是 m Xn 和 矩阵 ,其 中 nn 二 m,E 是 n 阶 单位 矩阵 , 若 4B 二 ,证 
明 :B 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
【证 了 方法 一 :用 定义 证 明 . 
设 B= [pi,B，,…,p,j], 其 中 (i 二 1,2,…,n) 是 B 的 第 i 列 向 量 , 若 
Zi 及 + xp 二 zp, = 0, 


即 Lp, ,Pp Se | i; 一 Bx 一 0， 


其 中 ,x = 二 (zi ,xo，… ,Xs) ,上 式 两 边 左 乘 A, 则 得 
ABx = 0， 
即 Ex 一 0, 亦 即 x 王 (zyz…z)lI 一 0, 说 明 z 一 To 一 … 一 2Tn 一 0, 所 以 记 ,Pp ，…， 
PB, 线性 无 关 , 即 B 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
方法 二 :利用 矩阵 的 秩 证 明 . 
因为 秩 (B) 过 min{m,n) 过 2, 又 秩 (B) 宇 秩 (4B) = 秩 (E) 二 nn, 故 秩 (B) 二 n, 所 以 B 的 
列 向 量 组 线性 无 关 . 
方法 三 : 反 证 法 . 
设 B 的 列 向 量 组 线性 相关 , 即 秩 (B) 二 n, 于 是 有 秩 (E) = 秩 (4B) 达 秩 (B) 二 nn, 即 二 秩 
(E) 一 2 ,了 矛盾. 说明 吾 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
【 例 3. 17】 设 向 量 组 ol ,os ，,…,@, 是 齐 次 方程 组 Ax = 0 的 一 个 基础 解 系 , 向 量 甩 不 是 方程 组 4x 
一 0 的 解 , 即 48 尖 0. 试 证 明 : 向 量 组 有 ,8 二 wo,B 二 oa ,5 二 ww 线性 无 关 . 
【证 了 用 定义 法 证 明 . 
设 有 一 组 数 k,ki,k2,*"* ,hk, ,使 得 
kB+hk(B+io)t Tk (Biea) = 0, 
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nl 
即 (+ Dh) Dh)e © 
上 式 两 边 同 时 左 乘 矩 阵 4, 有 (+ 3 一 7 一 0， 
因为 4B 和夫 0, 故 i , D 


从 而 ,由 @ 式 得 >) (一 上 os 一 0. 
由 于 向 量 组 wi ,…，,w, 是 基础 解 系 , 所 以 
ki Rs， “0 k, 0， 
因而 由 @ 式 得 = 0 
因此 ,向 量 组 1, 5 十 o ,十 线性 无 关 . 
【 例 3. 18】 设 xl ,Qs,… ,0 为 一 个 向 量 组 , 且 @ 关 0, 每 一 个 向 量 @;(i 放 1), 都 不 能 由 @i ,oz ，…， 
x_i 线性 表示 ,求证 :al ,ws，…，,aw 线性 无 关 . 
【证 】 用 定义 证 明 . 
假设 存在 一 组 数 ki ,k,,… ,kk 使 得 
ki 十 kz@z 十 … 十 Ann 一 0， 
对 ki,k2，…,k， 从 右 向 左 看 , 若 存 在 第 一 个 不 等 于 零 的 数 ,可 设 为 
ki ORAi = Ov yk = 0, 
因为 @ 了 关 0, 所 以 i 关 1, 从 而 
ki@Qi 十 zs 十 … 十 Ri 一 0， 


即 Ci 一 一 二 (an 十 … 十 ;i101 中 


0 可 由 @1 ,02，… ,Qi 线性 表示 ,与 题 设 矛盾 ,因此 局 ,k;,，… ,kk 必 须 全 为 零 , 说 明 ol ,as ， 
… ,Qn 线性 无 关 . 
【 例 3.19] 设 向 量 组 @ ,Gs,… ,0 线性 无 关 , 向 量 记 可 用 它们 线性 表示 ,向 量 p 不 能 用 它们 线性 
表示 ,证明 向 量 组 @i ,ay ,… ,GB1 十 Bo (4 为 常数 ) 线性 无 关 . 
【证 】 定义 法 证 明 . 
设 有 实数 ki1,k2,*** ,Rk ,Rk 使 得 
ki@i 二 ko@2 十 … 十 Ancn 十 RCI 十 记 ) = 0, 
则 == 0, 和 否则 


kz ao. 名 


Mp， 十 应 a To Eo Eom 
又 向 量 Bb 可 用 Ql 02 ,On 线性 表示 , 故 存 在 Lisly ssln 使 得 
Bi = iat le tT laQ nm, (9) 


由 @,@ 式 得 
Bb: = CW 天， Sy -+ yk 
k k k 
这 与 向 量 庆 不 能 用 w ,ws ,… ,Qn 线性 表示 矛盾 ,于 是 有 
kiQ@i 十 kz@ 十 … 十 nn = 0. 
又 Qi1 ;02，… ,0m 线性 无 关 , 故 kl 二 kz 二 … 二 ,二 0, 根 据 定义 知 gl ,as ，……,Cn , 二 Pp 线 
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题 型 三 ”判定 一 个 向 量 是 否 可 由 一 组 向 量 线性 表示 


(1) 令 a = hpB kB + + kB. 
(2) 由 向 量 相等 关系 将 上 式 写成 方程 组 : 
buki 二 baks 十 "… 十 bak, 一 Qi， 
baki + bazkz 十 …… 十 po 有 一 qz， 


bk boka th Dk, = 
(3) 车 方程 组 无 解 , 则 a 不 能 由 P,P,，…,B 表 出 ;车 方程 组 有 解 , 则 @ 为 ,Pp，…,P 的 线 
性 组 合 . . 
【 例 3.20] 设 @ 二 (0,4,2,5),p 二 (1,2,3,1),p; = (2,3,1,2),p: = (3,1,2, 一 2), 问 @ 是 否 可 
表示 成 记 ,B ,Ps 的 线性 组 合 ? 
〖 解 ] 邻 @ = R&B 二 kB; T+ kB;， 
ki 十 2kz 十 3ks 一 0， 
2A 十 3& 十 Ra 二 4， 
3ki 十 有 Ra 十 2k3 一 2， 
ki 十 2k; — 2k3 = 5. 
得 局 1,k; 1 ,Rs 1, 故 @ 二 PB 十 PB 一 Pp;. 
@ 可 将 以 上 作法 简化 为 对 怎 阵 的 行 作 禄 等 变换 , 即 设 矩 阵 A 的 列 向 量 依次 为 A 一 (及 , 记 ，…， 
PB.), 算 阵 A 的 增 广 矩阵 A 一 (Bi ,Be，…,B. : 0). 


对 行 作 > i 
二 下 二 和 ~ 最 简 形 ,然后 分 析 定 村， 


【 例 3. 21】 试 把 c 一 人 1 表 成 把 = (1,1,1,1),p: = (1,1,—1,—1),p ss [1 一 工 这 一 5 
Bb ad (1, = 一 1,1) 的 线性 组 合 . 


即 


A 


1 二 Ly1 1 1 1 1:1 
fi 0 0 —2 —2:1 
【 解 】 a : 
1 1 1 =1i1 0 一 2 0 一 2;0 
1 一 1 一 1 1 ;也 0 一 2 一 2 0 ;0 
EE yl 
0 0 —2 —2:1 d V 0 —4i1 
CE ts i 
LO 1 1 0i0 0 1 1 0:0 
| 人 5 | 
1 0 0 V7 1 GW : 
:1 1 
0 0 0 1:3 0 1 0 0 3 
ml! 下 
0 0 一 1 i 和 0 0 1 0 
i _1 
0 1 0 oF | | 0 0 1 | 
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故 一 7p 十 于 尼 一 地 所 -Tb. 
【 例 3.22] 已 知 @ 一 (1,0,2,3) ,os 一 (1,1,3,5)， os = (1,—1,a2,1), @ = (1,2,4,a + 8), 
二 (1,1,6 十 3,5). 试 求 : 
(1)a,b 为 何 值 时 ,B 不 能 表示 成 a ,as ,os ,ao 的 线性 组 合 ; 
(2)a,b 为 何 值 时 ,5 有 xiaz ,as ,as 的 唯一 线性 表示 式 , 并 写 出 该 表示 式 . 
【 解 3 设 B= ol 十 Acs 十 Asos 十 ko; 则 


高 “村 站 半 燃 六 源 受 于 ， 
k, es 4 二 了 ， 
2 十 36a 十 Ca 十 2)， 小 多 三 站 水 8 
天 下 天， 本 炮 半 Xa 十 交 遍 二 吕 
1 
St . 1 | -上 冲 二 . 1 
时 守 寺 作 和 
8 1 gh: 8 Da! 
和 
0 1 = 
i 


0 0 0 a 十 1 : 0 
当 & 一 一 A 0 时 ,r(4) 二 2,r(4) 一 3 ,可知 方 程 组 无 解 , 故 有 不 能 表示 成 w， 22 03 04 


的 线性 组 合 ; 
20 各 十 站 十 并 b EL 
a 


题 型 四 《有关 向 量 组 线性 表示 命题 的 证 明 


要 证 及 可 用 向 量 组 CI ，02 ,Os 线性 表 出 ,只 要 证 表达 式 Ri On 十 k, 0 十 wen 十 RC， kup = 
0 中 ,i 关 0 即 可 .或 者 证 明 下 列 方程 组 有 解 : 
国 十 csr + 十 aa 一 bi1， 


Qi 十 caiZa Fe A 


bi 
Cil 
3 by 
其 中 Qi 一 : ) 帮 和 二 
元 : 
b, 
思路 之 二 :车 qi,@2，…,@,, 了 线性 相关 ,@i,@:，… ,a 线性 无 关 , 则 可 由 1 ,6;,…,@, 唯 
一 线性 表示 . 


【 例 3.23】 设 a ,os ,，… ;0 都 是 n 维 向 量 ,5 可 由 w， ,0 0; 线性 表示 ,但 让 不 能 由 wo ;02 , 
Ql 线性 表示 ,证明 :wa， 可 由 Ql 02，… ,0,1 ,线性 表示 . 
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DR 
【证 】 因为 有 可 由 CX1，02， 0 线性 表示 ; 设 
Bb = AiCl 十 kz@2 十 … 十 R IC 1 十 ARC-， 
又 因为 有 不 能 由 Ql 02 "0, 1 线性 表示 , 则 k, 其 0, 所 以 


Q; 一 元 (有 kiQi A k, IC 1)， 


即 @, 可 由 xi ,…，,a 1 线性 表示 . 
【 例 3. 24】 设 a ,0s，… ,Qaw1iCm 宇 3) 线性 相关 ,向 量 组 wx ，…,aw 线性 无 关 , 试 讨论 
(1)ai 能 和 否 由 os ;03 ，… ,Qi 线性 表示 ? 
(2)@ 能 否 由 cwiyws，…，,caw :线性 表示 ? 
【 解 】(1) 方法 一 :ol 能 由 wz ,as ,…，,owl 线性 表示 . 因 oa ,Cs ，… ,Cn 线性 无 关 , 所 以 其 部 分 向 量 
组 @ ,0@3，…,Qm! 也 线性 无 关 . 
又 由 假设 ,ai ,os ,…，,aw ;线性 相关 ,因此 ,ai 能 由 wz ,03，… ,0mi 线性 表示 . 
方法 二 ;因为 已 知 w ,os ,…*aw ;线性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 数 请 ,ko，… ,kwm-i 使 得 
ki 十 kz02 十 … 十 Aiool 一 0. 
其 中 关 0, 因 为 车 一 0, 则 2 ,ks，… ,kw1 不 全 为 零 ,使 
Ross 十 … 十 Roll 一 0 
成 立 , 从 而 gs，… ,m1 线性 相关 ,这 和 已 知 了 矛盾 , 故 关 0， 


故 w 可 以 由 Qs ，… ,Qi 线性 表 出 . 
(2) ww 不 能 由 wi ,as ，…o 线性 表示 . 

用 反 证 法 证 : 设 ww 能 由 wi ,wz ,cwi 线性 表示 , 即 有 实数 ,ks ，*… ,kw ,使 得 

Qn 一 AGOi 十 Rags 十 十 RiCnl， 
又 由 (1) ,oa 能 由 ,os ,…,aw 线性 表示 ,所 以 有 2， 使 

ii = lz ls ln Omni, 
于 是 oz = ki 二 biGa1) 二 RG +""* 二 Ril Om 

= (kils dk)0 (Rils hk) (kil 十 Ri)Co 1， 

即 a, 能 由 as ;0s，… ,Qi 线性 表示 ,这 与 ws ,03，… ,Qn 线性 无 关 的 假设 矛盾 , 故 a 不 
能 由 w ,os ，… ,m1 线性 表示 . 


题 型 五 ” 求 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 


(1) 在 向 量 组 中 任 取 一 个 非 零 向 量 作 为 aa 

(2) 取 一 个 与 aa 的 对 应 分 量 不 成 比例 的 作为 a ; 

(3) 取 一 个 不 能 由 an ,as 表 出 的 作为 cas, 继续 做 下 去 便 可 求 出 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 

该 法 适用 于 向 量 组 中 向 量 个 数 较 少 的 情形 . 

思路 之 二 : 行 初等 变换 法 . 

(1) 将 向 量 组 中 的 各 向 处 作为 矩阵 的 列 ; 

(2) 对 上 述 和 矩阵 作 初 等 行 变换 ; 

《3) 变 成 阶梯 形 和 矩阵 后 ,每 一 阶梯 上 取 一 列 ,对 应 的 向 量 所 构成 的 向 量 组 即 为 极 大 线性 
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= 
无 关 组 . 
【 例 3.25】 考虑 向 量 组 

1 7 2 5 2 

3 0 =] 一 下 
全 一 | 站 三 一 | 三 一 w= | lm | | 

0 3 1 1 
(1) 求 向 量 组 的 秩 ;(2) 求 此 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 把 其 余 向 量 分 别 用 该 
极 大 线性 无 关 组 表示 . 


【分 析 了 根据 和 矩阵 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 利 用 行 初等 变换 将 以 w ,es ,os ,os ,as 为 列 向 量 
的 矩阵 化 为 阶梯 形 ,然后 在 每 一 个 阶梯 中 选取 一 个 “元 素 ” 即 构成 此 向 量 组 的 一 个 极 大 
无 关 组 ,同时 求 得 向 量 组 的 秩 . 当 阶 梯形 化 为 最 简 时 ,还 可 直接 得 到 其 余 向 量 用 此 极 大 
无 关 组 的 线性 表示 式 . 

Cl C2 3 Qa Qs 

刷 国 7 2 5 2 


外 3 3 2 1 
/ / / 
Ql C2 Qs Qa Os 
门 7 2 5 2 
—> |0 3 1 2 1|= Al,， 
0 0 业 1 0 
LO 0 0 0 0 


显然 41 的 秩 为 3, 故 4 的 秩 也 为 3. 

(2) 在 每 一 个 阶梯 中 选 一 “元 素 ”( 注 意 wz ,as 属于 同一 阶梯 ) 分 别 为 go ,@s (不 唯一 ， 
比如 wa oz ,os ;0 os os ;G1 os os 均 可 ), 从 而 对 应 向 量 组 wo ,a 构成 
ol ,02 ,os ,04 os 的 极 大 线性 无 关 组 . 
进一步 把 4; 化 为 最 简 形 (@, ,oz ,os 对 应 的 列 除 阶 梯 所 在 位 置 元 素 为 1 外 ,其 余 全 部 
为 零 ) ,对 Ai 作 初 等 行 变 换 


Ol 2 Qs Qs Qs 
1 08 fy 2 _1 
9" 3 3 
太 欧 涛 型 人 于 
> I 一 入 —> 下 4 9 
oa 0 0 1 0 3 3 
00000 0 WW 0 
L0 0 0 0 0 
AN 2 A L 1 1 
不 难看 出 C4 一 a0 十 3 十 Cs ， 
LA 1 AH 1 1 1 
Qs 一 一 了 0 * 本 0 十 0 。 Cs ， 
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i 
从 而 原 向 量 组 有 @ = 3 十 于 oo 十 os， 
Fa 二 yo HF-0.@;. 
【 注 ) (1) 极 大 线性 无 关 组 不 唯一 ,al ,os ,04;Q1 ,0s ,03;Q1,05 ,04 都 是 极 大 线性 无 关 组 . 
(2) 当 on ,as yas ,os ,gs 为 行 向 量 时 ,这 时 应 构造 A 二 [efi,oi ,ai ,ed as ], 仍 只 能 用 行 初 等 
变换 ,这 一 点 必须 特别 注意 . 
(3) 在 把 A 化 为 阶梯 形 过 程 中 ,ms ,as' 是 属于 同一 阶梯 的 ,不 能 认为 ws ,ol ,as 属于 同一 
阶梯 ,从 而 得 出 @ ,os ,as 对 应 的 向 量 组 wi,as ,os 也 是 极 大 线性 无 关 组 的 结论 是 错误 
的 .事实 上 ,ol ,as ,as 线性 相关 .这 里 关键 是 ws 的 第 三 个 元 素 为 零 , 并 不 属于 第 三 个 阶 
梯 , 为 了 避免 类 似 的 错误 ,也 可 考虑 交换 两 列 ( 仅 限于 交换 列 ), 但 应 注意 在 矩阵 上 方 标 
示 的 @ 与 Qs 也 必须 同时 交换 ,这 时 有 


Ql C2 Qs Qs Qs 


Qs 


1 7 2 2 9 
4 一 … 一 |0 3 1 2|1， 

0 0 0 | 1 

0 0 0 0 0 


再 在 每 一 阶梯 中 选取 一 “元 素 ” 构 成 极 大 线性 无 关 组 就 不 会 出 现 错误 了 . 

(4) 本 题 由 @1 ,Qs os ,04 ,Qs 的 线性 关系 推导 出 @1,02 ,as ,os,as 也 有 相同 的 线性 关系 的 
依据 是 : 行 初等 变换 不 改变 列 向 量 之 间 的 线性 组 合 , 若 列 向 量 组 作 列 初等 变换 或 行 向 量 
组 作 行 初等 变换 , 则 列 ( 行 ) 向 量 组 保持 相同 的 线性 关系 的 结果 将 不 再 成 立 . 


题 型 六 有关 向 量 组 或 矩阵 秩 的 计算 与 证 明 


(2) 利用 初等 变换 求 和 矩阵 的 秩 . 
(3) 利用 矩阵 秩 的 有 关 关 系 式 求 秩 . 
【 例 3. 26 了 已 知 向 量 组 (I )o ,es ,os; CI)oa os ;6,04;( 轩 )0 ,0 ,03 ,0s. 如果 各 向 量 组 的 秩 分 
别 为 r( 工 ) 一”~( 工 ) = 3,r( 了 下 ) 王 4. 证 明 : 向 量 组 Q1 02 03 05 004 的 秩 为 4. 
【证 】 要 证 el ,os ,as ,os 一 ou 的 秩 为 4, 只 要 证 明 @ ,os ,os ,os 一 0 线性 无 关 即 可 . 
因 ( 工 ) 王 普 [[ ) = 3, 所 以 on ,cs ,0s 线性 无 关 , 而 owni »02 303 ,0a 线性 相关 , 故 存在 数 久 ,A2， 
%3 使 


Qs = AiQi A202 十)3Cs. 
设 有 数 ,ks ,ks ,ks，, 使 得 
kim 十 Ra 十 Rscs 十 Ross 一 04) 一 0， 
将 ws 代入 上 式 , 化 简 得 
(ki 一 )R ai 十 (CR 一 hzR)0s 十 (Rs 一 st)03s kes 一 0， 
由 >( 亚 ) 王 4 知 olyasyasyos 线性 无 关 , 所 以 


ki—Aik: = 0， 
kz —Azks = 0， 
Rs —Ask: = 0， 
ks 一 0， 
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解 之 得 ki 二 ks 二 ka 二 二 0, 故 Qi,@2 ;03,0s 一 Qs 线性 无 关 , 即 其 秩 为 4. 
【 例 3.27】 设 向 量 组 (了) :ol ;6s ,…,@ 的 秩 为 r(r 二 1) ,证 明 向 量 组 (IT): 让 一 os 十 os 十 … 十 
QB 二 i 十 十 十 Qa 二 Qi 十 @2 十 … 十 0 i 的 秩 也 为 
【分 析 】 两 组 向 量 秩 相同 的 充分 条 件 是 两 组 向 量 等 价 . 
【证 ] 显然 ,向 量 组 ( 呈 ) 可 由 向 量 组 ( 工 ) 线性 表示 . 下 面 证 明 向 量 组 (TI) 也 可 由 向 量 组 CI ) 线 
将 记 ,PB ，…,p, 的 表示 式 相 加 ,得 
Bi+PBt… 二 hp, = (mm1)( Te 二 十,), 


故 有 mt 一 于 十 友 十 … 十 友 )， 


由 此 可 得 @ = Bt tt ) Br, C= 1,2,°,m). 


这 表明 向 量 组 ( 工 ) 可 由 向 量 组 ( 卫 ) 线性 表示 ,从 而 ( 工 ) 与 ([) 是 等 价 向 量 组 ,其 秩 相同 ， 
即 向 量 组 BB ,PBs ，,…,p, 的 秩 也 为 x. 
【 例 3. 28】 设 
aib: aibs … aib, 
azpb azsbs  … asb, 
A= ; Qi 了 00; 关 0(i 二 1,2,…,n), 求 秩 (A4). 
a abs … ab, 


【 解 】 方 法 一 :用 子 式 计算 秩 (4). 


by ‘ab 
因为 4 的 任 一 二 阶 子 式 = 
ajbs ajb, 
且 4 为 非 零 矩阵 , 故 秩 (4) 三 1, 从 而 有 秩 (4) = 1. 
Ul 


a 
方法 二 : 记 有 4 的 列 向 量 组 为 @j ,@;,…,@, ,由 7; 一 (到 三 1,2,… ,7n) ,可见 or 22 


Qn 

@, 中 任意 两 个 向 量 对 应 元 素 成 比例 , 即 任意 两 个 向 量 线性 相关 , 故 秩 (4) 二 2, 但 @; 关 0Gi 
二 1,2,…,n), 即 为 非 零 向 量 , 故 秩 (4) = 1. 
方法 三 : 记 G= (gi,az ya)T，,H = 二 (61 ,bs,…,b,), 则 A 二 GH ,因为 秩 (A) 过 min{ 秩 
(G), 秩 (H)) = 1, 又 4 为 非 零 矩 阵 , 秩 (4) 宇 1, 从 而 秩 (4) = 1. 

【 例 3.29】 设 A、B 为 两 个 ” 阶 矩 阵 ,证明 

秩 (A 十 B) 委 秩 (4) 十 秩 (B). 

【分 析 】 只 要 证 明 4 十 B 的 列 向 量 组 可 以 由 A 和 B 的 列 向 量 组 线性 表示 即 可 . 

【证 ) 设 A= (@i,@2,…,@),B = (pi ,PB ,… ,pb,), 
A+B= [etP ,wtpB, ,0 th] = [mr 其 中 on oz， 和 pi ,ps ,Pp, 
分 别 为 4,B 的 列 向 量 组 . 
不 妨 设 @1,@2,…,@,(r 三 7) 为 4 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ,pi ,Pp;,…,p,(s 三 nn) 为 B 
的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ,显然 ,ri yri,…,r, 可 由 01 ,0@2，… ,Qh ,Pp ,，…,P, 线性 表 
示 , 从 而 它 也 可 由 @ oz ，…,@,, 忆 ,Pp ，…,p 线 性 表示 ,所 以 向 量 组 ,r;，…,r, 的 秩 不 会 超 
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过 向 量 组 gl ,os ，…,@; ,P,P ，… ,Pp, 的 秩 , 即 
秩 (A 十 B) 过 r+ 十 s = 秩 (4) 十 秩 (B). 
【 例 3.30】 设 4” 是 n(n 二 2) 阶 方 阵 A 的 伴随 矩阵 ,证 明 
n， 秩 (A) = 二 nn， 
(1) 秩 (A*) -人 秩 (4) 一 7 一 1， 
0， 秩 (4) 二 nn 一 1. 
人 | | 二 | 过 | 
【证 (1) 1” 已 知 秩 (4) = ”只 要 证 明 4 ”是 可 逆 和 矩阵 , 即 得 秩 (4”) 一 7. 
当 秩 (4) 二 n 时 ,A 可 道 ,有 |A| 关 0, 由 A4* =|A|E 知 A* 可 道 ,所 以 秩 (4*) 二 =n. 
2” 已 知 秩 (4) = nn 一 1, 要 证 秩 (A4*)==1. 
因为 秩 (4) = 二 n 一 1, 有 |14|== 0,44" ==| A |E=0, 根 据 前 面 内 容 知 ,r(4) 十 r(4") 过 
n; 从 而 7r(4* ) 过 nn 一 r(4) = 1. 又 秩 (4) == nn 一 1, 即 矩阵 A 至少 有 一 个 nn 一 1 阶 子 式 
不 等 于 零 ,那么 矩阵 4 ”中 至 少 有 一 个 元 素 非 零 , 所 以 秩 (4" ) 三 1, 由 此 推 知 秩 (4" ) = 
Ls 
3” 已 知 秩 (4) 二 nn 一 1 时 ,证 明 秩 (4*)==0. 
由 秩 (4) 二 n 一 1 知 A 的 所 有 nn 一 1 阶 子 式 全 为 零 ,A4; 一 0G 二 1,2,…,n), 故 A” 一 
0, 所 以 秩 (A*) = 0. 综 上 所 述 , 有 


n 秩 (4) 一 ”， 
so 秩 (A) 一 7 一 1， 
0， 秩 (4) 二 nn 一 1. 


(2) 考虑 4 可 北 与 不 可 逆 两 种 情形 . 
1” 当 A 可 道 时 , | 4 | 关 0, 由 A4” 二 | 4 | E, 得 


141|A4* |=||A|E|=|A|", 
所 以 14 |=|141”. 
2” A 不可逆 时 ,由 (1) 知 , 秩 (4) 过 nn 一 1, 秩 (4*) 达 1. 
故 |A4* |==0, 即 | 4" |==| 4 |” 恒 成 立 . 
ww 1 1 
【 例 3. 31]】 设 三 阶 和 矩阵 A = |1 a 1|, 试 求 秩 (4). 
]， 十 将 


【分 析 】 和 矩阵 4 含有 参数 a ,因此 其 秩 一 般 随 参数 a 的 变化 而 变化 ,讨论 其 秩 主 要 从 两 点 着 手 :和 矩 
阵 秩 的 行列 式 定义 和 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 
【 解 〗 方 法 一 :直接 从 矩阵 秩 的 行列 式 定义 出 发 讨论 . 由 于 


a 1 1 
lw ll=(a O(a DD 
] 由 远 
故 1” 当 a 关 1 且 a 关 一 2 时 , | A | 关 0, 秩 (4) 一 3; 
入 二 
2” 当 a= 二 1 时 , |4|=0, 且 A==|1 1 1|, 显 然 秩 (4) = 1; 
1 1 1 
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3” 当 a = 二 一 2 时 ,|A4|=0, 且 A= 


1 
一 分 1 
1 一 电工 [ms 1 gl 


1 二 


1 去 1 1 a 
-| a | Bb 上 二 小 ，， -en 
/i | 0: —(&—1» 1—a? 
1 1 a 
0 g@=1] (1) ， 
0 0 一 六 主音 2)KEs]) 
于 是 由 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 知 
1” 当 a 关 1 且 a 关 一 2 时 , 秩 (4) = 3; 
2” 当 a= 二 1 时 , 秩 (4) = 1; 
3” 当 a = 一 2 时 , 秩 (4) = 2. 
【 例 3. 32】 选择 题 . 
(1) 若 向 量 组 @i ,cz ，…,@, 的 秩 为 7 , 则 
(A) 必定 +r 二;. 
(B) 向 量 组 中 任意 小 于 7 个 向 量 的 部 分 组 线性 无 关 . 
(C) 向 量 组 中 任意 7 个 向 量 线 性 无 关 . 
(D) 向 量 组 中 任意 7 十 1 个 向 量 必定 线性 相关 . 【 】 
(2) 设 癌 量 w 三 o 十 os 十 … 十 os 僵 1) 而 太一 ww 一 0 及 一 一 0 及 一 w 一 
0;, 则 
(A) 秩 (ol ,az ，…o,) 一 秩 (pB ,Pp,,，… ,pp.). 
(B) 秩 (@i os，…o,) 二 秩 (pB ,PB 有). 
(C) 秩 (@ ,6@2,… ,a,) 二 秩 (p ,PB,,… ,pp.). 
(D) 不 能 确定 秩 (oa ,az ,…,@,) 与 秩 ( 忆 ,Pp,，… ,Pp,) 的 大 小 关系 . 【 】 
(3) 设 @,@z，…,@, 和 Pp1,p,，…,p, 为 两 个 n 维 向 量 组 , 且 秩 (ol ,Gs,…,@,) 一 秩 ( 户 ， 
pb,,…,p,) = 7, 则 
(A) 两 个 向 量 组 等 价 , 即 可 相互 线性 表示 . 
(B) 秩 (@1y…,@s ,PB ,… ,Pp.) = 二. 
(C) 当 @i ,Gz ,…,@ 可 由 向 量 组 ,Pp ，…,p 线性 表示 时 , 忆 ,Pp ，…,P, 也 可 由 @&1， 


因此 秩 (4) == 2. 
方法 二 :利用 初等 变换 求 秩 . 
动 " : 业 过 


xz,… ,Qs 线性 表示 . 
CD) 当 王 上 时 ,两 向 量 组 等 价 . 【 】 


【 解 ](1)D， (2)A， (3)C. 
【分 析 】(1) 向 量 组 @ ,az ,…,@; 的 秩 为 7 ,说 明 wxz，…c: 的 线性 无 关 部 分 组 所 包含 向 量 的 个 
数 不 超 过 ~, 即 任意 ~ 十 1 个 向 量 必定 线性 相关 , 故 (D) 成 立 . 若 m ,oz ，…w, 线性 无 
关 , 则 有 7 二 s,(A) 不 成 立 ; 向 量 组 ol ,wz,，…，,w, 的 秩 为 ,只 要 求 存 在 一 含 ~ 个 线性 
无 关 向 量 的 部 分 组 ,并 不 要 求 任意 7 个 向 量 线性 无 关 , 更 不 要 求 任意 小 于 7 个 向 量 的 
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部 分 组 都 线性 无 关 , 故 (B),(C) 不 成 立 . 


(2) 显然 Bb ,PB; Fi 可 以 由 CI1y02， 0; 线性 表 出 ,又 记 十 PB vas 二 hh 一 %X 一 (Ci 十 


十 … 十 mw) 一 (一 Do, 即 w 一 -一 二 (所 十 友 十 … 十 用 )， 


从 而 m= ap ht +p)—p,, 


@ = 0—B = -一 了 (让 十 … 十 及 ) Bp, 


一 一 及 一 B+ +p) 一 及 . 
即 CI 02 ，…… 0, 可 以 由 忆 ,Pb; 1 线性 表示 ,因此 ,@i 22 °°", Os 与 Pp ,PB ,*… ,Pp. 等 


价 , 故 秩 (Ca ，""* ,0,) Ss 秩 ( 忆 pe ,Pb.),(A) 为 正确 选项 . 
(3) 若 令 m = (1,0) ,局 = (0,1), 则 (A),(B),(D) 显然 不 成 立 , 只 有 (C) 为 正确 答案 . 


题 型 七 ”与 向 量 空间 有 关 的 命题 
1 


1 
下 


【 例 3. 33】 设 w， pa , 求 2 ,O03 ,使 CI CX2 0C3 相互 正 交 . 


Xl 
【 解 】 设 所 求 向 量 为 x = = 


-3 


,因为 正 交 ,所 以 Xx! 一 0. 


0 Ph 


1 1 1 
ee 十 mh se, 加 | :| 
2 9%2 
0 | 0 


则 @ ,ws ,cs 相互 正 交 . 
【 例 3.34] 设 Ri 的 两 组 基 为 :(1)o = (1,1,1)7,as 一 (0,1,1)7,os 一 (0,0,1) (02) 记 一 (1,0， 
DT,p = (0,1, 一 1)7,p = (1,2,0)", 求 @,@z ,0s 到 Pp ,P,P; 的 过 渡 阵 Q, 并 求 6 二 
(一 1,2,1)" 在 基 记 ,po,p; 下 的 坐标 . 


9 


于 1 
即 之 1 十 十 22 一 0, 亦 即 1 二 一 zx; 一 Xx3. 取 上 bl = 加 号 - 中 
1 
2 
1 
2 
= 


: 提 : 示 :B = 40 二 0 一 A 1'B,(4 1B) i 
1 0 0 1 

【 解 ] (1) 今 A= (@i,@; os) 一 | 1 | ,B = (Pp ,Pp; ,pb;) = b | 
1 11 1 一 


0 
1 
| 

下 i 0 Or 1 0 1 0 

则 ot 1 -oo 1 | 

[有 站 I 和 0 0 
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1 ) ,1 
故 过 渡 算 了 泗 Q = | 一 1 1 | 
J 入 
1 0 1:—1 1 0 0:—5 于 
[1 jk 1 0 ;一 6|, 故 坐标 应 为 | 一 6|. 
人 4 


【 例 3. 35 了 已 知 ( 工 )oi ,os 线性 无 关 ,( 本) 忆 ,pe 线性 无 关 , 且 @i,p; (i 二 1,2;j 二 1,2) 相互 正 交 ， 
证 明 xl ,ws ,Pp ,Pp 线性 无 关 . 

.〖 证 】 设 ki@i + kt + AB, 十 1 及 一 0， @ 

四 式 两 边 和 wo 及 @; 作 内 积 , 且 利用 @&,,p, 的 正 交 性 ,得 
ki(@i 01) 十 AzCoiycz) 一 0， 
IN 十 ks(@2 02) = 0. 

(01) (1,0;) 


0 


= (@1 yai ) (0 502) — (0 sy 0 )’. 


因 


(as 901) (2 10;) 
由 柯 西 不 等 式 及 w ,ws 线性 无 关 知 
: (ol ,01) (0 oz) 一 (ol oz) > 0, 
故 方程 组 @ 只 有 唯一 零 解 ,从 而 得 忆 = ks 一 0. 
同 理 可 证 ): 三 hs 二 0. 故 得 证 w ,ts, ,Pp 线性 无 关 . 
【 例 3. 361 设 4 = (五 ,一 2ou ) ,其 中 五 , 是?” 阶 单位 阵 ,z 是 n 维 单位 列 向 量 ,证 明 : 对 任 一 n 维 
列 向 量 p, 均 有 | 4B |=|1B|. 
【分 析 】 直 接 利 用 内 积 计 算 向 量 B 及 AP 的 模 , 证 明 其 相等 即 可 . 


【证 】 | 4p |= vAB,AB) = vAB) AB = V 太 AT4p ， 
因为 A'™A = [E,— 2a0 1] [E,— 200' | = (E,— 2a0')(E,— 200") 
= E,— 4ac' 4a(a' oa = E,— 4o0' 4m" = E,, 
故 得 证 | Ap |= VP'ATAB = VPB =|B|. 
〖 例 3.37】 设 B 是 秩 为 2 的 5X4 德 阵 ,oi (lyl 253)" ss = 1 = (55 一 1 


一 8,9) 是 齐 次 线性 方程 组 Bx 二 0 的 解 向 量 , 求 Bx = 0 的 解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 
【 解 3 因 为 秩 r(B) = 二 2, 所 以 解 空间 的 维 数 是 ?一 r(B) 二 4 一 2 二 2. 
又 因 oi ,os 线性 无 关 , 故 wi ,as 是 解 空间 的 组 基 . 令 忆 = 0 一 a 


外 1 一直 
(CQ2 ,Pp1) PE 1 wd 二 EF 1 2 
i 二 六 二 柱 司 写 | 5 
| 3 6 
1 2 
了 ph 1 1 一 Bb; ne 1 1 
再 单位 化 得 了 7 [Bi | V1i5 |2 "Me | B: | V39 5 
3 = 怠 


即 为 解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 
转 w,us ,oa ,ws 也 可 作为 解 空 间 的 一 组 基 , 因 此 本 题 答案 不 唯一 . 
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第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


【 例 3.38】 设 向 量 组 @i ,0 ,…,@; 是 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 的 一 个 基础 解 系 ,向 量 B 不 是 方程 组 
Ax 二 0 的 解 , 即 AB 关 0. 试 证 明 : 向 量 组 p,B 十 @1，… ,十 @; 线性 无 关 . 
【证 3】 用 定义 法 证 明 . 
设 有 一 组 数 &o ,ki ,…,k, ,使 得 
kB+k(B+o) 二-…+k(B+a,) = 0, 
即 (ko 十 十 … 十 &,)B 十 ki@ 十 … 十 ka 二 0. 
上 式 两 边 同 时 左 乘 和 矩阵 4, 有 
(ko 十 十 … 十 k,)AB 十 kiAai 十 … 十 kAa, 二 0. 
因为 hg; 二 0,i 二 1,2,…,s;APB 关 0. 故 
如 十 各 十 … 十 ,一 0， 
从 而 有 ki@i 二 kt 十 … 十 kg, 二 0. 
又 olyaz， as 为 hx 一 0 的 基础 解 系 , 必 线性 无 关 , 故 
ki k» 多 k, 05 


从 而 得 ko 一 0. 
由 定义 知 ,5 十 oa | ,有 十 w， 线性 无 关 . 


二 、 综 合 题 解析 


【 例 3.39】 设 4 是 ” 阶 正定 矩阵 ,ol ,cs ,as 是 非 零 的 n 维 列 向 量 , 且 or4w， 0G FE jy 1， 
2,3) ,证 明 :a ,os ,os 线性 无 关 . 
【证 】 设 存在 常数 A ,k; ,As ,使 


kiQi + ks@; 十 Rs 一 0， 
将 上 式 两 边 左 乘 gi 4 ,得 
Ri4wxi + kai At; 十 Rsci4xs 一 0， 
由 题 设 知 后 两 项 为 零 . 于 是 kaiAa1 一 0, 由 于 A 正定 ,Qi 天 0, 知 xi4ui 二 0, 从 而 尺 一 0. 
同 理 可 证 已 = 二 局 二 0. 故 ol ,as ,os 线性 无 关 . 
【 例 3. 40】 设 4 维 向 量 组 @i ,as ;G04; 令 A 一 (Qi ,Gs ;0,04), 且 方程 组 Ax = 二 0 的 通 解 为 x 一 
k(1,0,1,0)". 求 向 量 组 @,@s ,aa as 的 极 大 无 关 组 . 
【 解 】 方 程 组 hx 二 0 的 通 解 为 x = 有 (1,0,1,0)7, 即 (1,0,1,0)" 为 Ax 二 0 的 基础 解 系 ,所 以 
r(4) 二 3. 即 向 量 组 wi ,os ,as ,os 的 极 大 无 关 组 包含 3 个 向 量 . 
又 4(1,0,1;,0)I 一 0, 即 wl 十 os 一 0， 
所 以 ui ,os 线性 相关 , 极 大 无 关 组 不 能 同时 包含 ci ,as , 
极 大 无 关 组 只 能 是 el ,os ,os 或 ,wz ,os ,at， 
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令 ki@i 二 ks@; ke = 0,Bh ke koe O00 ko, 一 0， 
所 以 (&1,k;,0,k)' 是 Ax == 0 的 解 ,于 是 存在 常数 C 使 (ki ,ks,0,ki)" 二 C(1,0,1,0)7， 
所 以 &2 二 二 0,; 即 om 二 0, 又 @i 关 0[ 如 Qi = 二 0, 则 @; = 0,r(4) 之 2]， 
所 以 & 一 0,alyos ,os 线性 无 关 , 又 r(4) = 二 3, 所 以 @i ,G2 ,al 是 向 量 组 wl ,os ,os ,as 的 一 
个 极 大 无 关 组 . 同 理 可 得 ,as ,as ,wo 也 是 极 大 无 关 组 . 
@ 求 向 量 组 的 秩 可 以 通过 求 其 所 构成 的 矩阵 的 秩 来 完成 . 
【 例 3. 41 设 4 为 三 阶 和 矩阵, az ,as 是 4 的 三 个 不 同 的 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 为 el ,as ,as , 令 
B= a tao, 
(1) 证 明 :B,AP ,A:P 线性 无 关 . 
(2) 若 4 及 = AB, 求 秩 r(4 一 E) 及 行列 式 |A4 十 2E|. 
〖 证 3 (1) 设 &B 十 &,AB 十 3A:PB = 二 0， OD 
由 题 设 Ag, = w (i = 1,2,3) ,于 是 | 
48 = Aai 十 4uxs Ags = hi0 十 Mz0s tT Ass 
AP = Aa 十 42os Am = Xo 十 Miaos Ag, 
将 四 ,@ 代入 @ 式 整理 得 
(i 十 kzAhi 十 kaA?)@ 十 (CR 十 Rahz 十 RD)es 十 (ki 十 kohs 十 si)os 一 0. 
因为 ol ,os ,os 为 三 个 不 同 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 , 所 以 线性 无 关 , 于 是 有 


的 的 


十 kzAh1 十 kAt 二 0 1 A A 

| 十 Ashz 十 kA 一 0 ,其 系数 行列 式 |1 A 和 | 关 0, 所 以 ki = 二 ks 二 ks 二 0， 
ki 十 kaAs 十 kaA3 二 0 1 Ah 43 

故 B,AB ,A*P 线 性 无 关 . 

(2) 由 4B 二 AB 有 


0 0 0 
ALB,AB,A'P]= [48,4 14 有 站 = LAB,A'PB,AB |]= [B.AB,A'P] 0 1 | 
i 省 


令 P= [Bp,AB,AP], 则 P 一 [B,AP,A:P] 可 逆 , 且 


0 0 v9 
| 0 1 = 


0 1 冯 
从 而 有 
一 1 0 0 
r(A—E)=r(B—E) | —1 1 |-: 
0 1 一 1 
多 浊 
I4+2E|= |B+2E|=|1 2 1 |=6 
0 i 2 
己 题 三 
1. 填空 题 . 


(1) 设 ori 二 (2， 一 1,0,5)，C2 = 一 站 一 2,3,0) ,Cs =.(—1,0,1,k),a 3 (一 1,0,2,1), 则 
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& 一 时 ,oasyos,04 线性 相关 . 
〈2) 设 wli 一 (2, 一 1,3,0),os 一 (1,2,0, 一 2),as 一 (0, 一 5,3,4)，o 二 (一 1,3,1,0), 则 t= 二 
时 ,oas as, 04 线性 相关 ， 
(3) 已 知 w 一 (3,5,7,9),8 一 (一 1,5,2,0),x 满 足 2x 十 3x 一 让 则 xz 一 . 
(4) 当 R 一 时 ,向 量 二 (1,k,5) 能 由 向 量 @ 一 (1, 一 3,2),@s 一 (2, 一 1,1) 线性 表 
(5) 已 知 @ 一 (1,1 2,2,1), as 一 (0,2,1,5, 一 1)y05 = (2,0,3,—1,3),@ = (1,1,0,4,1), 


则 秩 (on ,02 ,03 ,04 ) 一 


6 有 由 人 

4 0 4 E 

(6) 设 A=|1 2 0 
= 3 "= 

2 一 4 22 3 


则 秩 (4) 二 
(7) 设 C CLD; —1,2)",p = (0,1,0,2). 算 阵 有 A 一 。P, 则 秩 (A) FE 
(8 ) 已 知 向 量 组 Qi 一 (1,2,3,4),a; (2,35455) 0 (3,4,5,6),@s (4,5,6,t), 且 秩 


(ol ,0 ,03 04) 一 2, 则 二 


2. 选择 题 . 
(1) 设 向 量 组 gl ,os ,0s 线性 无 关 , 则 下 列 向 量 组 线性 相关 的 是 
A.wi 十 os ,as 十 as ,as 二 Oi. B. ol ,as 十 os ,al 十 os 十 os 
C. oil 一 oa 02 一 03 03 一 0 . D. ol 十 oa ,2a: 十 os ,3as 十 ol。 【 】 


(2) 设 和 矩阵 Axs 的 秩 为 r(4) 二 mm 二 n,E, 为 m 阶 单位 和 矩阵, 下列 结论 中 正确 的 是 
A.A 和 的 任意 m 个 列 向 量 必 线 性 无 关 .，B. A 的 任意 一 个 m 阶 子 式 不 等 于 零 . 
C. 若 矩 阵 及 满足 BA = 一 0, 则 B= 二 0.。 D. A 通过 初等 行 变换 , 必 可 以 化 为 (EB,,,0) 的 形式 . 


【 】 

(3) 设 向 量 组 (了 了) :Qi 二 (aiilyaslyas)7 bs 一 (alzyazzyasz) 03 一 (aiigyazs 14433)' ,向 量 组 

(HI):pP = (Cans,az asan) .pb = (Ga;a22 93439042) Bs = (a13 a23 433 yd)  , 则 

A.( 工 ) 相关 二 (了 ) 相关 . B.( 工 ) 无关 过 (了 [) 无 关 . 

C.( 开 ) 无关 之 ( 工 ) 无 关 . DCT) 无关 和 ([)》 无 关 ， 【 | 
(4) 设 ,oil,oas 线性 相关 ,Bas ,os 线性 无 关 ， 则 

A. ol ,az ,as 线性 相关 . B. ol ,os ,Cs 线性 无 关 . 

C. ai 可 以 用 ,Qs ,os 线性 表示 . D. 有 1 可 以 用 wly'as 线性 表示 . 【 】 
(5) 设 A,B 为 n 阶 方 阵 , 且 秩 (A) 二 秩 (B), 则 

A. 秩 (A 一 B) 一 0. B. 秩 (A 十 B) = 二 2X 秩 (A). 

C. 秩 (4B) = 二 2X 秩 (A). D. 秩 (AB) 三 秩 (4A) 十 秩 (B). 【 】 


3. 计算 证 明 题 . 
(1) 已 知 向 量 组 gwi 二 (1,2,1),@s 二 (2,1,0) ,0 二 (1, 一 1,1), 试 求 出 1 为 何 值 时 ,向 量 组 @i， 
os ,03 线性 相关 或 线性 无 关 . 
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| 
k 1 1 1 
(2) 设 有 三 维 列 向 量 i = 1 2 一 k »03 一 | ) 克 > 4 | 问 k 取 何 值 时 ， 
J 由 2 


OB 可 由 ai ,os ,oa 线性 表示 , 且 表 达 式 唯一 ;@B 可 由 alias ,os 线性 表示 ,但 表达 式 不 唯 
一 ;@B 不 能 由 Cl,os ,0s 线性 表示 。 
(3) 设 向 量 组 gl ,as ,gs 线性 相关 ,向 量 组 ga ,gs ,04 线性 无 关 , 问 : 
Oa 能 否 由 os ,as 线性 表 出 ?证 明 你 的 结论 . 
@)w, 能 否 由 1 ,0 ,as 线性 表 出 ?证 明 你 的 结论 . 
(4) 已 知 m 个 向 量 @1,0s，… ,0 线性 相关 ,但 其 中 任意 n 一 1 个 都 线性 无 关 , 证 明 : 
G@ 如 果 存 在 等 式 
Ri 十 … 十 An 一 0， 
则 这 些 系数 ，…,k 或 者 全 为 零 , 或 者 全 不 为 零 . 
@ 如 果 存 在 两 个 等 式 
ki@i 十 … 十 nan 一 10， 
2 十 … 十 /Cn 一 0， 


其 中 外 关 0, 则 i i ie 
hi ls 下 
(5) 设 向 量 @ ,os ,gs 线性 无 关 , 问 常数 ap,c 满 足 什 么 条 件 时 ,aail 一 aa ,bxs 一 os ,axs 一 oa 线 


性 相关 . 

(6) 设 入 是 浆 阶 矩阵 , 若 存在 正 整数 &, 使 线性 方程 组 4x 一 0 有 解 向 量 w, 且 4 w 天 0. 证 明 : 
向 量 组 @,Am ,…,4 Liw 是 线性 无 关 的 . 

(7) 求 下 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 把 其 余 向 量 用 极 大 线性 无 关 组 线性 表示 . 
Da = (1,2,1,3) ,0 = (4,—1,—5,—6),@ = (—1,—3,—4,—7),m = (2,1,2, 


QWs 
Da 一 (1, 一 1,2,4),as = (0,3,1,2),0s = (3,0,7,14),a4 = (1,—2,2,0),@s = (2, 
ls510% 
(8) 已 知 三 阶 矩 阵 
Ty yy 
A= |y x 3|， 
y yy 工 


讨论 秩 (4) 的 情况 . 
(9) 设 三 阶 和 矩阵 A 满足 A? 一 巨 ( 百 为 单位 矩阵 ), 但 4A 尖 士 瓦 , 试 证 明 : 
[ 秩 (4 一 E) 一 1][ 秩 (A 十 E) 一 1]==0. 
(10) 设 A 为 n 阶 方 阵 且 A? 二 A, 证 明 ; 若 A 的 秩 为 r, 则 A 一 忆 的 秩 为 n 一 rr, 其 中 羽 是 n 阶 
单位 矩阵 . 
(11) 设 A 为 n 阶 方 阵 , 证 明 : 如 果 A? 一 已 , 则 秩 (4 十 五 ) 十 秩 (4 一 五 ) 一 7. 
aip ap … aib, 
azb Qazbs … asb, 


(12) 设 4 一 


Qi an … ap 
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LEE 
试 证 :存在 数 和 ,使 得 A* 二 A* 1!'A. 


0 1 0 
(13) 设 A 二 14 0 “|,Q@Waybyc 满 足 什么 条 件 时 ,给 阵 和 A 的 秩 为 3; 四 asbsc 取 何 值 时 ,A 是 
bp 0 


对 称 算 阵 ;@@ 取 一 组 wa,p,c 使 得 4 为 正 交 纸 阵 . 
(14) 设 A 二 (a; )wixns 秩 (A) 二 nn 一 1 证 明 ; 存 在 常数 ;使 得 (A*)? 二 kA* 
参 考 答 案 


1. (1) 一 襄 1(2) 任意 实数 ;(3)( 7 3,4,— 6);(4) — 8;(5)3;(6)3;(7D15(8)7. 


2. (1)C (2)C (3)B (4)C (5)D 

3. (1)t 关 一 2,3 时 ,Qi ,oa ,os 线性 无 关 ; 当 上 一 一 2,3 时 ,oa ,as ,03 线性 相关 . 
(2)@OE 关 0,k 关 1 OA 一 1， 和 一 0. (3) 略 . (4) 略 . (5)abc = 二 1. (6) 用 定义 证 明 . 
(7)Q@H@1 ,as ,os 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 且 


Qs 一 一 > 四 Fo > os。 
@ai ,az ,0 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 且 
03s 一 30 十 os 十 0。，0s， 
05 = 201 十 os 十 0。o4. 
(8) 工 了 关 y; 工 关 一 2y; 秩 (A) = 二 3;zX= 二 y= 二 0, 秩 (A) = 0. 
TX 二 y 关 0, 秩 (4) = 二 1; x = 一 2y 关 0, 秩 (A) = 2. 
(9) 略 . (10) 略 . (11) 略 . 
Ul 
(12) 提示 : 在 衬 | | CbsB sb) 


Cn 


2 
(8 Das be Wom 1,b=00 0 四 由 必 十 天 一 必 十 ( 亏 】 =l,a.c+360=0 


得 c 一 士民 ,光一 二 如 ,a 一 士 汪 ,上 且 avc 同 号 时 ,6 为 负 1avc 反 号 时 汉 为 正 . 
Ul 
(14) 秩 (4) 一 n 一 1 之 秩 (4*) 一 1 过 A 可 分 解 为 4" 一 ||[61 ,bb,]， 


由 此 即 可 证 明 . 
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第 四 章 ”线性 方程 组 


第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 克 莱 姆 法 则 


azZl 十 aizZz 十 …… 十 ai 一， 


azlZl 十 az 十 … 十 ao 二 b2， 


线性 方程 组 


da Wey to an = Bb. 


如 果 系 数 行列 式 D = 二 | A | 天 0, 则 方程 组 有 唯一 解 


了 D: D, 
DY wD 2 a 
其 中 ,D; 是 把 D 中 第 7 列 元 素 换 成 方程 组 右 端 的 常数 列 所 得 的 行列 式 . 
1 1 1 = 1 Xl 1 
al U2 U3 mY Qn TX2 1 


【 例 4. 1 设 A= QI QZ Q3 So a == | ;B= |1 9 
a gf gd 5 1 
其 中 ,a 关 ajyi 关 jiyj 二 1,2,…,n, 则 线性 方程 组 A'x = 二 B 的 解 是 
1 1 1 … 1 


Ul U2 U3 9 Qn 
【 解 ] 因 为 | 4 |==|a a a ' a |= (ai—aj) 关 0， 
» . . 。 让 l<j<i<n 
ar! ar! as i a™! 


所 以 A'x = 二 B 有 了 唯 解 zi 二 于 ,j= 1,25e sn 


其 中 ,zi = 部 一 一 1 ,zs 一 问 = 0 一 < 0. 故 应 填 (1,0,… ,0)7. 


二 、 线 性 方程 组 的 基本 概念 


azZl 十 az 十 … 十 ai 一 0 
方程 组 CalZl1 十 azzZz 十 … 十 anZu = bz 
Qaml 并 1 十 Qamz TX2 十 … 二 二 BB,. 
称 为 含 m 个 方程 n 个 未 知 量 的 非 齐 次 线性 方程 组 . 
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EC 
记 
QI11 Q12 ”Qi Xl bi 
A 一 2 es 3 sa = Es ,了 一 b: 9 
Cia Wi ,im ER Ob 
则 上 述 方程 组 可 记 为 (矩阵 形式 ) ”Ax 一 1. 
QT 
i Q2j 
右 记 Ci 一 。 ;7 = 1 2 ,nn 
Grmj 
则 上 述 方程 可 改写 为 (向 量 形式 ) zol 十 zzoz 十 … 十 To 二 上 b. 
CGI Qi12 al bi 
a . i ,ib 
矩阵 FE 
Uml Um2 drm 二 


称 为 方程 组 @ 的 增 广 和 矩阵 . 
262 十 02 十 十 Da 一 0， 
方程 组 25121 十 da Es To Aan 二 0， 
amTi 二 amnzs 十 十 dmx 二 0. 
称 为 含 n 个 未 知 元 m 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 是 非 齐 次 线性 方程 组 @ 的 导出 组 . 其 甜 


向 量 形式 为 ZilCl 十 al02 十 … 十 工 Cn 一 0. 
三 、 线 性 方程 组 解 的 判定 


了 . 齐 次 线性 方程 组 4Ax = 二 0 

一 定 有 解 ( 至 少 有 零 解 ) , 且 秩 (4) = n 时 ,有 唯一 零 解 ; 秩 (4) = 二 + 二 nn 时 ,有 非 零 解 , 且 有 
n 一 r 个 线性 无 关 的 解 向 量 . 
2. 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 

若 秩 (4) 关 秩 (4) = 秩 [A : 中 , 则 无 解 . 
n， 则 有 唯一 解 
二 n， 则 有 无 穷 多 解 
国 设 4 为 m Xn 和 佐 阵 , 若 r(4) 一 m, 则 r(A) 一 (CA :4b ,从 而 Ax 一 b 一定 有 解 . 
【 例 4.2] 若 A ER” ,又 x 二 (zi,z2ay ,Za) Tb 二 (bi1 ,bs,… ,60,)7, 则 ATAx 二 ATb 一定 有 解 . 
【证 ] 考 查 矩 阵 4IA4 的 增 广 和 矩阵 (4"A :A'b): 因 

r(ATA) 去 r(C4ITA : 4TD) 一 r[AT(CA : b)] 
< r(C4I) 一 r(4A) = r(A'A), 
故 r(ATA : ATb) 一 r(474) ,从 而 知 方程 组 474x 一 4 'b 定 有 和 解 . 


秩 (A) = 秩 (4) = 秩 [4 :b] = 
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四 、 非 齐 次 线性 方程 组 与 其 导出 组 的 解 的 关系 
二 nEOAhx 二 b 有 了 唯一 解 ， 
二 nSOAhx 二 b 有 无 穷 多 解 . 
Ax 二 b 有 了 唯一 解 有 部 Ax 一 0 只 有 零 解 会 秩 (4) 二 n 
X 一 0 
4x 二 b 有 无 穷 多 解 立 Ax 一 0 有 非 零 解 今 秩 (4) 二 
@ 非 刘 次 线性 方程 组 hx 二 5b 有 无 穷 多 解 (唯一 解 ), 则 hx 一 0 有 非 零 解 ( 仅 有 零 解 ). 但 反 过 来 


不 成 立 , 即 Ax 一 0 有 非 零 解 ( 仅 有 零 解 ) ,不 能 推导 出 hx = 二 bb 有 无 穷 多 解 ( 唯 一 解 ), 甚 至 Ax 一 
b 可 能 无 解 ,因为 由 秩 (A) 二 n(== n), 不 一 定 能 得 到 秩 (4A) 二 秩 (4). 


Ax 二 b 有 解 合 秩 (4) = 秩 (4) 一 > 


五 .线性 方程 组 解 的 性 质 


(1) 如 果 人 hi ,9z 是 齐 次 线性 方程 组 hx 二 0 的 解 , 则 1h 十 fh 也 是 它 的 解 . 

(2) 如 果 ng 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 , 则 对 任意 常数 上 ,kn 也 是 它 的 解 . 

(3) 如 果 Yy 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 三 的 一 个 解 ,而 ng 是 其 导出 组 Ax == 0 的 一 个 解 , 则 
7 十 0 是 方程 组 Ax 二 bb 的 解 . 

(4) 如 果 1 ,7y: 是 非 齐 次 线性 方程 组 hx 二 4 的 两 个 解 , 则 Yi 一 y; 是 其 导出 组 Ax = 0 的 解 . 
轩 设 yy ,…,y, 是 Ax 一 4b 的 解 ,kks，…sk 为 常数 ,有 目 如 十 ko 十 … 十 如 二 1, 则 加 Yi 十 

kzYz 十 … 十 ky, 也 是 Ax 二 b 的 解 . 


六 、 线 性 方程 组 解 的 结构 


工 . 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

设 和 ,1]:，… ,1 为 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 的 一 组 线性 无 关 解 ,如果 方 程 组 Ax = 0 任意 一 
个 解 均 可 表 为 wh, ，… ,1 的 线性 组 合 , 则 称 人 ,7 ，… ,1 为 方程 组 Ax = 0 的 一 个 基础 解 系 . 

设 4 为 妇 义 ?和 矩阵 , 若 秩 (4) = 过 2 则 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 存在 基础 解 系 , 且 基础 解 
系 包 含 n 一 7 个 线性 无 关 的 解 向 量 ,这 时 方程 组 的 通 解 可 表 为 

x 三 为 和 十 如 十 汪 十 kr5 
其 中 ki ,ks ，,…,k,, 为 任意 常数 ,th ,7 ，… ,1 ， 为 齐 次 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 
基础 解 系 的 求法 :对 4 施 以 初等 行 变换 (必要 时 重新 排列 未 知 量 的 顺序 ) 可 得 


-1 0 … 0 dm … 
0 1 :… 0 dG dy 
A— 0 0 1 a 十 1 Gm 
0 0 0 0 0 
LO 0 0 0 0 J 


对 应 齐 次 线性 方程 组 


线性 方程 组 上 第 例 章 


Xl PE Re 汪 填 Cn 一 0， 


Xz 二 QsrizAi 二 "十 Qznz 一 0， 


Tr Wa | wip = 0, 


与 原 方程 组 Ax=0 同 解 ,其 中 CrH Tria 9 9 Tn 为 自 由 未 知 量 ,分别 取 


Trtl 1 0 0 
0 1 0 
| 为 || ,| ,|，( 半 x 一 +r 个) 
到 0 0 下 
得 4x 一 0 的 2 一 ~ 个 线性 无 关 的 解 
= UL rt | a 2 | By Qin | 
一 Qa r-H 一 Qz r-H 一 Qan 
= Fl — 十 2 = 
mi 1 » 2 0 有一 0 y 
0 1 0 
L 0 J] IL 忆 I 


即 为 其 基础 解 系 . 
2. 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

非 齐 次 线性 方程 组 hx 二 5 的 任意 一 个 解 均 可 表示 为 方程 组 Ax 二 5 的 一 个 特 解 与 其 导出 组 
Ax 二 0 的 某 个 解 之 和 . 

当 非 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 时 , 它 的 通 解 可 表示 为 

X 一 th 十 kimh 十 kz 十 十 ra: 

其 中 ,mp 为 hx = 二 5 的 一 个 特 解 ,&1 ,ks，…,k,, 为 任意 常数 , ,Tr 为 其 导出 组 

Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 基本 概念 题 ( 解 的 判定 性 质 、 结 构 ) 


基本 概念 以 及 齐 次 线性 方程 组 与 非 齐 次 线性 方程 组 之 间 的 关系 能 够 准确 把 握 . 


J 治 1 Xl 1 
【 例 4.3】(1) 已 知 方程 组 |2 3 a 十 2 = 二 |3| 无 解 , 则 a 二 
1 退 。 一 忆 0 
& 4 1 Fx 1 
(2) 设 方程 |1 a | = 二 | 1 | 有 无 穷 多 解 , 则 < 一 
下 二流 了 二 品 
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【 解 】(1) 化 增 广 矩阵 为 阶梯 形 


2 1 :1 1 革 、 宝 1 开 

A=|2 3 st 二 和 | 
LL 让 一 2 :0 0 区 一 2 二 
EE 1 小 

| a :1 
0 v0 ta—WlaF1) w=8 


由 题 设 ,有 系数 和 矩阵 的 秩 r(4) 二 3, 必 有 (a 一 3)(a 十 1) = 0, 即 a 二 3 或 a 一 一 1. 当 
4 二 3 时 ,r(4) 一 r(4) = 2, 方 程 组 有 无穷 多 解 ; 当 a 一 一 1 时 ,r(4) 一 2 六 7(A4) = 3， 
方程 组 无 解 . 故 a 二 一 1. 

(2) 化 增 广 矩阵 为 阶梯 形 


入 1 定 了 和 于 未 芝 一 沁 
A=|1 al |- | 大 | 
四 有 a TT 1: 1 
门 1 WT 
| 
| 1 
1 a 1 
> |0 ~—1 ] = : 3 | 
[0 0 《一 aoce 二 22(e 二 的 


由 题 设 , 必 有 a = 1 或 4a = 一 2. 
当 4a 二 1 时 ,7r(4) = 1 关 r(4) = 2, 无 解 ; 
当 a 一 一 2 时 ,r(4) = r(4) = 2, 方 程 组 有 无 穷 多 解 . 
故 a 一 一 2. 
人 @ 本 题 也 可 由 系数 矩阵 的 行列 式 | A | 二 0 求 a, 但 当 a 的 取 值 不 唯一 时 ,必须 代 回去 验算 1. 
【 例 4. 4】 选择 题 . 
(1) 设 was ,as 是 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 Ax ==b 的 三 个 解 向 量 , 且 秩 xr(A) = 3,@i = 
(1,2,3,4)",@s 十 os 一 (0,1,2,3)7,C 表示 任意 常数 , 则 线性 方程 组 Ax = b 的 通 


解 x 为 
1 1 1 0 
2 1 2 1 
(A) 十 C (B) 十 各 
3 1 3 2 
4 有 4 3 
下 2 1 3 
2 3 2 4 
(C) 上 (D) GG 【 】 
3 4 3 § 
4 9 4 6 


(2) 已 知 PB ,Pp; 是 Ax ==b 的 两 个 不 同 的 解 01 0s 是 相应 齐 次 方程 组 Ax 二 0 的 基础 解 
系 ,Ri ,Rs 是 任意 常数 , 则 4x 二 b 的 通 解 是 
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[= 
(AD 十 如 (om 十 中) 十 手下 应 (Bhe 十 所 (mw 一 as) 十 到 十 民 
CC) 和 on + kp p48 CD 十 ha( 隐 一 了) 十 全 外. 


Mzi 十 za 十 12zs 一 0 
(3) RE 十 Xzz 十 zx 二 0 的 系数 矩阵 记 为 4, 若 存在 三 阶 和 矩阵 如 和 O 
Z1 十 Za 十 Mzs 一 0 
使 得 AB = O, 则 
(A)4=—2 且 |1B|=0 (B)A=—2 且 |1B| 关 0 
(C)X3=1 有 8|1B|I=0 (DX=1 有 8|1BI 关 0 【 】 
(4) 设 A 为 n 阶 方 阵 ,7r(4) =2 一 3, 且 oa,as 是 Ax 一 0 的 三 个 线性 无 关 的 解 向 量 ， 
则 Ax = 0 的 基础 解 系 


(A)wl 十 ws ,xs 十 03 ,03 十 Cl. (B)ews 一 ol 0s 一 Oo 01 一 03 . 


03 一 0 0 一 03. (D)@i | 2 | 3 03 2， 1 2@;. 


(C)20; 一 1 全 


〖【 解 】(1) 由 于 秩 (4) = 3 , 故 线性 方程 组 Ax = 0 解 空 间 的 维 数 为 4 一 秩 (4) = 1. 又 由 


Aa! = b,Ams 一 0,4a; = b 知 ,A(a 一 时 3 于)= 0. 


于 是 2(@ 一 时 3 时 )= (2,3,4,5)7 是 hx 二 0 的 解 , 故 根据 Ax = 45 的 解 的 结构 理论 
知 ,4x 一 六 的 通 解 为 (C). 
(2) 因为 色色 应 为 hr = 0 的 解 ,而 非 Ax = 5b 的 解 ,由 解 的 结构 理论 知 ,CA),(C) 不 正确 . 


虽然 @ ,所 一 均 为 Ax == 0 的 解 ,但 是 否 线性 无 关 不 确定 ,因此 不 一 定 为 基础 解 系 , 排 
除 (D). 故 正确 选项 为 (B). 事实 上 ,ol ,al 一 as 均 为 Ax 一 0 的 解 , 且 易 证 线性 无 关 ,于 是 


ai va 一 ws 也 可 作为 Ax 二 0 的 基础 解 系 ,而 外 二 代为 Ax 一 5b 的 特 解 , 故 (B) 正确 . 
(3) 解 :由 B 隆 O 及 AB = O 可 知 所 给 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ,于 是 | 4 | 一 0, 即 


多 1 六 
1 4 1|=x* 一 2 十 1 = 二 4 一 1)? = 0, 解 之 得 %*=1. 
1 1 A 
若 1B| 关 0, 则 B 可 道 , 则 4B 一 0 二 A = 0, 这 与 4 为 非 零 阵 了 矛盾, 所 以 | B |= 0. 


故 本 题 选 (C). 

(4) 因为 >(4) ==n 一 3, 可 知 Ax = 0 的 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 为 n 一 (n 一 3) 一 3, 又 因 
为 myoz ,os 为 Ax 一 0 的 三 个 线性 无 关 解 向 量 . 所 以 mm ,aa ,os 为 Ax = 二 0 的 基础 解 系 . 
且 由 1 。(os 一 0) 十 1。，(as 一 0 ) 十 1。，(ol 一 0s) 一 0， 


(C20, a) 十 2 (Fo 必 ) (a 一 中) = 0， 


(an 十 > 十 @3) 十 (cs 一 Caz) 十 (一 &i 一 203) = 一 四 ， 
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知 (B),(C),(D) 中 三 组 向 量 线性 相关 ,不 可 能 作为 Ax = 0 的 基础 解 系 , 故 应 选 (A). 
事实 上 , 易 证 w 十 os ,os 十 os ,os 十 @ 线性 无 关 , 且 均 为 hx = 0 的 解 ,因此 可 作为 
Ax = 一 0 的 基础 解 系 . 
【 例 4. S】 设 线性 方程 组 
Wi 二 20 一 22 0 
| 一 zz 十 Xz: 二 0 的 系数 矩阵 为 4A, 三 阶 和 矩阵 B 关 0, 且 4B 一 0, 试 求 的 值 . 
3z1 站 一 二 0 
【 解 〗 设 B= 二 (pi,Pp; ,Pp;), 其 中 pi(i 二 1,2,3) 为 三 维 列 向 量 ,由 于 B 关 0, 所 以 至 少 有 一 个 非 零 的 
列 向 量 , 不 妨 设 房 夭 0, 由 于 
4B = A(B ,ps ,Pp;) = (Ap' ,APs ,AP;) = 0， 
过 APB1 二 0, 即 B 为 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 的 非 零 解 , 于 是 系数 抢 阵 的 行列 式 必 为 零 ， 


1 2 一 2 
即 | 六 | 二 12 一 1 风 | 二 有 一 17 一 0， 
3 1 一 ! 
解 得 4 = 1. 
. 2 4 
一 1 1 5 
【 例 4. 6 了 已 知 向 量 六 二 Et i | 
2 4 11 


1 TE 二 这 二 asx 十 Qaxs 2 di 
是 方程 组 | 十 pzz 十 3zs 十 pzi 二 d; 的 三 个 解 ， 
3 二 Eviz -S83 + Gn = ds 


求 该 方程 组 的 通 解 . 
【分 析 】 如 果 把 三 个 解 代 人 方程 组 先 求 参数 ,再 求 通 解 , 则 计算 非常 繁琐 . 应 利用 方程 组 解 的 性 
质 与 结构 定理 来 求解 . 


2 6 
【 解 ] 已 知 有 员 一 Wh 一 | “| | , 亚 一 辐 一 | _ | 是 相应 的 齐 次 方程 组 的 两 个 线性 无 关 解 ,所 以 系 


2 9 
数 和 矩阵 的 秩 之 2,( 因 为 4 一 r(4) 过 2) 
ar 2 au as 
4 pb 3 6b 
3 c 5 ec 
所 以 系数 矩阵 的 秩 达 2. 所 以 系数 矩阵 的 秩 为 2. 
所 以 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 包含 两 个 解 向 量 ， 
即 9 一 和 ,7 一 个 是 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 . 
所 以 该 方程 组 的 通 解 为 Ai (1 一 入) 十 Rs 一 入) 十 个 ， 


又 因为 系数 矩阵 有 二 阶 子 式 


4 
3 


#0 
B 9 
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题 型 二 含有 参数 的 线性 方程 组 解 的 讨论 


(1) 含 参 数 的 个 未 知 数 n 个 方程 的 线性 方程 组 , 当 n 达 3 时 ,通常 利用 系数 行列 式 进行 
分 析 讨 论 : 当 系数 行列 式 不 为 零 时 ,方程 组 有 唯一 解 , 用 克 莱 姆 法 则 求 之 ; 当 系 数 行 
列 式 为 零 时 (此 时 参数 一 般 已 确定 ) 利用 增 广 和 矩阵 行 的 初等 变换 化 为 阶梯 形 阵 判别 
有 无 解 ,有 人 解 时 , 求 出 通 解 . 

(2) 当 方程 的 个 数 关 未 知 数 的 个 数 ,或 (1) 中 的 > 3 时 ,通常 是 对 方程 组 的 增 广 矩 阵 施 
以 行 的 初等 变换 化 为 阶梯 形 阵 ,然后 再 对 参数 讨论 方程 组 有 无 解 ,有 解 时 求 出 解 . 变 
量 的 系数 中 不 含 参数 的 方程 组 也 用 此 法 . 

Xl 十 Xs 十 kx 一 4， 
【 例 4.7】&k wm- zi 二 krs xs = ks 
Xi eg 十 2s 三 一 相 
有 唯一 解 , 无 解 ,有 无 穷 多 组 解 ? 有 解 时 , 求 出 其 全 部 解 . 


让 于 和 攻 
【 解 ]| 4 |= | 一 1 & 1|= 一 (k 一 3k 一 4) 一 一 (k 一 4)(k 十 1)， 
1 一 1 2 
当 | A | 天 0, 即 & 尖 一 1,4 时 ,方程 组 有 唯一 解 , 用 克 莱 姆 法 则 求 之 ， 
OE et 二 二 一 覆 
& 十 1 4 十 1 & 十 ] 


Xl my 二 水 
当 = 二 一 1 时 ,方程 组 为 | 一 Zz 十 X33 二 1. 
Xi 一 Xz 十 2x3 一 一 人 


1 1, 2 4 1 4 
A= |—1 一 1 LT |- 0 0 |: | 
es 0 =- 3 1 ~—8 


因为 r(4A) = 2, r(4) = 3, 所 以 方程 组 无 解 . 
Ti 十 Xz 十 4x3 一 1 

当 & 一 4 时 ,方程 组 为 | 十 za 一 16. 
Zi 一 2 村 2 三 一 么 


1 14 4 1 1 4 : 4 103 : 0 
| 4 1 : d- 0 5 5 |: a - k 1 1 : | 

J 0 志 区 -二 汪 og 0 0 % 
r(A) = >(4) 二 2, 可知 方程 组 有 无 穷 多 解 , 于 是 


一 专人 0 一 
en- ee 
人 0 1 


【 例 4.8】 设 ” 维 向 量 组 wi ,az ,0;(n 宇 3) 线性 无 关 , 讨 论 : 
当 向 量 组 aa 一 aa ,pxs 一 Co al 一 bas 线性 相关 时 ， 


1 一 一 3 3 
上 ” , 令 如 一。 则 得 通 解 为 x 一 


Ws Ey 十 
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i 
ee ls i 2z 一 3 
2xi 十 327; 十 axs 十 7z4 一 8 
方程 组 Zi 十 么 全 十 3z 二 和 的 解 ， 
一 区 二 Ty (w 一 2 二 0 一 1 
且 当 有 无 穷 多 解 时 ,用 其 导出 组 的 基础 解 系 表示 其 通 解 . 
—1] 0 a 
【 解 〗 (Cams 一 ol ,ps 一 os,aal 一 px) 一 (oo 0)| a 一 1 中 
0 vb 
因为 w ,az ,os 线性 无 关 ， . 
"由 0 
所 以 向 量 组 au 一 ai ,bas 一 a2,aQ1 一 bgs 线性 相关 的 充 要 条 件 是 | a 一 1 = 0, 
0 b —b 
亦 即 6b(a? 一 1) = 0. 所 以 5= 0 或 a = 土 1. 
1 中 二 下 2 3 中 让 2 3 
方程 组 的 增 广 矩 阵 志 二 2 3 去 7 8 Q 1 =1 1 1 | 
1 2 ”但 3 4 Q 0 a=1 2 1 
人 一 了 1 六 一 世 可 一 "1 0 0 0 个 水 
(1)” 当 4 二 1,6 关 0 时 ,方程 组 无 解 ; 
(2)” 当 a 关 1,6 为 任意 数 时 ,方程 组 有 唯一 解 ; 
(3)” 当 b= 二 0,a 关 1 时 ,方程 组 有 唯一 解 ; 
(4) 当 a=1,0 王 0 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 . 
1 
| EE。 地- 总 
OR 说 
0 0 9 1 1 
六 站 
oo 00 0 
[3 1 
1 1 
所 以 该 方程 组 的 通 解 为 C | ; 
es 
L2 
1 多 1 2 
【 例 4.9〗 设 A 二 10 1 t 1z |, 目 方程 组 Ax 二 0 的 解 空 间 的 维 数 为 2, 求 Ax = 0 的 通 解 . 
1 人 1 


【分 析 】 由 于 解 空间 的 维 数 等 于 Ax = 0 的 基础 解 系 中 所 含 解 向 量 的 个 数 ,所 以 4 一 r(4) = 2, 即 
r(4) 一 2. 由 此 可 确定 t, 进 而 求 出 Ax = 0 的 通 解 . 
【 解 】3 化 4 为 阶梯 形 : 
450 


线性 方程 组 上 第 园 章 


1 2 1 2 1 0 一 :2 2 (28 
1 1 t 上 上- | 1 YE t ， 
0 一 2 —1. 一 1 0 0 一 对 一 1)2 —(—17 
可 见 , 由 (4) = 2 知 必 有 (一 1)? = 二 0, 即 1 二 1. 此 时 
二 十 22 十 冯 直 22 一 05 
“| 


区 十 zs 十 xs =3 03 


Ti 寺 效 十 Zi 一 0. 
其 同 解 方程 组 为 由 
Ts?» Ty Tt 
1 0 
一 由 = 
通 解 为 X= kl 十 kz » 
1 0 
0 1 
其 中 i ,ks 为 任意 常数 . 
【 例 4. 10】 问 <,2 为 何 值 时 ,线性 方程 组 
| 十 zi 十 了 二 0， 
-5 十 2zi 十 2z4 一 1， 


Za 十 (a 一 3)zs 一 2z4 一 0， 
3 丰 2 十 zi 十 ar 二 一 1. 
有 唯一 解 .无 解 ` 有 无 穷 多 组 解 . 并 求 出 其 唯一 解 和 一 般 解 . 
【 解 〗 用 初等 行 变换 ,化 增 广 和 矩阵 4 为 


1 1 1 0 1 0 1 1 ; 一 1 

过、 0 1 2 2, :1 0 1 2 名 | 
lo -1 a—3 —2: 5 0 0 a—l 0 15 二 1 

3 2 1 & “=—1 00 0 a&a=1:i 0 

可 见 ,(1) 当 a 关 1 时 , 秩 (4) = 秩 (4) = 4, 原 方程 组 有 唯一 解 , 且 可 求 出 唯一 解 为 
一 十 2 aa 一 20 一 3 0 十 1 加 
和 9 Ts » Xa 人 
a—1 a—1 a—1 


(2) 当 a = 二 1 时 , 秩 (4) = 2. 
@ 当 5 关 一 1 时 , 秩 (A) = 3 之 秩 (4) = 2, 原 方程 组 无 解 . 
@ 当 b = 一 1 时 , 秩 (4) = 秩 (4) = 2 二 4, 原 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ,将 a 二 1 及 6 一 一 1 代 
入 , 易 求 出 其 通 解 为 
= 1 1 


其 中 ,ki ,ks 为 任意 常数 . 


1 2 
〖【 例 4. 11】 电疗 3 阶 和 矩阵 A 的 第 一 行 是 (a,b,c),a,b,c 不 全 为 零 , 和 矩阵 B= : 4 
6 
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数 ), 且 4B = 0, 求 线性 方程 组 Ax = 0 的 通 解 . 
【 解 】3 由 4B = 二 O 知 r(4) 十 r(B) 过 3, 此 外 A 了 关 0,B 关 0, 所 以 
1 入 rr(4) <2,1 <r(B) 2. 

CI) 当 r(4) 二 2 时 ,由 A4B = 0 知 线性 方程 组 Ax = 0 的 基础 解 系 为 (1,2,3)7, 从 而 通 解 
为 x = 1(1,2,3)T(t 为 任意 常数 ). 

( 呈 ) 当 r(4) 王 1 时 ,如 果 & 天 9, 则 由 4B = O0 知 线性 方程 组 Ax = 0 有 基础 解 系 ,@ 二 (1， 
2,3)T,@s 一 (3,6,k)7, 从 而 通 解 为 

x 二 hi@gi 十 tz@z (ti ,ts 是 任意 常数 ). 

如 果 “& = 9, 显 然 w = (1,2,3)" 是 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 ,此 外 由 于 线性 方程 组 Ax 一 0 


与 方程 ar1 十 rs 十 cxs 一 0 同 解 . 设 “天 0, 则 有 与 w 线性 无 关 的 解 向 量 p= (一 七,1,0)， 


从 而 线性 方程 组 Ax = 0 的 通 解 为 

x 二 pi@i 十 pzB(pi,p: 是 任意 常数 ). 
1 =1 —1 
一 1 1 1 
0 一 4 一 2 一 2 
(了 工 ) 求 满足 AE; = 后 ,426 = & 的 所 有 向 量 ,es ; 
[IE) 对 C(I) 中 的 任意 向 量 6 ,és 证 明 6&1 ,és ,és 无关. 


【 例 4.12] 设 A 一 ,6 = 


» 


LV | 1 1 0|0 
【 解 ] (1)A4==|-1 1 1 ,| 从 填 二 -| 2 jo 
和 于 4 0 vo olo 
于 是 x(4) = >(C4) = 2, 取 xs 为 自由 变量 ,可 得 
Wi 二 一 和 人 十 天 = wy 


并 0 
0 


— Zs 
Xs? | 1 
— ZEy 一 1 


所. 1 3 2 2 ©@ 
Ti 1 | 1 |- 上 一 冯 | 
0 天 :和 生 < 4 4 0 


所 以 6 = 市 ，; (Xs 二 上 ,为 任意 常数 ). 


2 2 yl Re 
则 3- |- 2 01s Bs 
4 4 人 | 一 2 0 
于 是 7(B) = r(B) 一 1, 取 zzs 为 自由 变量 , 则 >， = 一 心 一 六 ,所 以 
on 一 下 es el 
2 5 1 0 2 1 0 2 
€; 一 2 一 Ty 1 十 过 3 0|t 0 = k;, 1 十 ks 0 十 0 
ve 0 | 0 lL 6 


(其 中 xs = ,x 一 局 为 任意 常数 )， 
452 


线性 方程 组 | 第 例 章 


EEEEEE 
( 卫 ) 证 法 1 由 CI) 知 


1 k 区 | 
] 
| 6 ,66 |= hn 下 六 一 0 0 一 亏 0 
人 ks 0 一 1 ks 十 2k 二 1 
所 以 6 ,6 ,és 线性 无 关 . 
证 法 2 由 题 设 可 得 AE1 一 0. 设 存在 数 k1 ,k: ,ks ,使 得 
kiéi 十 2&2 十 RseEs = 0. © 
等 式 两 端 左 乘 4, 得 
kiAél 十 RzA4E， 十 RsA4E; 二 0, 则 ks AE, 十 kAE; 和 0, 即 
k2 El 十 AsA4E; 二 0. © 


等 式 两 端 再 同 乘 4, 得 koAE1 十 ksA?é， = 二 0, 即 有 61 = 二 0, 于 是 k= 二 0, 代入 名 式 得 k,61 = 
0, 故 ks 一 0. 将 kz 一 ks=0 代入 OO 式 可 得 ki = 0, 从 而 ,Ez ,Es 线性 无 关 . 
【 例 4. 13】 设 有 三 维 列 向 量 
0 
9 B= : . 


工 十 芯 
-| 1 


1 


1 
1 十 4A 
1 


1 
下 
二 


， 02 一 ， Q; 一 


问 4 取 何 值 时 ， 
(1)B 可 由 xi ,az ,os 线性 表示 , 且 表 达 式 唯一 . 
(2) 有 可 由 xi ,az ,0s 线性 表示 , 且 表 达 式 不 唯一 . 
(3)1 不 能 由 wi ,as ,ws 线性 表示 . 
【分 析 】 向 量 是 否 可 以 由 @1 ,as ,os 线性 表示 ,相当 于 方程 组 hx 一 有 是 否 有 解 ,其 中 4 = Lai， 
oz ,os], 因 此 本 题 实 际 上 是 线性 方程 组 解 的 判定 问题 . 
【 解 ] 设 p= zol 十 zas 十 zaos， 则 
(1 十 X)zli 十 zz 十 zs 一 0 
| 十 (1 十 A)zs 十 x3 二 A. 
zl 十 zz 十 (1 十 1)zas 一 2 


其 增 广 和 矩阵 
并 十 4 1 Lo 1 1 1 直入 A” 
A=| 1 1+X 1 Ho 1+A 1 | 

L 1 1 1 | 1 0 
ri 1 上 十 和 A 

~ |0 A = 
L0 A 入 二 =X XA(1 十 1) 
i 中 > 

| 一 | 一 入 | 
[0 0 二 NX 二 国有 C11 一 及 一 J》 


可 见 
(1) 车 * 关 0 且 4 关 一 3, 方 程 组 有 唯一 解 ,p 可 由 @1,@: ,as 唯一 线性 表示 ; 
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(2) 若 A 二 0, 则 方程 组 有 无 穷 多 解 ,可 由 CI 02 :0s 线性 表示 ,但 表达 式 不 唯一 ; 
(3) 若 1 = 一 3, 则 


0 0 太 
系数 矩阵 与 增 广 矩阵 的 秩 不 相同 ,方程 组 无 解 , 故 甩 不 能 由 a ,as ,os 线性 表示 . 


Zl 十 aizz 十 aizs 一 Qi 
2Zl 十 azzzs 十 as 一 0 
【 例 4. 14〗 设 线性 方程 组 5 


zl 十 aszz 十 aza 二 ai 


Xi 十 qsxz 十 &4Za 二 ai 
(1) 证 明 : 若 a1,as ,a;s,as 两 两 不 相等 , 则 线性 方程 组 无 解 ; 
(2) 设 ai 一 43 一 kyaz = 04 = kk 天 0) 且 已 知 Bb ,Pp 是 该 方程 组 的 两 个 解 , 其 中 
局 二 (一 1,1,1)7,p = 二 (1,1, 一 1)", 写 出 该 方程 组 的 通 解 . 
【分 析 】(1) 注意 到 增 广 矩阵 对 应 的 行列 式 是 著名 的 范 德 蒙 行列 式 , 其 值 不 为 零 , 由 此 即 可 导出 
结论 . (2) 当 a = as 二 上 及 as = a 一 一 &A 时 ,系数 矩阵 的 秩 为 2, 对 应 齐 次 组 基础 解 系 
包含 线性 无 关 解 向 量 的 个 数 为 1, 要 求 通 解 只 需 找 出 对 应 齐 次 组 的 一 个 非 零 解 (及 一 
PB;) ,其 可 作为 基础 解 系 , 再 加 上 非 齐 次 组 的 特 解 有 或 Bs 就 可 得 到 一 般 解 . 


1 a al iai 


ec 1 wy : wy 

【 解 (1) 考虑 增 广 矩阵 A= | 
1] as a3 :a3 
1 硬 遍 : a 


着 U1 42 43 ,a4, 两 两 不 相等 , 则 
14|= J] (~—a) #0, 


因此 方程 组 增 广 和 矩阵 的 秩 为 4 ,系数 矩阵 的 秩 为 3 ,此 线性 方程 组 无 解 . 
(2) 方法 一 : 当 a = a3 一 & 及 as 二 44 二 一 k 时 , 原 方程 组 化 为 
Xi 十 kz 十 Rxs = 
全 — krz 十 BT 一 一 有 

系数 和 矩阵 与 增 广 和 矩阵 的 秩 均 为 2,p, 一 访 = (一 2,0,2)7 是 对 应 导出 组 的 非 零 解 , 即 为 其 基 
础 解 系 , 从 而 上 述 非 齐 次 组 的 通 解 为 

一 1 

1 

其 中 ,C 为 任意 常数 . 


方法 二 : 当 a = as 一 Ras 二 kl(k 天 0) 时, 原 方 程 组 化 为 
. 十 Ar 十 有 zs 二 ’， 四 
ZX1 一 krs + kxs =— k’. 
把 该 二 (一 1,1,1)7, 民 二 (1,1, 一 1)7 代 和 人 上述 方程 组 ,得 有 二 1, 对 应 齐 次 线性 方程 组 为 
X11 十 hrs 十 kxs3 二 0 
全 一 Ar 二 kx 一 0 


2 
0 
2 


x 一 C(p 一 户 ) 十 太一 C 


i 
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© 


即 be ne 


Rs 一 0 
解 得 zi 二 一 x; ,zx2 二 0. @ 的 基础 解 系 为 9= (一 1,0,1)7, 故 方程 组 @ 的 通 解 为 
一 1 一 工 
pt | 1 
1 


二 心 


中 


1 
其 中 ,C 为 任意 常数 . 


题 型 三 。” 讨论 两 个 方程 组 的 公共 解 


【 例 4. 15】 设 四 元 线性 齐 次 方程 组 ( 工 ) 二 十 za 一 


本, 又 知 某 线性 齐 次 方程 组 CH) 的 通 解 为 
X 一 AI(0,1,1,0) 十 Rs (一 1,2,2,1). 
(1) 求 线性 方程 组 ( 工 ) 的 基础 解 系 ; 
(2) 问 线性 方程 组 ( 工 ) 与 CIT) 有 无 非 堆 公 共 解 ? 若 有 , 求 出 所 有 的 非 堆 公 共 解 , 若 没 
有 , 则 说 明理 由 . 
[分析 ] 回答 (2) 的 关键 在 于 “ 非 零 公共 解 ” 的 理解 上 ,可 以 这 样 考虑 :D 方程 组 ( 开 ) 的 通 解 中 江 
足 方程 组 (I) 的 非 零 解 , 即 为 方程 组 CI) 与 (11) 的 非 零 公共 解 . @ 既 可 以 用 方程 组 
C1) 的 通 解 表示 ,又 可 用 方程 组 ( I ) 的 通 解 表示 的 非 零 解 , 即 为 方程 组 ( 工 ) 与 ( 卫 ) 的 


非 零 公共 解 . 
【 解 ] (1) 由 (I) 可 得 |” ,于 是 基础 解 系 为 (0,0,1,0) ,一 1,1,0,1D) ,方程 (1 ) 的 通 解 可 
Ly: — a 
表示 为 


x = k(0,0,1,0) 二 Rs(—1,1,0,1). 
(2) 方法 一 :将 CI) 的 通 解 代入 方程 组 I) 中 ,得 
一 ks 十 ki 十 2k2 一 0 
i = 
当 二 一 ks 关 0 时, 则 向 量 
ki1(0,1,1,0) 十 ks( 一 1,2,2,1) 二 ks( 一 1,1,1,1) 满足 方程 组 CI)[ 显 然 是 CI) 的 解 ]， 
故 方程 组 (I ) 与 (了 ) 有 非 零 公共 解 ,所 有 非 零 公共 解 为 
k( 一 1,1,1,1)， (4k 关 0 的 任意 常数 ). 
方法 二 : 令 和 有 (0,13130) 十 ka 一 1 认 ,241) = 及 (030 寞 ,0) 十 (一 1,1,0,1)， 


9 >ki = Rj» 


天 让 a 
各 十 2k 二 月， ED Me 
由 二 到 二 一 0” 
局 “一 总 让 一 吉 二 站 
1 0 -nlo -1 m10—1 hoo 1 
1 六 和 0” 1” 0 
| 
0 1 0 Al Wm Wm 000 0 000 0 
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LE | 
ki 一 一 
同 解 方程 组 为 | ， 令 忆 一 一 已 一 一 
ks 一 Ai 


Wh 01lslr0) 1221) =—k(0 lyl1s 0 T2221) 二 E111,17. 
方程 组 的 解 向 量 为 (一 1,1,1,1) ,此 即 方程 组 (TI) 与 CI) 的 所 有 非 零 公共 解 . 
【 例 4.16】 已 知 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 
元 十 sz 一 2% 二 一 6 Xi 二 mry 一 2 一 2 一 一 5 
CT — Zs — Ny — 24 一 won| 


STL — Te — Ha 二 3 


Ny — Rs — 2 二 二 过 
wi 一 2 SS— $1 

(1) 求解 方程 组 ( 工 ) ,用 其 导出 组 的 基础 解 系 表 示 通 解 . 

(2) 当 方 程 组 CI) 中 的 参数 m,n，,t 为 何 值 时 ,方程 组 (I) 和 ( 卫 ) 同 解 . 
【 解 】(1) 对 ( 工 ) 的 增 广 矩阵 4 施行 初等 行 变换 


了 | 二 1 1 0 一 ?| 一 6 

i 1 = 1 ls 6 = YW 本 | 
了 一 和 二 | 有 人 多 
TT | 一 多 

-| i @ TA 1 6 et 

0 人 | 0 了 一 人 二 


所 以 C 工 ) 的 导出 组 有 基础 解 系 ? 一 (1,1,2,1)T， 
(I) 有 特 解 矿 (一 2 一 4 一 5 0)7， 


因此 (了) 的 通 解 为 
-2 1 
一 4 1 

a 十 g (k 为 任意 常数 ); 
0 1 


(2) 车 (I) 和 (CI) 同 解 , 则 (I 工 ) 的 通 解 应 是 ( 工 ) 的 解 . 

将 (I) 的 通 解 代 入 ( 卫 ) 的 各 个 方程 可 得 m,n,t. 为 简便 , 令 & 二 0, 则 有 
一 2 十 m( 一 4) 一 (一 5) 一 一 

中 4)— 《= $e—11 ; 解 之 得 m = 二 2,n = 二 4,t = 二 6. 

(— 5) 三 一 t 十 1 


题 型 四 ” 有 关 基 础 解 系 的 证 明 


(1)@i sQ2 ， 0 均 为 Ax 一 0 的 解 ;(2)@ s02 ，” 0 线性 无 关 ;(3)s 一 7 一 r(4A). 
dn mi tito a 0， 
十 aazs 十 … 十 amxs 二 0， 
[ 例 4. 17] 方程 组 pe U21T2 U2nT 
an Xl 十 anz XT2 二 -中 GmnT = 0, 
的 系数 行列 式 | A | es 0, 而 A 中 某 元 素 的 代数 余子 式 A， 天 0, 试 证 (An ,Ai ,An)T 
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是 该 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 
【分 析 】 由 A; 天 0 知 , 秩 (4) 二 n 一 1, 故 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 为 n 一 r(4) = 1, 任 意 一 个 非 
零 解 均 可 作为 Ax = 0 的 基础 解 系 ,只 需 证 明 (An ,As ,…,A)" 关 0 且 为 解 即 可 . 
【证 3 因为 | A|=0， 所 以 44* = 二 |A|E=0. 
[A Asl 本 An 


Ai Az 0 Anz 


将 A* 二 [La :02 , 0, | 按 列 分 块 ,其 中 Qi 一 (Aa ,Aiz 二 , A.) 


| Ai A 1 A, 
(i = 1,2,°",n). 
AA* = A[a sg, 0] = [4ai Ags, ,Arn] = [0,0,.,0], 
即 Aa; 二 00 二 1,2,…,n), 说 明 @ 是 Ax = 0 的 解 . 
因为 141==0,As 了 0, 即 入 有 一 个 n 一 1 阶 非 零 子 式 ,所 以 秩 (4) 二 n 一 1, 故 方程 组 Ax 一 0 
的 基础 解 系 含有 一 个 解 向 量 , 由 A; 去 0, 知 a; 关 0. 因此 @ = (An ,Azs，…,Aa)T 关 0 是 
Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 . 
【 例 4. 18】 设 ol ,as，,… ,a 为 线性 方程 组 Ax 一 0 的 一 个 基础 解 系 , = na 十 em, 房 一 as 十 
oa 一 三 gc 十 和 on ,其 中 ,ts 为 实 常数 .试问 ,ti 满足 什么 关系 时 , 忆 ,B，…, 忆 
也 为 Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 . 
【 解 】 由 于 BGi 王 1,2,…,s) 为 on ,0@s，… ,a 的 线性 组 合 ,所 以 p(i 一 1,2,…,s) 均 为 Ax 一 0 的 


解 . 
设 Ai 二 kB; Bs 十 kB 一 0， 
即 (f1R1 十 tok,) oi 十 (tk! 十 二 kz )@» 十 … 十 (bz Bs 十 五 RD)C， == 0， 


由 于 wo ,G2，…,@, 为 Ax 二 0 的 基础 解 系 , 必 线 性 无 关 , 因 此 有 
tiki 十 tsk, = 0 
区 tk 0 。 
tsk, 1 十 tik, 一 0 


因为 系数 行列 式 
tl 0 0 a 0 ty» 
疡 3 光 - 必 0 0 


0 ft» ti 0 0 ES ti 十 (一 Di 9 


0 0 0 “we ty 而 

所 以 当 训 十 (一 1 关 0, 即 当 ; 为 偶数 , 关 土 ;5 为 奇数 ,1 关 一 ts 时 ,方程 组 只 有 和 零 解 
ki k; 0 k; 0, 从 而 PB ,pp ，,… ,PB. 线性 无 关 , 此 时 记 ,PB ，,… ,PB 也 为 Ax 二 0 的 一 个 
基础 解 系 . 


1 = 于 3 1 J =6 
l 2 4 3 5 8 a 
〖【 例 4. 19】 设 袍 | = 0 sQ2 一 2 yas =—= _] 3 bi ye ] ,应 SS 2 ,Bs = ” 都 是 
:= a ss) = = 10 


Az = 0 的 基础 解 系 , 求 a,t 的 值 . 
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【 解 】 因为 Q1yQ2 9 Q3 与 Bi ,PB2 ,Bs 都 是 Ax = 一 的 基础 解 系 ， 
所 以 Q1»Q2 3Q3 与 B ,2 ,Bs 可 以 互相 线性 表示 ,于 是 


1 一 1 3 1 一介 
4 3 5 8 2 
(a1 yazyaas | Bi ,Bs ,Bs) 0 2 二 = 讲 外 于 2 t 
一 2 a 一 6| 一 aw 一 2 10 
1 -1 3| 1 1 一 5 
站 和 下 
ho 2 一 了 | 1 2 £ 
I0 &=2 0 |12—& 0 QJ 
rl 一 1 3|1 1 一 5 
由 一 
8 六 ”=| 于 康 
I0 a—2 0 12—a 0 0J 
rl 二 1 久 1 
0 > = 2 4 
人 0 aa 一 2 0 12 一 a 0 0 
[0 0 0 0 0 zt—4 


由 于 al ,as ,as 与 ,Bz » Bs 是 基础 解 系 ,所 以 它们 等 价 , 且 
r(ai yas ,Q3) es r(B ,PB ,B) 一 二 3， 
故 a 关 2,t = 二 4. 


第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


[ 例 4. 20】 设 A 为 n 阶 方 阵 , 且 7r(4) == nn 一 1, 证 明 : 秩 r(4*)== 1, 其 中 A* 为 和 的 伴随 矩阵 
【证 明 】 由 44* = 二 | A |E, 及 r(4)= 二 nn 一 1, 知 |A|==0, 有 日 A44*=0. 

令 4 = 二 [01,562,…,b,j], 则 AA4* 二 0 过 b1,bs,…,b, 均 为 Ax = 二 0 的 解 ,而 Ax 一 0 的 基础 

解 系 所 包含 解 向 量 的 个 数 为 n 一 r(4) 二 n 一 (n 一 1) 二 1, 故 必 有 

rbi,b,,.%…,b,) =r(A*) 过 n—r(A)=1. 

即 (4 ” ) 委 1 

又 r(4) = 二 nn 一 1, 知 必 有 非 零 的 n 一 1 阶 子 式 , 从 而 必 有 非 零 的 代数 余子 式 , 即 有 A* 关 0 

可 见 r(h*) 宇 1 

故 r(4* ) 一 1. 


二 、 综 合 题 解析 


【 例 4. 21】 已 知 四 阶 方 阵 4 = (Qi ,az ,03 04 ) ,0 02 ,03 ,0 均 为 4 维 列 向 量 , 其 中 Q2 ，03 ，04 线性 
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无 关 ,@i = 2o: 一 os. 如 果 有 = oil 十 oa 十 os 十 @, 求 线性 方程 组 hx = BB 的 通 解 . 


Xl 


, TX 
【 解 】 方 法 一 : 令 x 二 (xi ,xz ZayZ )", 则 由 Ax = (1,0; ,0 ,04) "|= Bb 


Xs 
4 
得 TIQ 十 Zaz0z 十 Zi03s 十 Zidi 一 Cl 十 oo 十 Cs 十 04， 
将 w == 2@z 一 os 代入 上 式 , 整 理 后 得 
(2ZT1 十 Xi 一 3)@z 十 (一 Xi 十 xX3)03 十 (x 一 1)@g = 0. 
由 os ,os ,04 线性 无 关 , 知 


251 Ti CO 二 3 =0， 
-te 
Ts—1=0. 
0 . 
3 一双 
解 此 方程 组 得 x = 十 1 ,其 中 为 任意 常数 . 
El 0 


方法 二 :由 Q2 ,03 ,04 线性 无 关 和 Qi 二 202 一 0s 十 0 .Qs, 知 A 的 秩 为 3, 因 此 Ax = 二 0 的 基 
础 解 系 中 只 包含 一 个 向 量 .由 
Al — 2@;» 十 cs 十 0。04 一 0 
1 


一 忆 
知 ,(1, 一 2,1,0)7 为 齐 次 线性 方程 组 hx 二 0 的 一 个 解 , 所 以 其 通 解 为 x 二 j ,为 任 


0 
意 常数 . 
1 1 
1 1 
再 由 有 三 ol 十 os 十 os 十 ou 二 (Qi ;02 ,03 ,04) 1 二 A ] 知 ，C1 11 Ty 为 非 齐 次 线性 方 
1 1 
程 组 hx = PB 的 一 个 特 解 ,于 是 Ax 一 及 的 通 解 为 
J 1 
1 一 2 
x 一 it | ,其 中 ,& 为 任意 常数 . 
1 0 


anzi awws 十 … 十 az = hs 


QaziXl 十 a227Z2 十 "*…* 十 Qaznzn 二 02， 


【 例 4. 22】 如 果 线 性 方程 组 


Oy tym amrn = brs 


的 系数 矩阵 的 秩 等 于 矩阵 
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EE 
all QI1 bi 
区 三 
Qnl a bb 
pi D， 0 


的 秩 , 则 该 方程 组 有 解 . 
【证 】 要 证 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 , 只 要 证 明 (4) = r(4) 即 可 ,方程 组 的 系数 矩阵 与 增 广 


矩阵 分 别 为 
Qil ee Qln Qil oo. Qin : bi 
让 | 4 一 | .|: 让 
ee 人 


显然 有 r(A) ZrA) ZrO ,rrA) = r(C)， 
所 以 r(4) = r(4), 故 方程 组 有 解 . 
【 例 4. 23】 设 Ax 二。b 的 导出 组 的 基础 解 系 为 61 ,6 ,…,6; ,9” 为 Ax 二 bb 的 一 个 特 解 , 证 明 : 
(D626; 线性 无 关 ;(2)9* ,0 十 所 00" 十 刀 ，… ,9 ”十 6 ;线性 无 关 . 
【证 3】(1) 设 存在 一 r 十 1 个 常数 ,ki ，…,k, ,使 得 
on 十 外 十 … 十 ,6，, 二 0， 人 
因为 46 二 0 (=1,2,…,n 一 7),An 二 b， | 
所 以 关系 式 的 两 边 同 时 左 乘 4, 便 得 
koAn”" 十 Al 十 … 十, ,AC, ,= 0. 


>kob = 0 一 Pu = 0. 
于 是 四 之 局 全 十 姑妈 十 … 十 有 6 一 0， 
因为 6 ,6 ，… ,6 线性 无 关 , 所 以 = ks 二 … 二 k= 二 0. 
故 ,1 ,62 ，… ,6 ,线性 无 关 . 
(2) 设 存 在 “72 一 ”十 1 个 常数 Co ,Ci,…,C,,; ,使 得 
Co 十 CT 十 和 ) 十 Ci 十 名) 十 …… 十 CO 十 6,) 一 0， 


整理 ,得 

(Go 二 Gi 十 十 CD 十 Gi 十 Ga 十 … 十 Ct, 二 0， ® 
两 边 左 乘 4, 便 得 

(区 二 全 二 导 后 丰产 三 站 二 包干 区 下 二 区 二 0 @ 
于 是 四 >C0 十 Co 如 十 … 十 C 6 一 0， 


因为 各, 所 6 线性 无 关 , 所 以 C = Cs 一 … 一 C。 一 0. 
将 它们 代入 图 得 Cs =0. 故 人 十 各 十 生 1” 十 各 ,线性 无 关 . 
【 例 4. 24 了 7 阶 方 阵 A 的 ?个 列 向 量 为 wm ,os … ,0 sn 阶 方 阵 B 的 nn 个 列 向 量 为 @ 十 oo ,oz 十 os ，…， 
Qi 十 QQ 十 .试问 : 当 r(4) 二 nn 时 , 齐 次 线性 方程 组 Bx == 0 是否 有 非 零 解 ?并 证 
明 结 论 . 


] dg 0 
【 解 3B 一 Lo A QH 十 0 CQ， 十 @ij > Le 02 On a | 4C， 
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因为 r(4) = ”所 以 
Bx 一 0 有 非 零 解 生 | B | 二 0 全 1 十 (一 1)" 二 0Gn 是 偶数 . 
【 例 4.25〗 设 A 为 n 阶 方 阵 ,A4" 为 4 的 伴随 矩阵 , 且 4i 闫 0, 证明: 
方程 组 Ax = b(b 关 0) 有 无 穷 多 解 的 充 要 条 件 是 5b 为 A4*x 二 0 的 解 . 

【证 】 必 要 性 . 

因为 Ax = 二 b 有 无 穷 多 解 , 所 以 r(4) 二 nn, 即 |14|==0， 

有 A*b=A*Ax=|A|x=0, 

即 b 是 A4*x 一 0 的 解 . 

充分 性 . 

因为 b 是 A" x 二 0 的 解 , 即 A"x 二 0 有 非 零 解 . 

所 以 r(4 ) 二 nn. 又 Au 关 0, 所 以 7(4*)= 二 1]，r(4)= 二 nn 一 1. 

同时 由 A*A= 二 |A|E=0,A*b=0， 

令 4=(oo 和 po)， 则 oo ,oa 是 A*x 二 0 的 解 ， 

因为 hu 关 0, 所 以 @z ;03，…,@, 线性 无 关 , 所 以 w ,as ,，…o 是 方程 组 A* x 二 0 的 基础 解 系 ， 

b 可 由 @2,03,… ,0, 线性 表示 , 即 b 可 由 Qi,@s ,03,…,@, 线性 表示 ， 

因为 Ax 二 b 有 人 解 ,又 r(A) 二 n 一 1, 所 以 Ax 二 b 有 无 穷 多 解 . 
和 了 工交 
2 
3 3 6 
【分 析 】 易 知 r(4) = 1, 于 是 Ax = 0 的 解 空 间 的 维 数 为 3 一 1 = 2, 故 可 取 Ax = 一 0 的 两 个 线性 无 

关 的 解 向 量 作为 B 的 前 两 列 ,而 B 的 第 三 列 可 取 Ax = 二 0 的 任 一 解 向 量 ( 如 零 向 量 ) ,此 时 


【 例 4.26] 设 A = ， 求 一 秩 为 2 的 三 阶 方 阵 B, 使 4B = 0. 


r(B) = 2. 
= = | ee 
【 解 】 方 程 组 Ax 二 0 的 基础 解 系 为 ,| 0 | , 故 所 求 矩 阵 台 = | 1 0 © 
0 1 0 J 0 


Ql 十 alz x2 ss 二 一 0， 
, 十 ax 一 0， 
【 例 4.27] 若 线 性 方程 组 1 
nl BY 十 az rds 二 人 
的 全 部 解 都 是 方程 Dizi 十 baxz 十 … 十 bx, 二 0 的 解 ,证 明 :向 量 pb = (bi1,0;,*" ,0,) 
可 以 被 向 量 组 全 (ai 9 Ci2 ye (2 = 1 ,2,°" ,1m) 线性 表 出 . 


allzZl 十 aizza 十 … 十 az 一 0 


【证 ] 考虑 方程 组 CT) az2lZ1l 十 azzzZz 十 … 十 az 一 0 
dm Xl 十 Qimz Tz 十 本 -hin i = 0 
ai1Z1 十 aizzZs 十 … 十 az 一 0 
纪 〈 工 ) ， 
及 方程 组 Qt Tam rat amrs = 0 
bx 二 bx 十 … 十 bx, 二 0 
461 


第 全 篇 | 线性 代数 
EE 


由 已 知 ( 工 ) 的 解 都 是 ( 卫 ) 的 解 , 显 然 ( 卫 ) 的 解 也 都 是 (I ) 的 解 , 即 ( 工 ) 与 CI) 是 同 解 方 
程 组 , 故 其 系数 矩阵 等 秩 , 即 
秩 (@ 2 ,0 ) = 秩 (@1 ;G2 ，……,C，。 ,Pp). 
从 而 有 可 以 由 al ,602 ，… sOQn, 线性 表示 . 
【 例 4. 28】 设 线性 方程 组 
QI111 十 xizzZz Ss EE 十 远郊， = pi 
2171 十 azzZz 十 十 ao 一 02 
Q21 并 Q22 并 dznT | @ 
Wn tp Te ts = 6 
Aunzi 十 Alzs ee 本 iy 
A2 1 十 Azs Xz 十 …* 十 Az, nC2 
| 到 yy py a G: . ® 
AZzi 二 Azz = 让 二 AWr: 一 Cn 
其 中 ,Ai 为 ai 在 行列 式 | 4 | 二 | (45 )wxn | 中 的 代数 余子 式 ;6;Gi 二 1,2,*…,n);ci(i 王 
1,2,…,n) 不 全 为 0. 证 明 方程 组 @ 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 方程 组 @ 有 唯一 解 . 
【证 了 方程 组 @ 有 唯一 解 的 充 要 条 件 : 


dll Qi12 al 
[Aal= | |. 
Qnl Un2 Cm 
方程 组 @ 有 了 唯一 解 的 充 要 条 件 : 
An A A 
1B 性 和 人 二 0. 
An A Anm 
Ai Al eC A 
A A -A a * 
因为 B= |= 4 7 而 4 一 辣 T7,4' =14147， 
A A bo A。 
所 以 B= (4*)"==(|A|A1) =|IA|(M' ,|B|I=||A| (UD) |=|A|"™. 


于 是 可 知 命题 成 立 . 
【 例 4. 29】 设 和 矩阵 4A,x, 的 秩 为 7 ,线性 方程 组 

Ax=b 

(其 中 x,b 为 列 向 量 ,b 隆 0) 有 特 解 6, 它 的 导出 方程 组 Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 为 如， 

bs，… ,6 ， 证 明 : 

(1) 向 量 7 二 ;yh 二 十 刀 … ,Wr 二 6 十 6 ,是 方程 组 @ 的 线性 无 关 解 向 量 ; 

(2) 7 ,7 7， 的 一 切线 性 组 合 

如 人 p 十 和 全 十 十 kr， 《其 中 心 十 三 十 …… 十 用 ,一 了 1) 
是 方程 组 @ 的 全 部 解 . 
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【证 】(1) 因为 hl 一 8 46 二 0,i 王 1,2,…,n 一 7r, 所 以 
An; = A(6o 二 6) = Abo Al; = b(i=1,2,. ,nr), 
因此 tp ;Th ，… ,1 是 方程 组 @ 的 解 . 令 
ho 十 i 十 十 A 二 0， 
则 (Co 十 1 十 …… 十 1 71 十 1 人 十 … 十 1 一 0， O 
因 Ano = 二 5 关 0,; 由 @ 得 | 
4[LGu 十 ii 十 …… 十 7 十 Ni 人 十 十 1 二 0， 
Co 十 和 十 …… 十 1 70 一 0， 
所 以 有 ho 十 和 十 … 十 hv 一 0， 
于 是 A 二 AG 十 十 46 二 0， 
但 6 ,6 ,… ,6 ;线性 无 关 , 从 而 入 二 X= 二 … 二 ,三 0, 进而 有 ho 二 0, 可 见 tp， 
轴 ，… ,1 线性 无 关 . 
(2) 由 (1) 知 mo，…, 9 是 方程 组 @ 的 解 , 故 当 十 十 … 十 k 二 工时, 易 知 om 十 
包 11 十 … 十 km, 是 方程 组 的 解 ,因为 
A 十 训 仙 十 一 十 0) 一 (Co 十 局 十 … 十 和 )D 一 六 
另 一 方面 , 令 1 为 方程 组 @ 的 任 一 解 , 则 9 一 名 为 @ 的 导出 组 的 解 , 于 是 
Nb = kb 二 hb TT kG 
令 二 1 一 一 一 ky 即 ho 十 十 … 十 有 ,二 1， 
由 于 th 三 60 二 6 十 br 
则 二 (ko 十 民 十 一 十) 十 十 十 RC 
二 6 十 (6 十) 十 十 ,(bo 十 6 ,) 
= ko 二 Dh 十 十 kn 
这 里 十 锯 十 … 十 k= 二 1. 
办 (1) 本 题 是 对 非 齐 次 线性 方程 组 hx 一 5 的 解 的 结构 作 进 一 步 的 分 析 和 讨论 , 即 非 齐 次 线性 
方程 组 一 定 存在 着 n 一 r 十 1 个 线性 无 关 的 解 向 量 . 
(2) 对 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b, 有 时 也 把 题 中 所 给 的 n 一 r 十 1 个 解 称 为 Ax 二 b 的 基础 解 
系 , 所 不 同 的 是 它 的 线性 组 合 只 有 当 线 性 组 合 系数 之 和 为 1 时 , 才 是 方程 组 的 解 . 


EE 


1. 填空 题 . 
(1) 在 齐 次 线性 方程 组 Asx 一 0 中 , 若 秩 (A) 二 户 且 0 ,人 p，… ,人 0 是 它 的 一 个 基础 解 系 ， 则 
六 二 ; 当 上 二 时 ,此 方程 组 只 有 零 解 . 


时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 . 


(3) 齐 次 线性 方程 组 


Xl 十 kts 十 Xs 一 0 
| 十 zz 十 Za 二 
Ar 十 3z 一 0 
只 有 零 解 , 则 上 应 满足 的 条 件 是 _. 
(4) 设 A 为 四 阶 方 阵 , 且 秩 (A) 二 2, 则 齐 次 线性 方程 组 A*x 二 0(A" 是 4 的 伴随 和 矩阵 ) 的 基 
础 解 系 所 包含 的 线性 无 关 解 向 量 的 个 数 为 __. 
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se 
一 1 2 一 1 
(5 入 过 三 1 一 1 01, 则 Ax 一 0 的 通 解 为 
一 2 1 


(6) 设 wi 2 ，” 0， 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 的 解 , 若 Ci@i 十 Ca 十 … 十 C,X， 也 是 Ax 一 
的 一 个 解 , 则 Ci | C» | (Or 和 

(7) 方程 组 Ax 一 0 以 胃 二 (1,0,2)T ,wz 二 (0,1, 一 1)" 为 其 基础 解 系 , 则 该 方程 的 系数 矩阵 
为 


1 2 
A= |0 1 | 信和。 
2 一 1 1 
1 1 2 4 一 1 3 
Ca 2 | 2 | ea 
0 1 1 2 一 1 1 


使 得 hr 一 B, 则 一 
2. 选择 题 . 
(1) 要 使 一 (1,0,1)" ,6 一 (一 2,0,1)" 都 是 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 ,只 要 系数 乱 阵 入 为 


和 0 1 0 
= 信 “2 洲 0 一 1 0 

.| i 和 | B. Ge Ol D. 二 【 】 
让 下 温 0 2 0 

2 1 1 多 


(2) 设 刀 ,bz ,bs 是 Ax 二 0 的 基础 解 系 , 则 该 方程 组 的 基础 解 系 还 可 以 表 成 
Ab 人 的 一 个 等 价 向 量 组 B. 人 26 的 一 个 等 秩 向 量 组 . 
CG, ,Do tn 【 了 
(3) 2 阶 方 阵 A 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 
A. 任 一 行 向 量 都 是 非 零 向 量 . B. 任 一 列 向 量 都 是 非 零 向 量 . 
C. Ax = 二 b 有 解 . D. 当 x 关 0 时 ,Ax 关 0, 其 中 x 二 (Xi yz ,XT,)!. 
rt  ]】 


3. 计算 证 明 题 . 

(1) 求解 下 列 线性 方程 组 : 
i 中 Bs 二 -35 一 2 十 半 s 二 3 
2 二 Gs 二 i Sa == 光 
en a te er ode ee = 一 1 


351 F922 二 xs = Sa 和 Ws 二 性 


2X1 二 272 一 3z3 一 5z 十 3z5 = 0; © 


1 — Hr» = Os Br = Gms = 0 


3 而 二 wi 6x3C— 4 2xs 三 0 
?| 


站 一 最 元 十 2zs 一 2 = 11 
(2) 求 方程 组 871 二 wy = 4 十 2 一 一 5. 


一 天 一 9 而 一 水 友 4 = 17 


的 通 解 ,并 求 满足 方程 组 及 条 件 5zi 十 3zs 十 6zs 一 x4 二 一 1 的 全 部 解 . 
(3) 设 有 线性 方程 组 
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Bi 二 22 十 3 三 一 1， 
一 Xi 十 4z; 十 mzxs 二 上 
问 m,k 为 何 值 时 ,方程 组 有 唯一 解 ? 有 无 穷 多 解 ? 在 有 无 穷 多 组 解 时 , 求 出 一 般 解 . 
Ti * Za 一 人 
(4) 间 4 为 何 值 时 ,线性 方程 组 | 十 Xz 十 2xs 一 和 十 2 有 解 ,并 求 出 解 的 一 般 形 式 . 
6zi 十 Za 十 4zas 二 2X 十 3 
Ti 十 Zz 十 十 十 三 a 
a Ee Xl 十 2Zxs 十 3z4 十 2xs = 二 3 Se 
(5) 问 wa 为 何 值 时 ,线性 方程 组 gn Ei i i 2 有 解 ,并 求 出 解 的 一 般 
Xl 十 Zz 十 2xs 二 1 


| 十 3zs 十 Za 一 0 


形式 . 
(6) 已 知 @ 一 (1,2,0),os 一 (1,4 十 2, 一 3c),os 一 (一 1,0 十 2,4a 十 20) 及 有 一 (1,3, 一 3). 

@a,b 为 何 值 时 ,不 能 表示 成 @1,0@2 ,os 的 线性 组 合 . 

@a,b 为 何 值 时 ,了 有 Qi,0s ,os 的 唯一 的 线性 表示 ,并 写 出 该 表示 式 . 

warzs+ ww = 1 Xi 十 wi 十 ww 十 x = 二 1 
C7) ea 十 wz 和 十 By3 十 x 二 要 | Xs 十 2Xx3 一 X14 一 2 
2 区 十 2 十 3 而 十 6 = 1 

同 解 , 试 确定 a,b,c 之 值 . 

(8) 已 知 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 C( 工 )、 开 ) 
ZI 十 2 一 224 三 一 而 NM Ws — By = 5 
| 3 ‘De — Wa — 2 一 一 ]] 
Ty 2 1 

@ 求解 方程 组 ( 工 ) ,用 其 导出 组 的 基础 解 系 表示 通 解 ; 

@ 当 方程 组 ( 开 ) 中 的 参数 m,n,t 为 何 值 时 ,方程 组 (I 工 ) 与 (下 ) 同 解 . 
(9) 设 A 是 i 义 郊 和 矩阵, 民 为 妈 义 交 矩 阵 光 二 (zyz 和 wz) 及 为 2 义 加 天 阵 ,求证 : 若 召 

可 逆 且 BA 的 行 向 量 都 是 方程 组 Rx 一 0 的 解 , 则 A 的 每 个 行 向 量 也 都 是 该 方程 组 的 解 . 
(10)A 和 A 为 m Xn 给 阵 , 秩 为 m;B 为 nX(n 一 m) 矩阵 , 秩 为 了 一 7 又 知 4B 二 0,@ 是 满足 条 

件 4u 二 0 的 一 个 nn 维 列 向 量 . 证明: 存在 唯一 的 一 个 n 一 m 维 列 向 导 量 使 得 @ = 二 Bp. 
(11) 给 阵 A,x, ,证 明 :Ax 二 b 有 和 解 的 充 要 条 件 是 AT'Z 二 0, 则 b'Z 二 0. 
(12) 设 4 是 浆 阶 给 阵 , 且 4 尖 0. 证 明 : 存 在 一 个 阶 非 零 矩 阵 召 .使 4B 一 0 的 充分 必要 条 件 

是 14|=0. 
(13) 设 和 A 是 m Xn 给 阵 , 若 对 任意 的 n 维 向 量 x, 都 有 Ax 一 0, 则 4 一 0. 


元 5 十 2% 三 一 


3 一 2 一 2 一 8 


罗江 汪 0 
一 1 
(14) 设 A 二 10 1 3 ,b= ,二 ] |" 如 果 避 是 方程 组 Ax 一 的 一 个 解 , 试 求 
1 a ce 1 0 
Ax 二 b 的 通 解 
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1 i 次 1 4 
qn a a -| = 


a 1 1 一 2 


. 如果 短 阵 方 程 4r 二 B 有 解 , 但 解 不 唯一 , 试 确 定 


参数 a. 
(16) 设 D,? 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 了 b 的 两 个 不 同 解 ( 和 4 是 m X7 和 矩阵 ),56 是 对 应 的 齐 次 


线性 方程 组 Ax 二 0 的 一 个 非 零 解 , 证 明 : 
@ 向 量 组 7 71 一 人 2 线性 无 关 ; 
@ 若 r(4) = 二 nn 一 1, 则 向 量 组 6 » M2 线性 相关 . 
参 考 答 案 
1. (Dn—kn; (Dr=nr<n; (3) 天 于 (4)4; (5)k(1,1,1)" ,kk 为 任意 常数 ; (6)1; 


1 2 3 
(7)[ 一 2,1,1], 注 :答案 不 唯一 ; (8)b 二 角 中 了 年 而 | ,Ri ,有 ,Rs 为 任意 常数 ; 
2 | 1 
《99 下 二 二 
2. (1)D CC CD 
3. 
TT 9 3 ] a 
4 4 4 3 
六 | |_s 0 1| io 
DDx=h| 4 | 二 局 |4 + 有 | 4|; @xr=| ork| ol+gk|o0l. 
1 0 0 二 =: 浊 0 2 
0 1 0 
LL ,J 0 J 1 
1 1 二 
一 2 = 1 
(2)x = 十 局 十 
0 0 7 
0 2 0 


(3) 当 m 天 一 1 时 ,方程 组 有 唯一 解 ; 当 m 二 一 1 且 有 六 1 时 ,方程 组 无 解 ; 当 m 一 一 1 而 二 


1 时, 秩 (4) = 秩 (4) 二 2 二 3, 方程 组 有 无 穷 多 组 解 . 
_3| 


1 [二 1 
(4) 当 A 二 1 时 ,方程 组 有 解 i ?| 


(5) 当 a 一 1 时 , 原 方程 组 有 解 , 且 解 的 一 般 形式 为 


466 


线性 方程 组 ‖ 第 园 童 


| 
业 | = 
一 1 1 1 
必 一 下 十 有 一 工 十 ks 0 
0 1 0 
0 0 1 
(6) a 二 0,6 为 任何 值 时 ,方程 组 无 解 ,了 不 能 表示 成 @1,@2,03 的 线性 组 合 ;a 关 5, 且 a 关 0 时 ， 
有 唯一 解 Xl 1 1 ys 一 sX3 一 0, 5 有 cwi,as 3 的 唯一 线性 表示 式 5 于 


Bp— (1 一 过 ju 二 des 十 ovw: 


(7) 把 @ 的 特 解 代入 四 , 即 得 a 二 1,6 二 4,c 二 3. 

(8)x 二 (一 2, 一 4, 一 5,0) 十 k(1,1,2,1). 将 x 代入 ( 卫 ) 中 的 三 个 方程 ,可 得 m 二 2,n 二 4， 
t= 6. 

(9) 一 (12) 略 ， 

(13) 提示 :要 证 A 二 0, 只 需 证 秩 (A) = 0, 或 者 取 Z 分 别 为 单位 矩阵 的 各 列 81 ,82，…，,E,， 则 
A[ai,gz，… ,8,] 二 0, 又 [81;82，…,Eij] 可 逆 , 从 而 有 A 二 0. 


了 -小 六 
1 = 一 总 一 疙 于 
(14) 当 a 一 c 且 4 二 二 时 ,Xx 二 十 十 ，a 关 二 时 ,x 二 十 . 
2 1 0 2 | 
0 2 2 


(la 一 一 2， 
(16)@ 用 定义 @6 人 一 ?] 线性 相关 ,由 此 可 推 知 结论 . 
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第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 
设 A 为 n 阶 方 阵 ,A 是 一 个 数 ,车 存在 一 个 维 非 堆 列 向 量 x 使 关系 式 


Ax = Ax， @ 
成 立 , 则 称 * 为 4 的 一 个 特征 值 ,相应 的 非 零 列 向 量 x 称 为 4 的 属于 4 的 特征 向 量 . 
Q@ 式 可 等 价 地 写 为 QE—A)x=0, @ 
@ 式 存在 非 零 列 向 量 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 
1AE—A|=0, 


称 和 矩阵 证 一 4 为 4 的 特征 矩阵. 

称 行列 式 | XE 一 A | 为 4 的 特征 多 项 式 . 

12XE 一 4 | 二 0 称 为 4 的 特征 方程 , 它 的 根 称 为 4 的 特征 根 ,4 的 特征 根 即 4 的 特征 值 . 

@ (1) 在 讨论 矩阵 4 的 特征 值 问 题 时 ,A 必须 是 方 阵 ,其 特征 值 可 能 是 实数 ,也 可 能 是 复数 . 

(2) 如 果 x 是 A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 则 x 一定 是 非 零 向 量 , 且 对 任意 非 零 常数 上 关 
0,kx 也 是 A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 

(3) 如 果 x ,xs 都 是 和 的 属于 特征 值 X 的 特征 向 量 , 且 当 Xi 十 koxz 关 0 时 ,kixi 十 Roxs 也 
是 A 的 属于 4 的 特征 向 量 . 

(4) 设 和 ,Xs 是 方 阵 和 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,xi ,xs 是 A 的 分 别 属于 41,4s 的 特征 向 量 , 则 
xl 十 xz 不 是 4 的 特征 向 量 . 


1 2 对 
【 例 5. 1] 设 向 量 c 一 |&| 是 方 阵 4 一 |1 2 1| 的 逆 阵 所 对 应 的 特征 向 量 , 求 常数 
1 1 1 2 
1 
1 
1 2 守节 3 十 
4 hx 一 和 ys EI=x11 2 1 二 IZ2 生 号 a 
> k = A(2 十 2k) 
1 i 和 中 已 3 二 
一 a | 口 = 
dn a 


二 、 相 似 矩 阵 及 其 性 质 


设 A,B 为 两 个 ” 阶 方 阵 , 如 果 存 在 一 个 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 
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B= PAP, 
成 立 , 则 称 矩 阵 A 与 B 相似 , 记 为 4 一 也. 
如 果 A ~ B, 则 有 
(1)47 ~ B'; 
(2)4- 一 B71( 若 A,B 均 可 逆 );A* ~ B'*， 
(3)4 一 有 (R 为 正 整数 ); 
(4) | XE 一 41 二 |E 一 B |, 从 而 A,B 有 相同 的 特征 值 ;但 特征 向 量 不 一 定 相 同 . 
(5) | 4 | 二 | B|, 从 而 A,B 同时 可 道 或 同时 不 可 道 ; 
(6) 秩 (4) = 秩 (B). 
力 关 | 六 一 4|=| 冯 一 B |, 则 4,B 不 一 定 相似 . 


三 、 矩阵 可 相似 对 角 化 的 充 要 条 件 

若 nn 阶 矩 阵 A 与 对 角 和 矩阵 A 相似 , 则 称 和 可 以 相似 对 角 化 , 记 为 4 一 4, 并 称 和 是 4 的 相似 
标准 形 . 

4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充 要 条 件 :n 阶 矩 阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 全 4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 . 

由 于 不 同 特 征 值 所 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 , 因 此 车 A 有 nn 个 互 不 相等 的 特征 值 41 ,Xs ,…， 
), 则 4 必 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

设 w 为 对 应 于 特征 值 4;(i 二 1,2,…,n) 的 特征 向 量 , 则 有 

人 Cai ,02 0 ) = (Au ,AQ » ，""* ,AQm,) 


42 
= (CA1C1 ,A2 02 和 ;AQ ) 和 [a sOQ2 ， ,0, | 


A 
记 P= La ,as ,0 | ,A 3 ; > 为 对 角 和 矩阵 , 则 PAP 一 人。 


An 
@4 可 对 角 化 的 充 要 条 件 是 对 A 的 任 一 特征 根 4;, 其 重 数 ( 设 为 k;) 与 对 应 线性 无 关 特征 向 量 
的 个 数 相 同 , 即 n 一 rGQiE 一 A) = 二;. 


四 .、 实 对 称 和 矩阵 及 其 性 质 


设 4 为 实 对 称 矩 阵 (47 二 4) , 则 

(1) A 的 特征 值 为 实数 , 且 A 的 特征 向 量 为 实 向 量 . 

(2) A 的 不 同 特 征 值 对 应 的 特征 向 量 必定 正 交 . 

(3) 4 一 定 有 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 从 而 A 相似 于 对 角 和 矩阵 , 且 存 在 正 交 和 矩阵 P, 使 
P71AP = PTAP 二 diag(Oi hs，… ,4,) ,其 中 久 ,Xz ，…,4, 为 4 的 特征 值 . 
@ 转 (1) 当 4 有 ?个 不 同 特征 值 Mh; ,1?，……,。 时 ,只 需 将 对 应 特征 向 量 w ,os ，…,o 单位 化 得 
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忆 i 一时, 羽 一 二， 令 Q 一 [Bi,P，,…,B,], 即 为 所 求 正 交 人 矩阵 . 


oa eel’ | a, | 
(2) 当 A 的 特征 值 有 重 根 4; 时 , 则 需 先 将 重 根 对 应 特征 向 量 正 交 化 (Schmidt 正 交 化 方法 )， 
再 次 所 得 正 交 向 量 组 单位 化 ,并 以 此 作为 矩阵 @ 的 列 向 量 , 则 Q 即 为 所 求 正 交 矩阵 . 


五 .重要 公式 与 结论 


1. 设 4 是 方 阵 A 的 特征 值 , 则 和 矩阵 他 ,4 ,ao 十 怒 ,A”",A 1， ,A" 分 别 有 特 征 值 为 :以 ,X， 
[| 
CA 十 DA A” A . 


设 x 是 A 对 应 ) 的 特征 向 量 , 则 x 也 是 4,A?,ah 十 更 ,4" ,4 ,4” 对 应 特征 值 以 ,X?， 


以 十 6A", 士 ,| 全 的 特征 向 量 . 


@ (1)4 与 4" 有 相同 的 特征 值 ,但 特征 向 量 不 一 定 相同 . 
(2)A” 的 特征 向 量 不 一 定 是 A 的 特征 向 量 . 


2. 若 A~B,C D, 则 | -| 相 网 
2 0 .DJ 


3. 若 A 一 B, 则 FA) 一 了 (B), | f(4) |==| f(B) |, 其 中 f(4) 为 关于 nn 阶 方 阵 A 的 多 项 


3 
4. 设 和 MA2 An 是 n 阶 方 阵 4 EE (ay Do 的 特征 值 , 则 >》)7 == a ,Ai1A2 An 一 | A |. 
i 一 1 i 一 1 
么 一 &ii Qiy Wy 
一 讽 A—a 2 一 入 
【 注 ) 由 IaE—A | 三 21 22 2 
一 Qnl 一 Qo2 下 A Qom 
= (ACA A (ACO A), 
可 得 an 二 Taw 二 十 a 十 十 (一 1)"|4| 


三 入 一 (十 入 十 十 4A" 十 十 (一 1)"WhiAz*An， 
比较 同 次 宕 的 系数 可 得 上 述 结论 . 
5. 设 A 二 (qj )w 的 秩 r(4) = 1, 则 A 的 nn 个 特征 值 为 A1 三 an 十 azz 十 … 十 amyha 一 
Xs 一 =A, = 0. 
6. 若 A 为 可 对 角 化 矩阵 , 则 其 非 零 特征 值 的 个 数 ( 重 根 重复 计算 ) = 秩 (4)， 
【 例 5.2】 设 4 为 3 阶 方 阵 ,4 的 逆 阵 的 特征 值 为 1,2,3, 设 4 为 4 的 代数 余子 式 , 求 Ail 十 Azz 十 


A;;. 
A A Aa 
【 解 〗3 由 4 ”的 定义 可 知 ,A ”二 区 A As: |. 
13 As As 


A" 的 特征 值 为 上 全 ,其 中 》 是 A 的 特征 值 


由 题 设 可 知 4-: 的 特征 值 为 1,2,3, 则 人 的 特征 值 为 1, 方 ,于 ,于 是 14 | 一 1. 误 "村 一 言 ， 


470 


特征 值 和 特征 向 量 ‖ 第 励 章 


所 以 4” 的 特征 值 为 厂 , 襄 ,地 , 故 


41 十 42 十 A;; 一 去 | 
第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 求 数值 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


设 A4 是 A 的 一 个 特征 值 ,x 是 A 的 属于 4 的 特征 向 量 的 充 要 条 件 是 :4 为 特征 方程 
12E 一 A | 二 0 的 根 ,x 是 齐 次 方程 组 (XE 一 A)x 二 0 的 非 零 解 . 
其 计算 步骤 如 下 : 
(1) 计 算 |1AE 一 A |; 
(2) 求 1XE 一 A |== 0 的 全 部 根 , 即 为 4 的 全 部 特征 值 ; 
(3) 对 于 每 一 个 特征 值 , 求 出 (UE 一 A)x 二 0 的 一 个 基础 解 系 h ,1 ，…, ,; 其 中 7 为 
矩阵 4,E 一 A 的 秩 , 则 A 的 属于 X。 的 全 部 特征 向 量 为 1h 十 R29 十 … 十 6 ,m0 ,: 其 中 妈 ， 
k2，… ,ks 是 不 全 为 零 的 任意 常数 . 

付 才 |14|=0, 则 4 一 0 为 4 的 特征 值 , 且 Ax 一 0 的 基础 解 系 即 为 属于 A 二 0 的 线性 无 关 的 

特征 向 量 . 


一 
【 例 5.3] 设 A 二 | 2 一 1 一 2 
2 一 2 一 1 


(1) 试 求 矩 阵 4 的 特征 值 ; 
(2) 利用 (1) 的 结果 , 求 矩 阵 E 十 A 1! 的 特征 值 ,其 中 瑟 是 三 阶 单位 矩阵 . 
【 解 】(1) 因为 


A 二 1 一 2 一 2 A 二 1 一 2 一 2 
IaE—A|=|—2 1 十 1 2 | 一 | 一 1 1) 一 1 0 
一 2 2 和 十 1 一 2 风 和 十 1 


pa 
1 1 0 
一 :2 2 六 古 小 


一 (人 A 一 ]1) 一 似 二 和 4 直 5， 


故 和 矩阵 4 的 特征 值 为 :1,1, 一 5. 
(2) 设 矩 阵 4 对 应 于 特征 值 X 的 特征 向 量 为 x, 则 
Ax 一 Ax，, 


插 是 Ar 一 Fx, (E+AT x 二 Ex 十 A-ix 二 (1 十 X41)x, 故 知 1 十 -1 是 矩阵 EE 十 A- 


的 特征 值 ,将 二 1,1, 一 5 代入 1 十 4 ,可 得 矩阵 下 十 4 的 特征 值 为 2,2, 二 . 
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i 
yt 
一 和 ”以 十 2 
二 区 2 pe 
求 |XE 一 A | 二 0 的 根 ,需要 分 解 因 式 ,但 三 次 多 项 式 没有 一 般 因 式 分 解 方 法 ,给 计算 带 来 困 
难 .或 者 说 在 计算 这 个 三 阶 行列 式 时 ,车 直接 展开 得 一 个 三 次 多 项 式 , 如果 不 能 分 解 因 式 
(或 不 会 用 试 根 法 等 分 解 因 式 ) ,往往 特征 值 就 求 不 出 来 , 若 能 在 计算 过 程 中 就 把 因子 (一 次 
因 式 ) 分 解 出 来 ,这 是 最 理想 的 ,通常 也 是 可 行 的 ,可 以 如 下 考查 行列 式 | XE 一 A |: 
(1) 把 1XE 一 A | 的 各 行 (或 各 列 ) 加 起 来 , 若 相等 , 则 把 相等 的 部 分 提出 来 (一 次 因 式 ) 后 , 剩 
下 部 分 是 一 个 二 次 多 项 式 , 肯 定 可 以 分 解 因 式 . 

(2) 把 | 和 至 一 4A| 的 某 一 行 (或 某 一 列 ) 中 不 含 A 的 两 个 元 素 之 一 化 为 零 ,往往 会 出 现 公 因 子 ， 
本 例 即 是 这 种 情形 . 


全 关上 由 1XE 一 A|= 二 一 7 和 2 十 114 一 5 


2 
【 例 5. 4】 求 矩阵 4 一 | 一 3 2 2| 的 实 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 . 
一 2 一 8 6 
【分 析 】 一 个 实 和 矩阵 的 特征 值 .特征 向 量 都 可 能 是 复数 ,但 注意 本 题 只 要 求 选 出 实 特 征 值 并 求 其 


对 应 的 特征 向 量 . 
【 解 ] 把 | XE 一 A | 的 各 列 加 到 第 一 列 ,得 
=1 三 9 2 


IA8—A|=| 3 1 一 2 沁 | 一 1 人 一 2 2 
» :ds A—1 3 一 站 

1 二 多 2 

二 (一 1 页 一 到 一 2 


1 3 一 6 
二 (A 一 1)(X? 一 84 十 20)， 
有 了 唯一 实 特征 值 4 二 1, 对 应 4 二 1, 由 (1 .五 一 人 A)x 一 0 
— 2zxs 二 2x3 一 0， 
| — Xs — 2x3 一 0， 
2zi 十 3x2 一 5xs 二 0. 
解 得 x 二 za 二 zx3 ,基础 解 系 为 71 二 (1,1,1)", 故 对 应 于 4 = 1 的 全 部 特征 向 量 为 (1,1， 
1)7, 其 中 为 非 零 常数 . 


题 型 二 ” 求 抽象 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


【 例 5. 5] 假设 ” 阶 方 阵 4 满足 4? 一 34 十 2E = 0, 证 明 其 特征 值 只 能 取 值 1 或 2. 
【证 】 设 是 4 的 特征 值 ,对 应 特征 向 量 设 为 x 关 0, 则 


Ax = Ax， 
由 已 知 4 一 34 十 2 五 二 O 
得 0 一 (42: 一 34 十 2BF)x 一 42x 一 34x 十 2Bx 一 (一 3 十 2)x， 


因为 x 尖 0; 故 入 一 3 十 2 一 0, 解 得 三 1 或 和 三 2. 
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【 例 5. 6】 设 cx 三 (Cai ya ,an) ,有 = (b1,b2 Do 都 是 非 零 向 量 , 且 满 足 条 件 op 二 0, 记 nn 
阶 和 矩阵 A = op , 求 (1)4?;(2) 矩阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 


【 解 】(1) 由 A=op 和 @'p=0, 
有 A’ = AA = (op') (op') = a(pro)p' = 0, 
即 A?=0. 
(2) 设 4 为 4 的 任 一 特征 值 ,4 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 为 x(x 关 0), 则 Ax = 二 Xx,x 关 0， 
手 是 


4 一 MAxr 一 和 2x， 
因为 4 全 二 0, 所 以 Xx 二 0,x 关 0. 故 必 有 4 二 0, 即 矩阵 A 的 特征 值 全 为 零 . 
不 妨 设 向 量 @,p 中 分 量 ai 取 0,61 取 0, 对 齐 次 线性 方程 组 (0E 一 A)x 一 0 的 系数 矩阵 


施 以 初等 行 变换 : 
= ab ww = bi bs we 
i a 
一 ap 一 ap * —a,b, 0 0 i 0 


因此 可 得 该 方程 组 的 基础 解 系 为 


Qi 一 (一 备 ,1,0，…,0) ， Oz 一 (~ 名 01,0) va se | 
于 是 ,4 的 属于 特征 值 = 0 的 全 部 特征 向 量 为 
ki 十 ao 十 … 十 Roll， (Ri 是 不 全 为 零 的 任意 常数 ). 


C1 
图 着"(4) =1, 则 A 一定 可 分 解 为 4 一 | [bb ，…,b,], 且 
Qn 
A?’ x (aibi 十 asbs 二 Se 十 a.b,)A， 
从 而 其 特征 值 为 hi 一 api 十 … 十 ab 一) 一 … 一 1 一 0. 


【 例 5.73 设 4 为 ” 阶 实 矩 阵 ,447 一 瑟 ,|4| 王 0, 试 求 (4 2) ”的 一 个 特征 值 . 
【 解 】3 由 于 (4 )' = (4 )71, 故 可 先 算 4” 的 特征 值 . 而 这 需 算出 4 的 特征 值 及 |4 |. 
因为 447 = 二 EE, 所 以 |4|: = 1 之 |14|= 士 1, 又 14| 二 0, 所 以 |4| = 一 1. 
而 |4 十 E|== |4 十 44"|= 二 |4||4' 十 E|= 一 |4 十 E| 二 |4 十 E| 一 0, 即 4 一 1 是 A 的 


一 个 特征 值 ,于 是 可 得 A 的 一 个 特征 值 为 | 二 1, 所 以 (4-1)* 的 一 个 特征 值 为 1. 


题 型 三 ”特征 值 与 特征 向 量 的 逆 问 题 


进行 讨论 . 
1 2 = 名 
【 例 5. 8 了 已 知 5 三 | 1| 是 和 矩阵 A 二 | 5 a 3| 的 一 个 特征 向 量 ， 
==1 二 ] 站 = 


(1) 试 确定 参数 <, 及 特征 向 量 6 所 对 应 的 特征 值 ; 
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(2) 问 4 能 和 否 相 似 于 对 角 和 矩阵 ?说 明理 由 . 

【分 析 了 已 知 和 矩阵 及 其 特征 向 量 , 反 求 参 变量 ,可 用 定义 法 :465 二 办, 得 到 关于 4,a,b 的 方程 组 ,由 
此 可 解 出 4,a 和 4 ,A 能 否 相 似 于 对 角 和 矩 阵 , 充 要 条 件 是 能 否 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
求 出 参数 a,b 后 ,可 直接 计算 4 的 特征 值 及 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 . 

【 解 ](1) 由 A6 一 1 ,得 


2 一 1 2 1 1 一 2 一 1 一 2， 
5 a :| 1|= 二 A 1|, 即 sre 
一 ] 6 一 2 [一 1 一 1 一 和 A 二 一 1 十 b 十 2. 
解 得 X= 一 1,a = 一 3,6 二 0. 
2 一 1 2 A—2 1 一 2 
os-| 一 ， |2E—A|=|—5 1) 十 3 一 3|=( 人 十 1)， 
一 1 0 一 2 1 0 和 1 十 2 
知 和 = 一 1 是 4 的 三 重 特征 值 . 
一 3 1 一 2 
由 于 秩 ( 一 五 一 4) 一 秩 | 一 5 2 je 
i、 省 1 
从 而 4 = 一 1 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 个 数 为 3 一 秩 ( 一 E 一 A) 二 1, 故 4 不 能 相似 


于 对 角 和 矩阵 . 
【 例 5. 9 设 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 41 = 一 1,Xs 一 1,%， 一 3, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 : 
和 一 (1 一 1,0)7,6 二 (1, 一 1,1)7,6 一 (0,1, 一 1)7, 求 矩阵 4. 
【分 析 】 这 是 关于 特征 值 与 特征 向 量 的 逆 问 题 , 即 已 知 4 的 特征 值 . 特 征 向 量 反 求 矩 阵 4, 可 用 定 


【 解 】 由 定义 有 Ab! = 4b,Ab: = hzbz ,Abs = hsbs， 
于 是 Al(li ,bz ,63) 一 (46 ,462 463) = (io ,N262 ,N363), 
1 1 0 一 | 二 区 
即 有 4 -| 一 :| 
@ 王后 i 
i i 1 1 闪 2 
故 所 求 | 一 站 | 一 工 1 二 | 六 1 二 2 
og 1 UL& 1 = 二 


【 例 5. 10】 已 知 ) = 6,4s 二 Xs 一 3 是 实 对 称 矩 阵 4 的 三 个 特征 值 . 且 对 应 于 4 = hs = 3 的 特 
征 向 量 为 w: = (一 1,0,1)7,@s 二 (1, 一 2,1)7, 求 4 对 应 于 Xi 二 6 的 特征 向 量 及 和 矩阵 
A. 
【分 析 】 这 是 已 知 全 部 特征 值 和 部 分 特征 向 量 反 求 矩 阵 A 的 问题 .关键 在 于 利用 已 知 条 件 中 A 为 
对 称 矩阵 ,而 实 对 称 怎 阵 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 晤 正 交 , 依 此 即 可 求解 ， 
【 解 】 设 4 对 应 于 ), = 6 的 特征 向 量 是 wm = [zi,zzy,zs] ,由 于 实 对 称 和 矩阵 属于 不 同 特征 值 的 特 
征 向 量 彼此 正 交 , 故 有 (of ,os) 一 (al ,as) 一 0, 即 
一 Zi 十 zs 一 0 
Xi 一 2zs 十 Za 二 0 
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En 
解 得 x! 二 x; 二 x; 取 @i =(1,1,1)7, 即 是 矩阵 4 属于 )i = 二 6 的 特征 向 量 . 


进一步 ,由 Al@i,@2 ,as) 一 (N10 ,aaa ,has0s )， 
1 > 1 (Et 3 
得 | 0 —2|= |6 | 
1 1 1 6 3 
6 一 3 3 1 “== LT 4 汗 测 
所 以 4 一 16 0 | 1 0 -| 4 | 
6 3 3 1 1 1 1 1 进 
【 例 5. 11】 设 4 为 三 阶 实 对 称 矩 阵 ,其 特征 值 为 人 = 一 1,); 二 二 1, 属于 的 特征 向 量 为 


0 
1|, 求 A. 
| 1 
【分 析 】 本 题 已 知 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 和 其 中 一 个 特征 向 量 , 反 求 矩 阵 。 求 实 对 称 和 矩阵 的 正 交 的 


特征 向 量 , 有 时 用 观察 法 求解 会 更 便捷 . 


a 


TX 
【 解 ] 设 4 二 4; 二 1 的 特征 向 量 为 = 


3 


Tl 
g = 
3 


上 式 中 Xl 的 系数 为 零 , 为 了 使 得 E2 ,Es 正 交 ,可 取 Tl 为 1 或 0, 则 有 
0 


二 0, 即 x; 十 x3 = 二 0， 


1 
sz = |0 < -| 
0 一 1 
现 正 交 化 后 ,6 ,5 ,得 
0 0 
1 1 1 
nT 和 -w= 人 -ol -并 = | 
1 0 ， 训 | 
万 VZ 
令 P= (7 六 ), 则 已 一 忆 ,于 是 有 
P-AP = 1 >>A = PAP-™! = PAPT 
| 1J 
0 1 0 i 
ee 一 1 \3 “2 0 
> 及 一 |VZ V2 1 1 0 0 .|= ,0 一 1 
二 二 生 | me 0 =1 0 
2 V2 V2 V2 


,由 于 实 对 称 阵 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 相互 正 交 , 故 


【 注 ) 因为 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 ,所 以 我 们 利用 观察 法 一 般 求解 特征 值 为 重 根 的 
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情况 ,最 常见 的 情况 为 求 3 阶 对 称 阵 2 重 根 所 对 应 的 特征 值 ,具体 如 下 : 


Xl 
设 所 求 特征 向 量 为 = 


3 


,; 则 根据 题 设 条 件 ( 如 ,利用 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 或 (A 一 


AEE)z 二 0) 可 得 方程 
azi 十 bxz 十 cxs 一 0， 
(1) 若 a,b,c 有 一 为 零 , 不 妨 设 a 二 0, 则 方程 为 brs 十 cx 一 0, 此 时 可 取 zi 一 1 或 0, 则 可 
得 正 交 的 特征 向 量 
0 
ez = | | 
—b 


(2) 若 a,b,c 有 两 个 为 零 , 不 妨 设 4a 一 0 一 0, 则 方程 为 cx3 一 0=>zs 一 0, 此 时 只 要 保证 


| ”| 部 分 正 交 即 可 , 则 可 得 正 交 的 特征 向 量 
x2 
1 0 
6&1 = |0|,6, = |1|; 
0 0 


(2) 若 a,b,c 均 非 零 ,可 先 取 其 中 一 个 分 量 为 零 , 不 妨 取 zi 二 0, 得 一 特征 向 量 &1 一 


0 
二 区 


正 交 ， 可 取 é&。 Ss 


1 0 
人 有 | 人 人 作业 和 | 
一 颇 


3 


国有 
a 


b 


C 


题 型 四 《相似 的 判定 及 其 逆 问 题 


(2) 若 A~B, 则 |4|=|1B|,》)a; = 二 》)6i, 且 对 YX4, 有 |XAE 一 A|=|XE 一 B|. 
1 一 1 it 一 ] 


2 0 0 1 0 0 
【 例 5. 12】 设 有 三 阶 方 阵 4= |0 0 1| 和 B= 10 一 1 | 
0 1 0 6 一 下 到 


出 可 道 矩 阵 M, 使 得 B= 二 M AM. 

【分 析 】 若 直接 由 B 一 M 4M 求 M, 显 然 是 相当 复杂 的 ,可 以 变换 一 下 思路 : 若 4, 了 都 相似 于 同 
一 对 角 和 矩阵 , 则 也 可 证 得 4 与 妃 相 似 . 

六 一 2 0 0 

0 ; | 

0 a 


【 解 】 由 12aE—A|= a A 
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| 
得 A 的 特征 值 为 :和 i = 2,hz == 1,)3 一 一 1. 
A—1 0 0 
又 由 I2E—B|=| 0 A 十 1 0 站 二 4 一 2)Q 一 1)Q 十 1)， 
0 人 3 识 寺 多 


得 B 的 特征 值 为 :A1 = 2 一 1, 二 一 1. 

A 与 B 均 有 三 个 不 相同 的 特征 值 ,因此 A 与 B | 1 [rts 
el 

系 的 对 称 性 与 传递 性 知人 4 一 卫 . 

又 对 应 特征 值 = 2,1, 一 1,4 有 特征 向 量 分 别 为 


1 0 0 
6 = 二 G6 = 1 | 
0 1 二 了 
对 应 特征 值 = 2,1, 一 1,B 有 特征 向 量 分 别 为 
0 1 0 
1 一 |0|， 7 二 | ， 1 一 中 
1 0 2 


1: © 0 o 1 以 
故 存在 P= [6 ， 62 a a | 1 | ? 0= Lm » M2 | Ga l 0 | » 
圭一 让 1 0 2 


使 得 PAP = 0 BO = | 1 Ll 
二 于 


从 而 有 B= OP- 4PO- = (PO) 4ACPO )， 
令 M 一 PO™'! ; 则 M 可 逆 , 且 使 得 B= M 4M. 这 里 


站 一 区 
wm 1 | 
【 例 5. 13】 设 和 矩阵 4 与 如 相似 ,其 中 


= 0 0 2 人 
4 一 2 ”名 和 | 0 2 ,| 
0 0 y 


5 1 1 
(1) 求 z 和 y 的 值 ;(2) 求 可 逆 和 矩阵 忆 , 使 得 已 4P = B. 
【分 析 】 这 是 相似 矩阵 的 逆 问 题 , 即 已 知 两 矩阵 相似 , 反 过 来 求 矩阵 的 参数 ,根据 矩阵 4,B 的 特 
征 及 相似 矩阵 的 性 质 , 可 以 考虑 用 如 下 办 法 确定 参数 z,y: 
@ 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ; 
@B 为 对 角 和 矩阵 ,4 的 特征 值 即 为 B 的 对 角 线 元 素 , 依 此 求 出 x,y. 
【 解 】(1) 方法 一 : 因 A ~ B, 故 A,B 有 相同 的 特征 多 项 式 , 即 
I1aE—A|=|4AE—B|, 
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(Bl 
得 QA 二 2 一 (zr 十 DA 二 (zx 一 2)] = QQ 十 1) 0 一 2)Q 一 yy)， 
令 和 一 0, 得 ，2(z 一 2) 一 2y， 即 y==x 一 2; 
令 A4= 二 1, 得 ， y= 二 一 2， 从 而 z= 二 0. 
方法 二 : 因 B 是 对 角 和 矩阵 , 故 知 4 有 特征 值 一 1,2,y, 而 特征 方程 为 
1aE—A|= QQ 二 2)[X 一 (rz 十 1)4 十 (zx 一 2)]， 

以 A= 一 1 代入 得 z= 二 0, 由 xz 二 0 知 A4 有 特征 方程 

| 生 一 4 一 (十 2)[L 一 人 一 2] 王 (十 2)(0 十 1)G 一 2) 一 0， 
故 特征 值 为 一 1,2, 一 2, 比 较 特 征 值 知 y = 一 2. 


(2) 由 (1) 知 
= 多 0 检 i 
2 0 :| 2 
3 工 孔 0 一 2 


4 的 特征 值 为 :Xi = 一 1,Xs = 2,Xs 一 一 2, 对 应 特征 向 量 分 别 可 求 出 为 
Wi == (0 2, 一 1)T，xs | (OuLs YT ws 3 (ls0 一 1)7T， 


0 © 
P= [x Ys |'= 2 1 ,| 
1 


下 


A= 


9 


令 


则 尸 可逆, 且 P-4P =B. 


题 型 五 ”判断 4 是否 可 对 角 化 


方法 二 :对 阶 方 阵 A 的 任 一 特征 值 4;( 设 为 &; 重 根 ), 有 nn 一 rE 一 A) 二 &. 
3 站 . 王 
于“ 区 交 
1 0 2 
(1) 求 出 4 的 所 有 特征 值 和 特征 向 量 ; 
(2) 判断 A 能 否 对 角 化 ?如 能 对 角 化 , 则 求 出 相似 变换 和 矩 阵 P 了 ,使 A 化 为 对 角形 矩阵 . 
【 解 】(1) 由 


【 例 5. 14】 设 4 二 


9 


入 一 总 = 一 站 
二 久光 0 
0 一 太一 2 一 和 2 


IAE—A|=|—1 0 一 2 0 
一 1 0 0 一 2 
一 3 一 1 一 1 
一 1 1 一 2 0 
0 一 1 1 
得 4 的 特征 值 为 X41 = 1,4; 一 2,); 二 4， 

对 应 ) 二 1, 解 方程 (U1E 一 A)x 二 0, 得 x 二 (1, 一 1, 一 1)7, 则 妨 的 全 部 特征 向 量 为 
kixi(k: 天 0); 


对 应 A2 一 2, 解 方程 (hE 一 A)x J 0, 得 Wa 一 (9 一 1) 5 , 则 A2 的 全 部 特征 向 量 为 


= (A—2) 一 (A 一 1)GA 一 2)(GA 一 4)， 
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k,x, (ks 天 0); 
对 应 A = 4, 解 方程 U3E 一 A)x 一 0, 得 za 一 (2,1,1)7, 则 )s 的 全 部 特征 向 量 为 
ksxs (ks 天 0). 

(2) A 有 三 个 不 同 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 x1 ,xz ,x; 一 定 线性 无 关 , 因 此 A 和 A 可 以 对 角 化 . 


1 G 名 
令 -mo 上 i 
一 1 一 1 1 
1 0 0 
则 PAP=|0 2 中 
0 0 4 
1 0 2 
| 0 h A 
a 二 5 一 4 一 2 2a 
A—1 0 一 2 一 1 0 一 2 
【 解 】| )E 一 4 | 王 0 1 一 1 一 4 |= 2(0A 一 1) ) 一 1 0 
一 4 一 5 4& 十 2 和 一 2a = 一 着 二 海 ad 十 2' A 一 2a 
和 一 1 0 一 2 
一 (一 1)| 一 2 1 0 
一 4 一 5 4 十 2 人 一 2a 
一 1 0 一 区 
一 1 一 2 
一 (一 1)| 0 1 0 -ar-D| 
4 一 1 aa 十 2 ) 一 2c a 


= (XA—1)(4—2)[4— (2a— 1)], 
(1) 当 24 一 1 关 1,2 即 a 六 1 时 ,A 有 三 个 不 同 的 特征 值 ,所 以 A 可 对 角 化 . 
(2) 当 24 一 1 二 1, 即 a 二 1 时 ,A 的 特征 值 为 1( 二 重 ),2. 


0 0 —2] . 
Senik 0 ”一 4|, 所 以 r(2E 一 A) 一 2， 


Ey 
所 以 A 不 能 对 角 化 . 
(3) 当 24 一 1 二 2, 即 a = 也 时 ,A 的 特征 值 为 1,2( 二 重 )， 
i = 
2 ros = 

13 7 

- 划 * 了 | :上 0 0 
所 以 A 不 能 对 角 化 . 


综 上 所 述 , 当 a 关 1 时 ,A 可 对 角 化 . 
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二 一 处 过 
这 4 yy 
一 号 ”一 加 看 
特征 值 . 试 求 可逆 矩 阵 尸 ,使 得 P 'AP 为 对 角形 矩阵 . 
【 解 】 因 为 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,7 = 2 是 4 的 二 重 特征 值 ,所 以 A 的 对 应 于 4 = 2 的 线 
性 无 关 的 特征 向 量 有 两 个 , 故 秩 r(2E 一 4A) 二 1. 


经 过 行 的 初等 变换 
1 =] 1 1 = 站 
一 泥 。 多 下 k md -| 


3 3 一 0 0 0 


【 例 5. 16】 设 矩阵 4 = ,已 知 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,7 二 2 是 4 的 二 重 


2E—A= 


于 是 , 解 得 并 一 2 ,7 一 一 2. 


1 一 1 1 
矩阵 A 二 | 2 4 一 2|, 其 特征 多 项 式 
一 3 一 3 5 
1) 一 1 1 一 1 
| AE—A|= 2 义 一 生 2 |= QQ—2)*Q—6). 
3 3 4—5 


由 此 得 特征 值 :A1 = 4X; = 2,4s = 6. 
解 (2E 一 A)x 二 0, 得 对 应 和 = 二 Xs 二 2 的 特征 向 量 为 
Gi = 1, CO—1,0)T, az 一 (007 

解 (6E 一 A)x 二 0, 得 对 应 4， = 6 的 特征 向 量 为 ws 一 (1, 一 2,3)7. 
I 2 0 0 
一 1 0 一 2|， 则 P7AP = | 2 0 

0 1 3 0 0 6 
【 例 5. 173 设 二 阶 和 矩阵 4 的 行列 式 为 负数 ,证 明 4 可 以 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 . 
【证 3 设 X1,4: 是 4 的 特征 值 , 由 于 |4|=)is < 天 0, 故 1 和 关 ), 即 二 阶 和 矩阵 4 有 两 个 不 同 的 特 

征 值 ,从 而 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 可 以 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 . 

【 例 5. 18】 设 wx, 为 三 维 单位 列 向 量 , 且 a 人 p= 二 0， 


令 P= 


L 
令 A4 二 of' 十 Bq"， 证明 :4 与 | 一 1 | 相似 . 
0 
【证 】 因为 «B= 二 0, 所 以 Pa 二 (xp)7 一 0. 
又 4eu = ofp'at Pa'o 一 有， 
48 = op'B+Pe'B= a, 
所 以 Ala+Pp) 一 wx 十 1，4(C 一 有 =— (a—P), 


又 因为 a, 为 单位 正 交 向 量 组 ,所 以 a,B 线 性 无 关 .@ 十 B 关 0,a 一 B 关 0. 1, 一 1 是 A 的 
特征 值 . 
又 因为 >(4) = r(ogT 十 iT) 过 rlap") 十 r(paeT) = 2, 所 以 A 不可逆,0 是 和 的 特征 值 . 
A 有 三 个 不 同 的 特征 值 1, 一 1,0, 故 
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相似 . 


1 
‘| 一 1 
0 
【 例 5. 19】 设 ” 阶 方 阵 4 满足 A? 一 34 十 2E = 0, 证 明 A 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 ， 
【分 析 】 只 要 证 明 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 即 可 . 
【证 3 由 A 和? 一 34 十 2E = 二 0 可 知 4 的 特征 值 满足 4A? 一 34 十 2 = 0, 解 得 
和 一 2 一 1 又 由 A 一 34 十 2E = (2E 一 A)(E 一 A) 一 0， 


知 秩 (2E 一 A) 十 秩 (E 一 A) 过 nn. 

另外, 秩 (2E 一 A) 十 秩 (E 一 A) = 二 秩 (2E 一 A) 十 秩 (4 一 E) 宇 秩 (2E 一 A 十 A 一 EE) 
一 秩 (E) 一 7. 

于 是 秩 (2E 一 A) 十 秩 (E 一 A) 二 nn. 


设 (2E 一 A)x 一 0 的 线性 无 关 解 个 数 为 7i, 则 ri = 二 一 秩 (2E 一 A). 
设 (E 一 A)x 二 0 的 线性 无 关 解 个 数 为 7;, 则 rr; = nn 一 秩 (E 一 4). 
所 以 产 十 mr 二 nn 一 秩 (2E 一 A) 十 n 一 秩 (E 一 A) 一 7， 

所 以 A 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 . 


题 型 六 有关 特 征 值 与 特征 向 量 的 证 明 题 


〖 例 5.20】 设 1,4s 为 二 阶 矩 阵 4 的 不 同 特征 值 ,61 ,6z 分 别 是 4 的 属于 X41,4s 的 特征 向 量 , 证 明 ， 
抽 十 6&2 不 是 A 的 特征 向 量 . 
【分 析 J4 为 抽象 矩阵 ,可 考虑 从 特征 值 . 特 征 向 量 的 定义 出 发 求证 . 
【证 】 用 反 证 法 证 明 . 车 刀 十 6 为 4 的 属于 某 特征 值 * 的 特征 向 量 , 则 由 定义 有 
和 
根据 已 知 A461 = Ai6， AL; = 二 hb ,得 
A( 外 十 62) 二 A61 十 A6: = 和 6 十 A26;， 
从 而 有 A 十 A262 = A(Gi + 62), 
即 0 
因为 6 ,6; 属于 不 同 的 特征 值 ,所 以 6 ,6 线性 无 关 , 于 是 
A 一 人 二 0，A4 一 A; 二 0， 
即 有 )a 三 》; 二 4, 此 与 题 设 矛 盾 , 故 十 6 不 是 A 和 的 特征 向 量 . 
【 例 5. 21】 设 方 阵 A 满足 条 件 A4 "4 二 ,其 中 4" 是 4 的 转 置 矩 阵 , 忆 为 单位 阵 , 试 证 4 的 实 特征 
向 量 所 对 应 的 特征 值 的 绝对 值 等 于 1. 
【证 了 设 cx 为 4 的 实 特征 向 量 ,其 所 对 应 的 特征 值 为 *, 则 
4u = ha A) = (Ma) >aAT = i oA Ag) = A Qa)a' ATA)a = Xa Ta, 
因为 4T4 一 互 ,所 以 ora 二 Xa TQ; 从 而 (0? 一 DaTe 一 0， 
因为 @ 为 实 特征 向 量 ,a & 二 0, 所 以 


A 1 = 0;. 
故 ”141|=1. 
【 例 5. 22】 设 4 为 正 交 和 矩阵 ,车 | 4 |= 一 1, 求 证 4 一 定 有 特征 值 一 1. 
【证 】 设 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 
f0)=IA—2AE|, 
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=| 
则 f(—1)=|A+E|, 中 
又 因为 4 为 正 交 阵 , 所 以 44 ” = 二 E， 
于 是 f( 一 1)==| 4 十 A4 "|==|41|IE 二 A | (因为 | 4 |= 一 1) 
一 一 | E 十 A7 |= 一 | (下 十 4)7 |= 一 | 4 十 五 |， @ 


由 四 @ 汪 14 十 已 |=0, 即 14 一 (一 1)Z| 一 0， 
故 一 1 为 4 的 一 个 特征 根 . 


1 P 
1 den 
【 例 5. 23】 试 证 :” 阶 方 阵 A=al? ,， .7 
OO 0 1 
的 最 大 特征 值 是 和 1 二 a:[1 十 (nn 一 1)pj,; 其 中 0 二 pp 二 1. 
【证 】4 的 特征 多 项 式 为 
a 三 : 基 Q 0 Q20 i ap 
2 -i 2 Sa 2 
1 4—2E |= a “Ek . 一 (4—@ 二 wp)™ [A a’ 二 (ln)a’p], 
a’p a’p Q po 02 一 人 
于 是 A 的 特征 值 为 
Al1 一 好 [1 十 (2 一 1)o]， As As PS pp 可 a (1 0). 
由 于 ,0 二 po 过 1 sa 盖 0, 故 四 盖 Ma 一 ha 一 … 二 A, 即 Al 一 c[1 十 (2 一 1)o] 为 A 的 最 
大 特征 值 . 


【 例 5.24】 设 A,B 是” 阶 矩阵 .证 明 : 
(1)4B 与 BA 有 相同 的 特征 值 ; 
(2)tr(C4B ) = tr(BA). 其 中 trC4AB) ,tr(CB4A) 分 别 表示 4B ,BA 的 主 对 角 线 上 的 元 素 相 


加 之 和 . 
【证 3 设 4 关 0 是 4B 的 任 一 特征 值 ,a 关 0 是 AB 与 对 应 的 特征 向 量 , 即 
(AB)a 一 AM0， @) 
用 B 左 乘 上 式 两 端 , 有 
(BA) (Ba) = XA(Ba), 由 
若 记 B= 二 Ba , 则 @ 式 可 写成 
(BA)P = Bp， 


由 @ 式 知 == Ba 关 0( 否 则 就 有 & 二 0). 因 此 4 是 和 矩阵 BA 的 特征 值 . 
设 4 = 二 0 是 4B 的 特征 值 ,ga 关 0 是 对 应 的 特征 向 量 , 即 

(C4B)w 一 0.w 一 0， 
亦 即 @ 是 齐 次 方程 组 


(4B)ew 一 0 
的 非 零 解 , 于 是 齐 次 方程 组 的 系数 行列 式 
| 4B |=|A4|.:|B|=|BA|=0. 
因而 齐 次 方程 组 (BA )x 王 0 有 非 零 解 Bp, 所 以 满足 
(BA)B=0.8p, 
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[| 
故 X 二 0 是 矩阵 BA 的 特征 值 . 
综 上 所 述 ,矩阵 AB 的 特征 值 都 是 矩阵 B4 的 特征 值 , 同 理 可 证 BA 的 特征 值 都 是 AB 的 特征 
值 , 故 (1) 中 结论 成 立 . 
又 若 设 4B ,BA 的 特征 值 为 41 ,Xs，,… ,24,, 则 由 公式 
tr(AB) 一 ) 十 1 十 … 十 )， 
tr(BA) 一 入 十)2 十 … 十 )， 
有 tr(4B) 一 tr(CB4), 即 (2) 成 立 . 


第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


1 2 一 于 ， 疙 
【 例 5.25] 已 知 6 二 | 上 | 是 矩阵 4 二 | 5 a 3| 的 一 个 特征 向 量 . 
< = 


(1) 试 确定 参数 a,b 及 特征 向 量 & 所 对 应 的 特征 值 ; 
(2) 问 A 能 否 相 似 于 对 角 阵 ?说 明理 由 . 
【 解 】(1) 设 与 6 对 应 的 特征 值 为 *, 则 4 满足 (4 一 和 AE)E = 0, 即 


一 六 = 2 1 0 (2—A)—=]—2 =0， 
| 5 a—A 3 1 -| > ee 
-一 下 b 一 包 一 和 路 一 1 


0 一 1 十 6 十 (2 十 4) 一 0. 
解 得 A l,a gb = 0 


2 一 1 2 
ND RAA A | = 六 3 | ,其 特征 多 项 式 
一 1 0 一 2 
PA | 2 
|1A4—XE|=| 5 —3—A 8 二 一 (久生 并， 
一 1 0 一 2 一 和 


解 得 特征 值 = 一 1( 三 重 根 )， 


= 1 0 二 1 
因而 (4 十 E)x 二 0 只 有 一 个 线性 无 关 的 解 向 量 , 故 4 不 能 相似 于 对 角 和 矩阵 . 


3 —1 2 
| 5 = 二 2 |-: 


@ |141I=)。…。, 其 中 力 ,*，…h， 为 4 的 2 个 特征 值 . 
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@ 若 4 一 B, 则 |4|=| 了 |. 


(2) 利用 相似 对 角 化 求 A”. 
若 A ~ A, 即 存在 可 逆 阵 P, 使 P 1AP 一 人 , 则 4 王 PAP- ,从 而 4" = PA"P7. 


【 例 5. 26] (1) 设 x 一 (1,0, 一 1 ,矩阵 4 一 oox ,为 正 整数 , 则 | aE 一 4A" | 一 
(2) 已 知 四 阶 和 矩阵 A 与 B 相似 ,矩阵 的 特征 值 为 却 , 于 ,于 ,于 , 则 行列 式 | B" 一 | 一 


(3) 设 A 为 3 阶 方 阵 , 且 |A 一 2E|=|A4A 十 2E|=|34 一 2E|==0, 则 | 3A* 一 24 | 三 
1 
一 雪人 


一 让 


所 以 A 一 Qa” 的 三 个 特征 值 为 入 二 2,As 二 As 二 0. 
站 二 4 一 人 pe 二 ps 二 0， 
故 行列 式 | aE 一 A" |= mpapa = a (Ca 2"). 
@ 本题 也 可 先 求 出 A" 二 2"1A, 再 计算 行列 式 | aE 一 A" |. 
(2) 因为 4 ~ B, 所 以 B 的 四 个 特征 值 为 广 , 计 ,二 , 广 : 
于 是 及 的 四 个 特征 值 为 2,3,4,5, 进 而 1 
1B'—E|=1.2.3.4= 24. 
(3)〖 分 析 】 利用 特征 值 的 以 下 性 质 : 
| A 


的 四 个 特征 值 为 1,2,3,4, 故 行列 式 


若 ) 为 4 的 特征 值 , 则 4- ,A* 的 特征 值 为 二 ,全 
【 解 ] 由 |A 一 2E | 一 | 4 十 2E |==| 34 一 2E | 二 0 可 得 A 的 特征 值 
加 8 
A1 = 2,) 一 一 2,)s 了 于 是 14 | 一 2 和 "ha 一 3 
、 * .94-1 | = WA | 二 0 {9 多 187 
所 以 | 34' 一 2471|=|3|14|1471 一 247! |=| 一 947 | 本 国 林 
3 
【 例 5. 27】 设 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 分 别 为 X41 = 一 1,X4s 二 1,4s = 3, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 
0 


} 


0 


又 向 量 B 二 (3, 一 2,0)". 
(1) 将 BB 用 61 ,6 ,6 线性 表示 ; 


(2) 求 4"P(n 为 正 整数 ). 
【分 析 】 为 了 简化 与 方 阵 的 高 次 窒 有 关 的 运算 ,往往 可 以 从 矩阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 和 矩阵 的 相 


似 概念 着 手 . 设 5 是 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 , 则 46 一 M6 ,4 二 6; 阁 PAP 一 
A, 则 A = PAP- ,4 二 PA*P 转化 为 对 角 和 矩阵 A 的 高 次 寡 . 


【 解 】(1) 设 P 二 X161 十 zz 6 十 zs6s ,得 方程 
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1 1 0: 3 1% 他 68 0 0:2 
由 于 | 一 1 一 1 -中 -| 0 -| 1 
0 1—1: 0 lb1-1i0o bo 


从 而 解 得 Xl 2,x2 1 ,zs 1, 故 


b= 26+té + 6. 
(2) 方法 一 :利用 A6; = Xi6;,A"l; == AICi(i = 二 1,2,3)， 
有 AP = A"(26 6+ 6) 二 2076 + A + A 
1 Ll 0 2( 一 1)" 十 1 
一 2( 一 1)” - rr - rs 1|= Ce 有, 
0 1 一 1 1 一 3" 
方法 二 : 
1 1 0 
令 ots | 一 小 | 
0 1 1 
一 1 
则 P-L4P 一 人 一 | 1 | 
3 


于 是 4 一 PAP ,A" = PA"P'! ;从 而 


= 1 ” 1 J 0 TE— 1 2 
re a ei 
3 0 1 =] 时 


A 
i E 1 | 


1 3 


这 里 利用 了 (1) 的 结果 P71p 一 = |- 中 
3 1 


【 例 5.28】 已 知 三 阶 和 矩阵 A 与 三 维 向 量 x ,使 得 向 量 组 x,Ax ,A?x 线 性 无 关 , 且 满足 Aix 二 3Ax 一 
242x。 
(1) 记 下 =[Lx,hxr,42xj], 求 三 阶 和 矩阵 了 ,使 4 = PBP-. 
(2) 计算 行列 式 | 4 十 五 |. 
ai CQ2 Q3 
【 解 】 方法 一 : 设 B= 。 bs b 


1 C2 C3 


al CQ2 Us 
LAx,A’x,A’x| = [x,Ax,A2x | Bb bs: bs | 
1 C2 C3 
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[| 
上 式 可 写成 
Ax =aix+bAxcAx 中 
A42X 一 ax 十 DA 十 cz42x， 加 
A3x = asx 二 03Ax 十 cs42x， ® 


将 Aix 二 34x 一 24*x 代 入 @ 式 得 
3Ax 一 242x = asx 十 bsAx 十 c3A2x， @ 

由 于 x,Ax ,A?x 线性 无 关 , 故 
由 @ 式 可 得 au = 二 = 二 0,b) =1; 
由 @ 式 可 得 as = 二 6b; 二 0,c2 二 1; 
由 @ 式 可 得 ”as 一 0,5 二 3jcs 区 

0 地 从 TT 
从 而 B= | 0 :| 


0 1 二 2 


方法 二 :利用 A;x 二 3Ax 一 2A*x, 有 
A[x,Ax,A’x] = [Ax,A’x,A’x| = [Ax,A’x,3Ax — 2A°x | 


0 0 0 
-el 0 :| 


0.. 1 二 名 


0 0 0 
-中 0 中 
0 1 一 包 


由 XxX,Ax ,A°x 线性 无 关 知 'P 可 逆 , 且 


0 0 0 
B=P'*AP=|l1 0 3|. 
0 1 一 2 
方法 三 :将 Ax 一 3Ax 一 2A?x 改写 成 4A(A?x 一 Ax) 二 一 3(Ax 一 Ax), 故 1 一 一 3 为 4 的 


特征 值 ,4x 一 Ax 为 属于 一 3 的 特征 向 量 . 同 理 可 得 Xs = 1 也 是 A 的 一 个 特征 值 ,3Ax 十 A x 
为 属于 1 的 特征 向 量 ;); = 0 也 是 4 的 一 个 特征 值 ,A*x 十 24x 一 3x 为 属于 0 的 特征 向 量 ， 


公 


~ 
0 0 3 D vO i 
oe 3 2 -中 3 2 1， 
起 过 1 放 雹 下 
「 0 一 3 一 0 * 0 =73 
于 是 OA0= |=1 3 2 Po 3 : 
| oil 1 J 革 1 


1 
0 3 0 0 .=3 
人 
1 


| 二 池 1 
但 另 一 方面 ,Q 为 由 特征 向 量 组 成 的 矩阵 ,所 以 C 49 为 由 对 应 的 特征 值 组 成 的 对 角 和 矩阵 : 
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co-| 0 

0 
0 0 一 3 

所 以 B= | 一 1] 3 : 


3 0 
0 
0 
—3, :0 0 0,=317 网 
1 有 0 1 三公 


(2) 由 (1) 知 和 4 与 B 相似 ,从 而 A 十 E 与 B 十 E 相似 , 故 
1 
1 
0 


| 4 十 五 | 一 | 也 十 五 | 一 


【 例 5. 29] 选择 题 . 
(1) 设 = 2 是 非 奇异 矩 阵 4 的 特征 值 , 则 矩阵 (于 4* ) ”有 一 特征 值 等 于 
1 


(A) 十， (B) 了 (0) (D) I [ 1 
(2) 车 二 阶 矩 阵 4 的 任意 一 行 中 个 元 素 的 和 都 是 a, 则 4 的 一 个 特征 值 为 
(A)a. (B)—&, (C70. (D)a-. 【 了 】 
(3) 设 A 为 n 阶 可 逆 矩 阵 兴 是 4 的 一 个 特征 值 , 则 A 的 伴随 矩阵 4" 的 特征 值 之 一 是 
CADA | A (BA | A | (COA | 壬 十. CD)A 1 4 1" 
r[ ]】 
(4) 设 和 4 是” 阶 和 矩阵 ,Ni ,hs 是 4 的 特征 值 ,后 ,名 是 和 的 分 别 对 应 于 1 ,ha 的 特征 向 量 ， 
则 
(AD = 入 时 必 沁 一 定 成 比 全 ， (BD = 入 时 ,如 ,6 一 定 不 成 比例 . 
(ON 天 ) 时 ,1 ,bs 一定 成 比例 . CD)) 关 X 时 ,6 ,6s 一 定 不 成 比例 . 
[ ] 
【分 析 】 (1) A? 有 一 个 特征 值 2 一 4, 计 4 有 一 个 特征 值 放 ,( 寺 4:) 有 一 个 特征 值 ( 生 )】 ”一 


也 , 故 (B) 为 正确 答案 . 


(2) 设 A = (ay)wo* 则 把 | 碟 一 A | 的 各 列 加 到 第 一 列 可 提出 公 因子 1 一 ,可 见 1 一 a 
是 4 的 一 个 特征 值 . 故 正确 答案 为 (A). 


(3) 由 44” 一 |A|1E 知 ,A 二 |A4|14A 1, 故 A” 有 一 特征 值 二 | 人 | 一 和: 141,(B) 为 


正确 选项 . 
(4) 当 ) 一)z 为 重 根 时 ,可 能 有 多 于 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 也 可 能 只 有 一 个 线性 无 
关 的 特征 向 量 , 显 然 (A),(B) 均 不 成 立 , 当 ) 关 X 时 ,属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 
一 定 线性 无 关 , 故 (D) 成 立 . 
【 例 5. 30] 选择 题 . 
(1) 车 A ~ B, 则 有 
(A)XE—A= X88B. 
By | 种 千 小 加 i 
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(C) 对 于 相同 的 特征 值 ,和 矩阵 A 与 B 有 相同 的 特征 向 量 . 
(D)A4 与 B 均 与 同一 个 对 角 和 矩阵 相似 . 【 了 
(2) 设 A 为 三 阶 方 阵 , 有 特征 值 41 == 1,4s = 一 1,13: 二 一 2, 其 对 应 特征 向 量 分 别 为 6， 
如 ,G3 ; 记 P = L2é;， — 36s ,461j], 则 了 AP 等 于 
一 


2 1 一 1 
(A) 一 2 .(B) 1 | (C) 一 1 | | 由 
1 一 1 2 2 
【 了】 
(3) n 阶 和 矩阵 有 nn 个 不 同 的 特征 值 是 4 与 对 角 抢 阵 相 似 的 
(A) 充分 必要 条 件 . (B) 充分 而 非 必 要 条 件 . 
(C) 必要 而 非 充分 条 件 . (D) 既 非 充分 也 非 必要 条 件 . 【  ]】 
(4) n 阶 矩 阵 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 
(A)A 有 个 不 全 相同 的 特征 值 . (B)AT 有 7 个 不 全 相同 的 特征 值 . 
(C)A 有 nn 个 不 相同 的 特征 向 量 . (D)A 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
【  ]】 
(5) n 阶 方 阵 4 与 某 对 角 和 矩阵 相似 , 则 
(CA) 方 阵 4 的 秩 等 于 nn. (B) 方 阵 和 A 有 nn 个 不 同 的 特征 值 . 
(C) 方 阵 4 一定 是 对 称 阵 . (D) 方 阵 和 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
| 【 了 
jy 于 
(6) 设 A 二 | 2 4 z| ,4 有 特征 值 M; = 6,4 二 2( 二 重 ), 且 A 有 三 个 线性 无 关 的 
一 3 一 3 5 
特征 向 量 , 则 z 为 
(A)2. (B) 一 2. 
(C)4. (D) 一 4. 【 7 


【分 析 】(1) 4 一 B, 则 存在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 B= P AP, 从 而 1B|1=|P "||A41IP|=|4|1, 故 
(B) 为 正确 答案 . (A),(C) 一 般 不 成 立 ,4 或 B 不 一 定 可 以 与 对 角 和 矩阵 相似 , 故 (D) 
也 是 错误 的 . 
(2) 因 ty 二 26 ,1 二 一 36 ; 员 一 461 仍 为 42,43 ,A1 的 特征 向 量 , 故 
4P = ALm ,mh :mh = LAn: ,An: Am] 


Az = 1 
-ol| As | 一 名 
Al 1 


注意 化 为 对 角 和 矩阵 时 ,特征 值 与 特征 向 量 的 对 应 关系 . 

(3) 矩阵 有 个 不 同 的 特征 值 , 则 一 定 有 ?个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 从 而 一 定 可 对 角 化 ， 
反 过 来 不 成 立 , 故 A 具 有 nn 个 不 同 的 特征 值 是 4 与 对 角 扼 阵 相 似 的 充分 但 非 必要 条 
件 ,(B) 为 正确 答案 . 

(4) 显然 (D) 为 正确 答案 . 注意 (A),(B) 中 “不 全 相同 ”和 “全 不 相同 ”的 差别 .(C) 中 有 
个 不 相同 的 特征 向 量 不 是 充分 条 件 , 因 这 ”个 不 相同 的 特征 向 量 可 以 线性 相关 . 


入 
-| 一 电 


1 
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(5) 〈B),(C) 是 充分 但 非 必要 条 件 ,4 的 秩 与 4 是 否 可 对 角 化 没有 直接 关系 ,(A) 也 不 成 
立 , 只 有 (D) 为 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 必要 条 件 , 是 正确 选项 . 
(6) 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,说 明 存 在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 得 


6 
2 
2 


P-4P = 


于 是 14 |== 24, 得 x = 一 2. 
或 直接 由 | XE 一 A | 二 (4 一 6)(4 一 2)’， 
也 可 得 xz = 一 2, 故 (B) 为 正确 答案 . 
习 题 五 
1. 填空 题 . 
(1) 设 4 是 7 阶 方 阵 ,4 "为 和 的 伴随 和 矩阵 ,| A | 二 5, 则 方 阵 B 二 AA4* 的 特征 值 是 
特征 向 量 是 
(2) 三 阶 方 阵 A 的 特征 值 为 1,; 一 1,2, 则 B= 二 24 一 3A’ 的 特征 值 为 


一 1 1 0 一 1 一 4 1 
(3) 设 A== | 一 4 3 0|， -| 3 人 
1,， i 多 0 外 ， 吕 
且 有 的 特征 值 为 2 和 1( 二 重 )， TT 
i 0 
(4) 已 知 和 矩阵 4 一 |0 0 sa es 0 | 相似 , 则 z 二 wa = 
0 


(5) 设 A,B 为 n 了 上 1A | 关 0, 则 AB Me Re 
使 得 PP 1ABP 一 BA. 


2. 选择 题 . 
(1) 零 为 矩阵 A 的 特征 值 是 A 为 不 可 北 的 
充分 条 件 . B. 必要 条 件 . 
C. 充 要 条 件 . D. 非 充分 也 非 必 要 条 件 . 【 】 


《2) 设 )i 与 A; 是 矩阵 A 的 两 个 不 相同 的 特征 值 , Cs, 了 是 4 的 分 别 属于 is 的 特征 向 量 , 则 
A. 对 任意 局 天 0 了 关 0,kil6 十 ky] 都 是 A 的 特征 向 量 . 
B. 存在 常数 kl 天 0,ps 了 关 0, 使 有 Cl 十 ks 是 A 的 特征 向 量 . 
C. 当 了 关 0,kz 了 关 0 时 ,ki6 十 ko] 不 可 能 是 A 的 特征 向 量 . 
D. 存在 唯一 的 一 组 常数 有关 0,ks 关 0, 使 hil 十 kW 是 A 的 特征 向 量 . 【 7 
(3) 设 是 nn 阶 和 矩阵 A 的 特征 值 , 且 齐 次 线性 方程 组 6E 一 A)x= 二 0 的 基础 解 系 为 va 与 v2 
则 A 的 属于 Xo 的 全 部 特征 向 量 是 


A.7T 和 i. 

B. 7 或 fg. 

C. Cm 十 Camyz(C1,Cs 为 任意 常数 ). 

D, Cm 十 Cznmz C1, Cs 为 不 全 为 零 的 任意 常 数 ). 【 】 
(4) 设 和 1,Ahzs 为 入 的 两 个 不 相同 的 特征 值 ,@ 与 为 A 的 分 别 属于 A1 与 4 的 特征 向 量 , 则 有 @ 

与 是 

A. 线性 相关 . B. 线性 无 关 . 

C. 对 应 分 量 成 比例 . D. 可 能 有 零 向 量 . 【 】 


489 


第 国 篇 1 线性 代数 


sy 
(5) 与 兄 阶 单位 矩阵 百 相似 的 短 阵 是 
A. 数 量 矩 阵 kE(k 关 1). B. 对 角 纸 阵 D( 主 对 角 元 素 不 为 1). 
C. 单位 矩阵 EE. D. 任 意 郊 阶 和 矩阵 4， 【  ]】 
(6) 4, 如 是 7 阶 方 阵 , 且 4 一 再 , 则 
A.A,B 的 特征 矩阵 相同 . B. 和,B 的 特征 方程 相同 . 
C. A,B 相似 于 同一 个 对 角 阵 . D. 存在 正 交 给 阵 了 , 便 得 TI4T 二 B. 【 】 
3. 计算 证 明 题 . 
一 3 一 1 2 
(1) 设 和 人 王 1 是 矩阵 4 一 | 0 一 1 4| 的 特征 值 , 求 :@t 的 值 ;@ 对 应 于 A 二 1 的 所 有 特征 向 
党“ 区 
量 . 
1 
0 1 
(2) 求 n 阶 答 阵 A 一 “” .” .。 | 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
0 1 


; 0 

(3) 假定 nn 阶 矩阵 A 的 任意 一 行 中 ,n 个 元 素 的 和 都 是 a, 试 证 A 二 a 是 和 的 特征 值 , 且 (1， 
1,…,1)T 是 对 应 于 4 二 a 的 特征 向 量 , 又 问 此 时 4 的 每 行 元 素 之 和 为 多 少 ? 

(4) 设 A,B 均 是 n 阶 和 矩阵 , 且 秩 7r(A4) 十 r(B) 二 n, 证 明 :A,B 有 公共 的 特征 向 量 . 

(5) 设 三 阶 适 阵 和 A 满足 AQ; 一 igi(i 二 1,2,3), 其 中 列 向 量 @1 一 (1,2,2)7 ,os 一 (2, 一 2,1) ， 
os 一 (一 2, 一 1,2)T, 试 求 矩 阵 A. 


二 二 为 冯 yy 0 0 
(6) 设 短 阵 4 与 如 相似 ,其 中 4 一 | 0 1 | 5- 1 中 
0 0 还 人 0 
@ 求 x 和 y 的 值 ;@ 求 可 送 和 矩阵 卫 , 使 得 已 4P 一 卫 . 
1 0 1 
(7) 设 和 矩阵 4 = |0 2 0|, 和 矩阵 召 一 ( 钙 十 4) ,其 中 心 为 实数 , 殖 为 单位 矩阵 , 求 对 角 矩 阵 
1 0 1 


A, 使 B 与 A 相似 ,并 求 上 为 何 值 时 ,B 为 正定 矩阵. 
(8) 设 n 阶 矩阵 A 的 特征 值 为 1,2,…,n, 试 求 | 24 十 E|. 


2 
(9) 判断 给 阵 4 一 | 一 2 1 | 
0 一 2 0 
是 否 可 对 角 化 ? 若 可 对 角 化 , 求 出 可 逆 和 矩阵 品 , 使 U 4U 为 对 角 和 矩阵 . 
1 名 要 
a a | 2 0|, 求 A". 
一 2 一 人 一 


(11) 某 试 验 性 生产 线 每 年 一 月 份 进 行 熟练 工 与 非 熟 练 工 的 人 数 统计 ， 然 后 将 二 熟练 工 支援 
其 他 生产 部 门 ,其 缺额 由 招收 新 的 非 熟 工 补 齐 . 新 、 老 非 熟 练 工 经 过 培训 及 实践 ,至 年 终 
考核 有 三 成 为 熟练 工 , 设 第 n 年 一 月 份 统计 的 熟练 工 和 非 熟 练 工 所 占 百分比 分 别 为 
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和 3, 记 成 向 量 | | 
.yn 


ee 


| 


itl 


Vntl 


严 


n 
; 


5 ”的 关系 并 写成 经 阵 形 式 | ] 一 A| 


4 | 
CID 验证 加 三 | 和 ,加 二 | 】| 是 4 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 并 求 出 相应 的 特征 
值 ; 
和 
Xl 2 ~ | ntl 
cD | |= 时 , 求 | | 
a 站， .yn+l 
2 | 


(12) 设 人 hs 是 方 阵 人 的 特征 根 , 天)2311，… 9 是 人 的 对 应 于 )i 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 


局 ， 是 和 的 对 应 于 As 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 证 明太 ，…: 


参 考 


从 
D 


1. (1)5(n 重 ) ,任意 nn 维 非 零 向 量 ; 


2. (1YC 《Byts 


3. (1)1 为 任意 实数 ,k 


"» ,01 yb, 线性 无 关 . 


(E32 


(Th = 


(9) 可 对 角 化 ,U 二 : 


1 
C10)A® -一 0 

0 
(11)( 1 )A4 = 
(12) 略 . 


案 
(2) 13—5s4; 《3251( 和 三重)5 《40,1s (5)A. 
(WD (4)B (5)C 〈6)B 
1 
0 
2|. (2)X 二 0(n 重 ), 特 征 向 量 为 k| ,| (天 0)， 
gy : 
0 
7 2 
守 3 
5 2 
3 3 
2 _2 
3 4 
1 0 1 
1 0 
0 1 1 
(下 十 228 ,kz¥—2 有 kA0. (8) | 24 十 五 |= [| C2i+1. 
有 2 i 一 1 
1 —2 2] 一 2 0 0 
—1 一 2|,U4U=|0 1 0|. 
用 -3 0 0 4 
2 2 0 
D400 0 
EF 
Fe 
10 后 二 
， |; (了) 略 ; (于) 二 
可 2+3( 去 ) 
10 5 2 
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第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 二 次 型 及 其 矩阵 表示 
?2 个 变量 zl ,zz，…zw 的 二 次 齐 次 函数 
fx »T? jh yi ) > DV ayer » 


i=1 j=1 


其 中 Qs 一 aj» (CI 1,2,…,n), 称 为 n 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 


3 人 
右 令 
Xl Ql Ql12 CQ1 
Xz2 U2z1 U22 U2 
沪 二 9 4 一 风 9 
Tn Qnl Qn2 Um 


则 二 次 型 f 可 改写 成 矩阵 向 量 形式 
f=, 

其 中 ,4 称 为 二 次 型 矩阵 ,因为 oz 二 ai (i,j 二 1,2,…,n), 所 以 二 次 型 矩阵 均 为 对 称 矩 阵 , 且 二 
次 型 与 对 称 矩 阵 一 一 对 应 ,并 把 矩阵 4 的 秩 称 为 二 次 型 的 秩 . 
二 、 化 二 次 型 为 标准 型 

二 次 型 f(xi ,Xxs,，…,X,) 二 x'Ax 经 过 合同 变换 x = 二 Cy 化 为 

f= x'Ax = y'C'ACy = Sa (rn) 

称 为 f 的 标准 形 . 

在 一 般 的 数 域内 ,二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 ,与 所 作 的 合同 变换 有 关 ，, 但 系数 不 为 零 的 平 
方 项 的 个 数 由 ~(4 的 秩 ) 唯一 确定 . 

任 一 实 二 次 型 f 都 可 经 合同 变换 化 为 规范 型 

了 一 对 十 如 十 … 十 区 一 2 一 … 一 于 

其 中 ,> 为 4 的 秩 ;z 为 正 惯性 指数 ;r 一 之 为 负 惯 性 指数 , 且 规 范 型 唯一 . 

化 二 次 型 为 标准 型 的 方法 有 :配方 法 \、 正 交 变 换 法 . 
@ 对 于 任 一 二 次 型 ,不 论 选 取 怎 样 的 合同 变换 使 它 化 为 仅 含 平方 项 的 标准 形 ,其 正 负 惯性 指 

数 与 所 选 变换 无 关 , 这 就 是 所 谓 的 惯性 定理 . | 
针 两 个 nn 阶 实 对 称 矩 阵 A 和 B, 若 存在 可 逆 人 矩阵 C, 使 得 

CIA4C = B, 
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LE 
则 称 矩 阵 和 A 和 B 合同 . 
任 一 实 对 称 矩 阵 合同 于 一 个 对 角 和 矩阵 ; 实 对 称 矩 阵 义 与 妃 合 同 的 充 要 条 件 是 二 次 型 zx7Ax 与 
xTBx 有 相同 的 正 、 负 惯性 指数 . 


三 .配方 法 和 正 交 变 摘 法 


1 . 配方 法 

若 f 含有 平方 项 , 即 若菜 平方 项 系数 a; 六 0, 就 把 含 <; 的 项 归并 在 一 起 ,并 对 其 进行 配方 ; 
车 f 没有 平方 项 ,应 先 变 换 出 平方 项 [如 arz 关 0; 可 令吉 十 yzyX2 二 Yi 一 yyXi 二 yi(i 之 
3)] ,再 进行 配方 . 
狼 所 作 的 线性 交换 一 定 要 是 可 逆 的 线性 变换 . 
【 例 6. 13 用 配方 法 化 二 次 型 f(x yzxz zs) 二 (zi 十 X27 十 《zz 一 ZX3)? 十 (zs 十 XxX1)? 为 标准 形 . 
【 解 】 因 为 FCzi zs zs) = 二 (zi 十 X22) 十 (zz 一 ZX3)? 十 (zs 十 Xx)?” 

= 2zx1’: 十 2x2? 十 273’? 十 2X1zs 十 2X1x3 一 2X2X3 
3 


2 
= 2 十 吝 (zz 十 zz) | 十 也 zs 十字 


32 — 3X2 x3 


2 
到 2?[> + 地 (z +z) | 十 字 (z2 一 zx3)?， 


yn 一 i 十 六 (i 十 zs) zz 一 加 一 六 加 一 
, 则 可 将 原 二 次 型 化 为 标准 形 


心 
到 


二 XX Z2 一 ys 十 ys 


y3 Ta 3 一 ys3 
3 
f= 2yi 十 误 25， 


秆 本 题 切 不 可 令 
y= 二 Xi 十 x 
4yz 二 Xz 一 ZX3, 想 当然 地 将 二 次 型 化 为 f= 二 yi 十 十 3. 
ya 一 Za 十 2Zl 
上 述 解法 是 错误 的 ,因为 
1 了 0 y= Zl 十 Zs 
0 1 一 1|= oa 一 zz 一 Za 不 是 可 逆 的 线性 变换 . 
1 0 1 ya 二 Xs 十 Zi 

利用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 时 ,所 作 的 线性 变换 一 定 要 是 可 逆 的 . 
2. 正 交 变 换 法 

设 A 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 按 以 下 步 又 进行 : 

(1) 求 出 4 的 全 部 特征 值 M ,Xs ，… ,4 

(2) 对 每 个 XGi 一 1,2,…,), 求 出 QE 一 A)x 二 0 的 一 个 基础 解 系 ga ,oz ，…，aa ; 

(3) 将 on ,az ，… ,Qs 正 交 化 、 单 位 化 ,得 ra ,rz，… ,rs,, 它 是 单位 正 交 向 量 组 ,而 且 是 4 的 
属于 4; 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 

(4) 以 rayrayyrayrayras ssTa，"… ,Tn 为 列 向 量 , 构 造 出 正 交 矩阵 T, 工 即 为 所 求 
的 正 交 变换 矩阵 ,可 使 T 4T 为 对 角 和 矩阵 . 
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ss 
对 于 二 次 型 二 x Ax, 令 x 二 Ty, 将 二 次 型 f= 二 x?Ax 化 为 标准 型 f =:y"T 1ATy = yTAy， 
其 中 ,A T 14T. 


四 、 二 次 型 和 矩阵 的 正定 性 及 其 判别 法 


如 果实 二 次 型 f(zxi,… ,zx,) 二 x Ax ,对 任意 一 组 不 全 为 零 的 实数 x = 二 (zi ,zx;，… ,x,)7 ,都 
有 f(xi,… ,Xx,) 二 x Ax 放 0, 则 称 该 二 次 型 为 正定 二 次 型 ,正定 二 次 型 的 矩阵 A 称 为 正定 和 矩阵 . 

合同 变换 不 改变 二 次 型 的 正定 性 . 

实 二 次 型 f(x1，,… ,zx,) 三 x 1Ax 正定 的 充 要 条 件 是 以 下 条 件 之 一 成 立 : 

(1) 正 惯 性 指数 为 n; 

(2)A 的 特征 值 全 大 于 零 ; 

《3)4 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 于 零 ; 

(4) 存在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 A = PP; 


A 
(5) 存在 正 交 和 矩阵 Q, 使 0"40 一 0 40 = 本 全 0G = 1,2,.,n) 


An 
八 (0) 若 A 为 正定 年 阵 , 则 kACk 二 0),AT,A 1,A" 也 是 正定 矩阵 . 
(2) 若 A 为 正定 矩阵 , 则 有 | 4 | 之 0, 从 而 4 可逆. 
(3) 若 A 入 为 正定 矩阵 , 则 A 的 主 对 角 线 上 元 素 as 之 0,(i 二 1,2,…,n). 
【 例 6. 2】 填空 . 


(1) 二 次 型 f(zi ,zz ,ZX3) 三 一 4zlzs 十 2zizs 十 2zszs 的 矩阵 是 ,二 次 型 的 秩 为 
名 一 1] 3 
(2) 已 知 二 次 型 的 系数 矩阵 为 | 一 1 0 Sm f(x1sX2, 
3 4 二 二 
Zas ) 一 
(3) 若 二 次 型 f(xi ,zz,X3) 一 z 十 4 好 十 2 妇 十 2xtrizs 十 2zizi 是 正定 的 ,那么 上 应 满 
足 不 等 式 
1 1 
(4)A 二 |1 & 0 | 是 正定 矩阵 , 则 满足 条 件 ; 
0 0 外 
(5) 实 二 次 型 FCz zyzs) 一 好 一 好 十 3z3 的 秩 为 ”  _, 正 惯 性 指数 为 ~. ，， 
负 惯 性 指数 为 ” __. 
J 0 © 
ET 全 
0 色 , 冯 
9 =2 1 
【 解 】(1) - 2 01|.3 (2)229 ~ XI 2r1x2 二 6x13 tt Bzry 
1 1 0 | 
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(B= Fe fas (4)R 1; (Cm) gs (6)y? 二 yi 一 yi. 


| 
【分 析 】(1) 题 设 中 二 次 型 矩阵 为 | 一 2 。 0 1|, 由 于 其 对 应 行列 式 不 为 零 , 故 其 秩 为 3. 
J 1 0 
| $1 [i 
C2) 大 Ci rma Ts) = (RY v3 vy Es) - 0 4 = 
3 在 一 外 
一 2z1 一 x 2 Ts FF OY Ls BTR 
二 要 了 
(3) 题 设 二 次 型 矩阵 为 | 上 4 0 |, 为 使 二 次 型 正定 ,各 阶 顺 序 主子 式 应 满足 : 
1 淆 没 
业 ,入 “各 
Fe 。 中 -4 > [|= | 4 0|=4 一 和 >0， 
3 - 洛 ， 沁 


故 当 一 V2 二 1 二 V2 时 ,二 次 型 正定 . 
(4) 为 使 A 正定 ,应 有 


| | 二 1 0 ja =| 1>0 
1 大 
1 1 0 
|A;i|=|1 &k 1|=k(k—1)>0, 
0 0 Ek 


故 当 & 之 1 时 ,4 正定 . 
(5) 经 过 非 退 化 线性 变换 


Xl 一 之 
X2 一 之 3 
9 
1 
Ta Xz 
V3 


可 把 ff 化 为 1 == 站 十 如 一 2. 
故 了 的 秩 为 3, 正 惯性 指数 为 2, 负 惯性 指数 为 1. 
(6) 因为 4 与 B 合同 ,所 以 A 与 B 有 相同 的 正 负 惯性 指数 . 
又 因为 B 的 特征 值 为 1,3, 一 2, 所 以 B 的 正 负 惯 性 指数 分 别 为 2 和 1, 故 二 次 型 z+'Ax 
的 规范 形 为 yi 十 yi 一 ys. 
【 例 6. 3】 选择 题 . 
(1) 实 二 次 型 f(xi ,xs，…,X,) 二 x Ax 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 
(A)|A|>0. 
(B) 存在 n 阶 可 道 和 矩阵 C, 使 A 二 CC. 
(C) 负 惯 性 指数 为 零 . 
(D) 对 某 一 x 二 (zi,zs,…,X,) 了 关 0, 有 x'Ax 二 0. 
(2) 实 二 次 型 f(xiyz2 x3) 一 好 十 2zizs 十 to 十 3z, 当 去 一 ( ) 时 ,其 秩 为 2. 
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= 
(A)o. (B)1. (CZ (D)3. 【 】 
(3) 设 4 是 一 个 三 阶 实 和 矩阵 ,如 果 对 任 一 三 维 列 向 量 x, 都 有 xT4x 二 0, 那 么 
(A) 141|= 0. (B)|1A|>0. (C)|1A4|=0 (D) 以 上 都 不 对 . 
[  ]】 


(4) 2 阶 实 对 称 和 矩阵 A 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 
(A) 所 有 下级 子 式 为 正 (R 一 1,2,…,n). (B)A 的 所 有 特征 值 非 负 . 


(C)A “为 正定 矩阵 . (D) 秩 (4) = 7. 【  ]】 
(5) 设 A,B 都 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 都 正定 ,那么 AB 是 
(A) 实 对 称 和 矩阵 . (B) 正定 矩阵 . (C) 可 逆 和 矩阵 . (D) 正 交 和 矩阵 . 
r 7 
1 0 0 
(6) 与 4 一 0 21| 合 同 的 抢 阵 是 
Q 没 性 


1 1 
| 1 | 中 | 2 | 
9 一 2 
1 1 
| 二 | (CD)| 1 | r  ]】 
一 1 


【分 析 】(1) (A),(C),(D) 均 只 是 二 次 型 f 正 定 的 必要 条 件 而 非 充 分 条 件 . 对 任意 x 关 0,C 为 可 
逆 和 矩阵 , 故 Cx 关 0, 从 而 == xTAx = xTCTCx 二 (Cx)TCx 之 0, 说 明了 是 正定 的 , 故 


(B) 为 正确 答案 . 
1 区 1 了 交 
(2) 题 设 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 4 = t 0| 一 t—1 | 
0 0 3 0 0 3 


可 见 当 t == 1 时 ,其 秩 为 2, 故 (B) 为 正确 选项 . 

(3) 由 x Ax 二 0, 得 (x Ax) 一 x4IY 一 0, 于 是 x "(4 十 A')x 二 0， 
对 任 一 三 维 列 向 量 x 均 成 立 , 其 中 4 十 4 为 对 称 和 矩阵 , 故 必 有 A 十 A7 = 0, 即 A 一 一 4， 
4 为 三 阶 反对 称 和 矩阵 ,于 是 | 4 |== 0, 故 (A) 为 正确 答案 . 

(4) (A) 是 充分 但 非 必要 条 件 ,(B),(D) 是 必要 但 非 充 分 条 件 , 只 有 (CC) 为 正确 选项 . 事 


实 上 , 设 A 的 特征 值 为 A1 ,Xs，… 54,; 则 A 的 特征 值 为 二 ,十 ，, 亏 , 因 为 4 正定 ， 


故 二 > 0; 从 而 守 0(i 二 1,2,…,n), 即 A 为 正定 矩阵 . 


(5) 由 于 44 与 B 不 一 定 可 交换 ,显然 (A),(B) 不 成 立 , 又 A,B 不 一 定 是 正 交 和 矩 阵 , 故 AB 
也 非 正 交 和 矩阵 ,(D) 错误 ,只 有 (CC) 是 正确 选项 .因为 14| 盖 0, | 如 | 盖 0 故 | 4B | = 
1411B| 冯 0, 从 而 4B 可 逆 . 
(6) 由 结论 : 同 阶 实 对 称 阵 合同 的 充 要 条 件 是 它们 具有 相同 的 正 ` 负 惯性 指数 . 而 实 对 称 
矩阵 的 正 、 负 惯性 指数 分 别 等 于 正 ` 负 特征 值 的 个 数 . 
4 的 特征 值 为 1,2, 一 2, 所 以 选 (B). 
496 


二 次 型 1 第 改 章 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 二 次 型 所 对 应 的 矩阵 及 其 性 质 


: 提 :: 示 :将 二 次 型 了 (zi,T2，"… ,Xn) 写成 x "Ax ,A 一 4, 则 4 就 是 二 次 型 所 对 应 的 矩阵 . 由 此 可 求 
出 二 次 型 的 秩 和 正 、 负 惯性 指数 (4 的 正 、 负 特征 值 的 个 数 ). 
【 例 6. 4 已 知 二 次 型 f(zxi ,zzs) 二 5x?f 十 5z2 十 cx? 一 2xizz 十 6xizxs 一 6xzsx3 的 秩 为 2, 求 参 
数 c 及 此 二 次 型 对 应 矩阵 的 特征 值 . 
【分 析 了 二 次 型 的 秩 为 2 是 指 二 次 型 对 应 和 抢 阵 4 的 秩 为 2, 由 于 4 是 三 阶 和 矩阵 , 故 行列 式 
1 4 | 二 0, 由 此 即 可 求 出 参数 c, 再 由 | 证 一 4|= 0, 求 特征 值 . 


5 一 1 3 
【 解 】〗 此 二 次 型 对 应 矩阵 为 太一 | 一 1 .5 =3|, 
3， 一 3 C 
5 一 1 3 
因 秩 (4) 一 2, 故 14|= | 一 1 5 一 3|== 0, 解 得 c= 3. 
< € 
容易 验证 ,此 时 A 的 秩 的 确 是 2. 
A—5 1 一 3 
男 外 ,由 |AaE 一 A|==| 1 一 5 3 |= A444)(— 9), 
一 3 3 1 一 3 


知 所 求 特征 值 为 * = 二 0,X = 4,X = 二 9. 
【 例 6.5〗 设 A 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 秩 ~(4) = n;A; 是 4 = 二 (a; )wxw 中 元 素 ay 的 代数 余子 式 (i， 
J 二 1,2,…,n) ,二 次 型 


COzi za T, -局 Tr 


i 一 1 j= 


(1) 记 x 一 (zyzyzo) 把 Frzyz，…zo) 写 成 矩阵 形式 ,并 证 明 二 次 型 f(x) 的 
矩阵 为 A; 
(2) 二 次 型 g(x) 一 xI4x 与 f(x) 的 规范 型 是 否 相 同 ? 说 明理 由 . 
【分 析 】(1) 要 求 将 f(zi ,zs，… ,Xx,) 写成 f(zi ,zs,… ,Xi) 一 xTA !'x, 并 验证 A 为 对 称 矩 阵 ; 
(2) 关键 是 证 明 4 与 4“” 是 合同 阵 ,因为 合同 矩阵 对 应 的 二 次 型 的 规范 形 是 相同 的 . 
【 解 】(1) 二 次 型 f(z ,x ，… ,x,) 的 矩阵 形式 为 


An As An Xl 
A A A 
fm LY es = (Xi 有 i 1 有 3 
|4| : : : 
A An Ny A Tn 
因 秩 r(A) 二 n, 故 A 可 逆 , 日 A! = ,从 而 


Ta 
中 js CAT YT 一 A! 
故 4“” 也 是 实 对 称 和 矩阵, 因此 二 次 型 的 矩阵 为 A. 
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(2) 方法 一 :因为 
(AT)TAAT! = (AT)! = 4 
所 以 A 与 4 合同 ,于 是 g(x) = 二 x'Ax 与 f(x) 有 相同 的 规范 形 . 
方法 二 :对 二 次 型 g(x) 一 xI4x, 作 可 逆 线 性 变换 x 一 4 y, 其 中 了 一 (my ，…，yn) . 
g(x) 一 XIAr = (A 'y)'A(A'y)=y (A')'AA'y 
= y'(A') 'AA y= y'A'y. 
由 此 得 知 4 与 4 合同 .于 是 f(x) 与 g(x) 必 有 相同 的 规范 形 . 
方法 三 : 设 丸 ,A ,…,N, 为 4 的 个 特征 值 ,对 应 特征 向 量 为 ci ,60s ,…,@,, 即 
Aa; = Na 一 12 


由 秩 r(4) 一 ? 知 1 天 0, 且 有 4-io 二 X41@i, 即 41 的 个 特征 值 为 二 ,十 ，… ,元 ， 可 见 
4 与 4- 中 大 于 零 的 特征 值 的 个 数 和 小 于 零 的 特征 值 的 个 数 对 应 相同 , 即 4 与 4- 具 
有 相同 的 正 . 负 惯性 指数 . 从 而 f(x) = rrh-x 与 g(x) = xrhx 有 相同 的 规范 形 . 


题 型 二 ”化 二 次 型 为 标准 形 


须 正确 写 出 二 次 型 矩阵 ,二 次 型 矩阵 的 对 角 线 元 素 aa 为 zx? 的 系数 ,oj 二 aj 为 zix; 系数 
的 一 半 . 把 二 次 型 化 为 标准 形 的 一 般 步骤 是 : 
(1) 求 出 二 次 型 矩阵 的 特征 根 及 对 应 的 特征 向 量 ; 
(2) 将 重 特征 根 的 特征 向 量 正 交 化 ,再 将 所 得 特征 向 量 单位 化 ,以 此 为 列 构成 的 矩阵 即 
为 正 交 和 矩阵 Q; 
(3) 作 变 换 x 二 Qy , 即 可 将 二 次 型 化 为 标准 形 . 
【 例 6. 6】 已 知 二 次 型 FCzi ,za ,Xx3) 二 4x? 一 3X 十 4z1xs 一 4ZiZas 十 8x2x3， 
(1) 写 出 二 次 型 f 的 矩阵 表达 式 ; 
(2) 用 正 交 变 换 把 二 次 型 f 化 为 标准 型 ,并 写 出 相应 的 正 交 和 矩阵. 
【 解 】(1) f 的 矩阵 表达 式 为 


0 2 = fi 
re 2 4 4 = 
一 2 4 一 3JLzs 
(2) 二 次 型 的 矩阵 为 
0 2 一 2 
| ZE | 
一 2 4 一 3 
A 的 特征 方程 为 
入 “一 电 2 
| 2E—A|= 2 4A 一 4 条 | 二 从 三 一 36) = 710, 


2 1] 1 
放下 一 | ，» QC 二 | a —] 
= 2 2 
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对 应 的 单位 特征 向 量 为 


由 此 可 得 正 交 矩 阵 


ll 

V30 

= 是 -二 3 业 : 
0= [Lp ,P: ,Ps | = 0 ET V6 

2 

V30 


间 
| V5 V30 V6 | 
对 二 次 型 f 作 正 交 变换 x 二 @y , 则 此 二 次 型 可 化 为 如 下 标准 形 
fwiyrasis) = y+ 62 — 6%3, 

【 例 6.7】 已 知 二 次 型 f(xi yzxz ;x3) 二 (一 a)xi 十 (一 a)zxi 十 2xi 十 2(1 十 a)zizz 的 秩 为 2. 

(1) 求 a 的 值 ; 

(2) 求 正 交 变换 X 一 Qy ;把 f(x V2 ya 化 成 标准 形 . 
【 解 】(1) 二 次 型 矩阵 为 

A=,.|lta 1l1—a 0 
0 0 


1l—w 工 寺 站 0 


l—~&g 1 二 Fa © 
由 二 次 型 的 秩 为 2, 知 |A|== |1 二 a 1 一 a 0 me 
0 0 2 
1 1 0 
(2) 由 (1) 知 4=|1 1 0 | ,可 求 出 其 特征 值 为 1 二 hs 二 2,Xh 一 0. 
0 0 2 
1 一 1 0 1 一 1 0 
az 1 © lI0 0 0 | 
0 0 0 0 0 0 
所 以 (2E 一 A)x 二 0 的 同 解 方程 组 为 zi 一 x; 一 0， 
J 
可 解 得 @ = |1 | 为 一 个 特征 向 量 ,第 二 个 特征 向 量 ws 既 满 足 方程 x 一 z 三 0 又 与 on 
0 
a 
正 交 ,可 取 w = ja| , 则 由 xies = 0=>a 二 0, 即 得 属于 特征 值 * 二 2 的 正 交 特 征 向 量 
1 
1 0 
Cl 一 |1|,0; = | 
0 1 
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设 ws 为 属于 特征 值 = 0 的 特征 向 量 , 所 以 wfos 一 0,ajos 一 0. 


1 
于 |， 
0 


由 于 Qi1 ,02 ,03 已 经 正 交 ,直接 将 Q1 ,02 ,Qs 单位 化 ,得 
1 0 


zl 
二 0， 
设 ws =— | , 则 f 故 取 os 
XT3 一 0， 
TX3 


1 
令 Q= Las], 它 即 为 所 求 的 正 交 变换 抢 阵 . 由 x = 二 Qy ,可 化 原 二 次 型 为 标准 形 
f(zxi,x2 ,7T3) 一 2y1 十 2y2， 
纺 在 求 有 重 根 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 时 ,要 求 相互 正 交 的 特征 向 量 , 标 准 正 交 化 的 过 程 有 
时 计算 较 繁 ,可 以 如 本 题 所 解 一 样 ,在 解 方程 的 过 程 中 同时 考虑 正 交 性 的 要 求 ,有 意 取 正 交 
的 两 个 向 量 ,这 样 可 省 去 化 为 正 交 的 步骤 ,简化 计算 . 
0 1 0 0 
0 0 0 
0 0 y 1| 
0 0 1 2 
(1) 已 知 4 的 一 个 特征 值 为 3, 试 求 y;(2) 求 矩 阵 也 ,使 (4P)TC4P) 为 对 角 阵 . 
【分 析 】(1) 由 定义 | 3E 一 A |== 0 可 求 出 y;(2) (4P)TAP = PTATAP ,而 4T74 为 对 称 矩 阵 , 因 此 
问题 转化 为 求 合同 变换 所 对 应 的 矩阵 P, 使 PT(C4ATA)P 为 对 角 矩 阵 , 而 这 可 以 通过 配方 


【 例 6. 8】 设 和 矩阵 4 = 


法 或 正 交 变换 法 求 得 . 
3 一 0 0 
【 解 ](1) 由 Ee ?| 一 0, 解 得 y= 二 2 
0 0 3=—w¥ 1 
0 0 一 1] 1 
1 e009 
0 1 0 0 
(2) (AP)'AP = PI4I4P ,而 ATA = D0 为 对 称 和 矩阵 ,考虑 二 次 型 
0 0 4 坊 


x'(ATA)xX= zi 二 zx 十 5x3 十 5x? 十 8zszs 


2 
配方 得 xT(4I4)x 一 好 十 好 十 5 (zs 十 Gz) 十 3 g 


5 5 
人 hp 四 4 四 日 
党 WM= Ri = XY = Ts tT ，Y4 二 TX4， 伍 
Q 光 0 
Ss i 
0) 0 
TX» 2 
0 
3 3 
4 0 © © | sa 
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ES 
100Q 0 1 0 0 
oO 10 5 0 1 0 
到 于 一 | 二 秆 必 则 有 (4P)TC4P) 王 |0 0 5 0|. 
5 
9 
000 1 2 


人 @ 若 先 求 出 474 的 特征 值 M; 一 4 一 Xs 一 1,44 一 9 以 及 对 应 A1 一 ha 二 Xs 二 1 的 特征 向 量 为 
人 ii 一 (1,0,0,0)TI ,as (0,1,0,0)T，ars 二 (0,0， 一 1,1)7 ,经 正 交 标准 化 后 ,得 向 量 组 


eR 人 6005 :省 (9 , 逢 人 语 ) 
对 应 于 4 一 9 的 特征 向 量 w 一 (0,0,1,1)" ,经 单位 化 后 ,得 一 【0， Qu 宝 ) 令 
1 站 0 0 
0 1 0 0 
P= [BP,p,Bs,B j= 10 0 二 二 直 y 
V2 V2 
00 工 工 
厄 二 
外 个 Q 0 
则 P'(ATA)P = (4P)I4P = a 
0 0 1 0 
0 0 © 9 
1 1 运 1 
【 例 6. 9】 设 算 阵 4 = a 1|,6= ,已 知 线性 方程 组 Ax = 有 人 解 但 不 唯一 , 试 求 
该 - 二 业 = 一 攻 


(1)a 的 值 ;(2) 正 交 矩阵 @O, 使 CI4C 为 对 角 和 矩阵 . 
【 解 〗(1) 对 线性 方程 组 hx 一 及 的 增 广 和 矩阵 作 行 的 初等 变换 ,有 


1 工 过 是 于 1 1 a | 
A= 1 & 1 1l»|0 a=1 fe 
i 0 0 ‘(a=1Nad1)! wa 
因为 方程 组 hx = 有 人 解 但 不 唯一 ,所 以 秩 r(4) = >(4) 二 3, 故 a = 一 2. 
于 二 过 
(2)4= | 1 一 2 1|, 对 应 特征 方程 为 
= 


1 A l= A D(A Ws 
得 特征 值 为 ”41 == 3,Xs = 一 3,hs 一 0. 
对 应 特征 向 量 分 别 为 :o 一 (1,0, — 1)T ,gz = Cl — 2,1)7 ,ms SR (13 


将 wi ,az ,os 单位 化 ,得 
一 T 生 1 一 ( 店 '"' 一 店 ) 吧 - 于 让 着 ) 人 
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上 
区 
V2 . 3. 0 0 
SQ 5 一 语 宕 omg 一 | 
0 0 0 
1 1 1 
V2 V6 V3j 


题 型 三 ”已 知 二 次 型 通过 正 交 变换 化 为 标准 形 , 反 求 参数 


且 是 相似 的 . 根据 相似 矩阵 的 性 质 ,4 和 B 有 相同 的 特征 多 项 式 , 由 此 可 求 出 相关 参数 . 
【 例 6. 10】 设 二 次 型 
f= 二 wi 二 二 2x 十 2Brzzxs 十 2zl7zs 
经 正 交 变换 x = Qy 化 成 
f = y+2ys, 

其 中 x = (ziyziyz)7,y 一 (yy yy) 是 三 维 列 向 量 ,Q 是 正 交 矩阵 , 试 求 参数 w,8 

的 值 .。 . 
【 解 】 变 换 前 后 二 次 型 的 矩阵 分 别 为 


二 次 型 可 以 写成 
=X 和 f= yy By. 
由 于 0 4hQ 二 B,0 为 正 交 和 矩阵 , 故 


C 40 = 了， 
因此 Ia:E—A|=|XE—B|, 
A—1 —w 一 了 A 0 0 
即 —a 1 一 1 —B|Ia|I0 1 一 1 0 | 
一 工 一 友人 一 1 0 一 


入 一 2 入 十 (2 一 琵 一 东台 十 (wx 一 大 三 形 一 3 十 2 
令 4 二 0 和 a 二 B, 令 4 二 1 知 o8 二 0. 解 得 a 二 8B 二 0 为 所 求 参 数 . 
【 例 6. 11】 设 二 次 型 f(zxi ,zs zs) 一 好 十 好 十 z 一 2zlzs 一 2zlzs 十 2azyzs 经 正 交 变换 XX 二 QY， 
化 成 a 2y1 十 2y3 十 By3 ,其 中 X= (zi,xs ony Ty = (y1,Y2 ,Ys)T 是 三 维 列 向 量 ， 
P 是 3 阶 正 交 和 矩阵, 试 
(1) 确定 常数 a( 二 0) ,8 的 值 ; 
(2) 求 正 交 和 矩阵 Q; 
(3) 若 XIX 二 3, 求 f(zi,zxs ,zs) 的 最 大 值 . 
【 解 】 变 换 前 后 二 次 型 的 矩阵 分 别 为 
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(1) 由 A 一 B=>tr(A) = tr(B),A.B 特征 值 相同 , 即 
1 十 1 十 1 = 二 2 十 2 十 B 


业 小 下 本 
> 之 . 
2.2.8=|A|= = 1 Q (ae 一 1)2 一 4 a 二 一 1 或 a = 二 3( 侈 去) 
“| 入 1 
于 是 
由 
人 及 三 | 一 1 1 | 
nt 1 
,由 于 


(2) 先 求 4 = 二 2 对 应 的 特征 向 量 = 


所 以 


取 zs 为 0, 可 得 


区 攻 | = 出 
xc |e 0 
1 


正 交 ,只 需 考虑 1 过 3 即 可 , 取 X1 一 1 ,za 一 1, 则 有 


再 求 = 一 1 的 特征 向 量 , 设 其 为 后 = = 


3 


,由 于 实 对 称 阵 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 相 


互 正 交 , 所 以 
Xl | 
Er = 一 0 
每 Wi "ws 0 
>| 一 一 Ta 一 Xa, 
1 | wl 一 2%3 十 好 寺 0 
67 = 一 0 
和 -| 
1 
故 取 6s 一 |1| 即 可 . 
1 
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现 正 交 化 &1 ,6; ,E; ,得 
[ 1 1 
bl 一 二 
万 霹 
一 6 一 人 = 6 二 下 2 已 -一 卫 
2 TT] . TE | dl Tél sl 
a 1 1 
LV6 | | 


令 Q= (mn; 加，' 训 )， 则 有 
Q AQ = 2 Ll 
= 
(3) 由 题 设 可 知 


3= XX= (QT(QY) = YTQIQY = YIY = 二 类 十 六， 
而 f(xiyzz TX3) = 2y! 十 2y2 一 y3 过 2(yi 十 十 y3) 二 6， 
取 yl 一 V3 ,yz = 0, ys = 0, 可 得 fx1 ,Xz ,Xx3) = 2y? 十 2 光一 站 一 6， 


故 max f(z ys) = 6 
题 型 四 “有 关 二 次 型 及 其 矩阵 正定 性 的 判定 与 证 明 


. DA 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 于 零 ;D4 的 特征 值 全 大 于 零 ;@ 对 Vx 关 0, 恒 有 x Ax > 0. 
【 例 6. 12】 设 有 元 实 二 次 型 FCzi ,zzz) 一 (zl 十 aizs)2 十 (zs 十 azzas)2 十 十 (zl 十 
Qarizn)? 十 (zn 十 anz1)? ,其 中 ai;(i 二 1,2,…,n) 为 实数 ,试问 : 当 a ,az，…a 满足 何 
种 条 件 时 ,二 次 型 f(zi ,zz，…z) 为 正定 二 次 型 . 
【 解 】 由 题 设 条 件 知 , 对 于 任意 的 zi ,zs，… ,Zz,, 有 f(zi,Xx2z，"… ,zx,) 0. 其 中 等 号 成 立 当 且 仪 当 
Xi ans = 0 


XT» 十 as x 0 
: @ 


Tn-l Wa Wn 让 0 


2 十 az 一 0 


方程 组 @O 仅 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 行列 式 
1 a 0 » 0 0 


0 0 
二 1] 十 (一 1)"Mayaz'*…a, 关 0. 


0 0 0 Sima 1 Qn_1 
所 以 , 当 1 Daas "a, 天 0 时 ， 对 于 任意 的 不 全 为 零 的 isnzaooo2ao 有 Fws 
Zoo) 之 0, 即 当 aias…a 关 (一 1)" 时 ,二 次 型 FCz ze，…zn) 为 正定 二 次 型 . 


【 例 6.13] 设 A 为 m 阶 实 对 称 矩 阵 且 正定 ,了 为 2 X 关 实 矩 阵 ,B7 为 吾 的 转 置 矩 阵 . 试 证 :B 4B 
为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 B 的 秩 r(B) 二 =. 
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【证 了 必要 性 . 设 B'4B 为 正定 矩阵 , 则 对 任意 的 实 n 维 列 向 量 x 关 0, 有 x'(B'AB)x 之 0, 即 
(Bx)'A(Bx) 过 0. 于 是 Bx 闫 0, 因此 Bx = 0 只 有 零 解 ,从 而 7(B) = nn. 
充分 性 . 因 (BI4B)T = 二 BT4TIB 一 BIT4B , 即 BTAB 为 实 对 称 和 矩阵 . 车 秩 >(B) 一 n, 则 线性 方 
程 组 Bx = 0 只 有 零 解 , 从 而 对 任意 实 n 维 列 向 量 x 关 0 有 Br 天 0. 

又 4 为 正定 矩阵 ,所 以 对 于 Bx 了 关 0, 有 (Bx)' Bx 二 0. 于 是 当 x 关 0 时 ， 
x'(B'AB)x > 0,， 
故 ,B74B 为 正定 矩阵 . 

【 例 6.14】 设 A 是 n 阶 正定 矩阵 ,E 是 n 阶 单位 矩阵 ,证 明 E 十 A 的 行列 式 大 于 1. 

【证 】 方 法 一 :因为 A 为 正定 和 矩阵, 不妨 设 A 的 特征 值 分 别 为 X41 hz， 且 4; 之 0(i 二 1,2,*…， 
n), 则 A 十 E 的 特征 值 分 别 为 A 十 1; 和 十 1,…,A 和 十 1, 且 有 十 1 之 1Gi 二 1,2,…,n), 从 
而 有 

14+E|= Gi 二 DG 二 T+1) .OQ 十 1) 守 1. 
方法 二 :因为 4 是 正定 矩阵 , 故 存在 正 交 和 矩 阵 0 ,使 


A 
A2 
Q'A0 = 0 740 = 
An 
其 中 2; 0Gi = 二 1,2,…,n) 是 4 的 特征 值 , 因 此 
A 
A2 
A=0 0" 
hs 
Ai A 十 1 
As es | Ns 十 汪 | 
于 是 A+E=Q .|0"+QR0"=@ Qs 
p 轩 XA 十 1 
| 
hz 十 1 
从 而 有 IA4+E|=|Q| IC | 
十 1 


一 (十 1)(s 十 1)。…。(C 十 1) 盖 1. 

【 例 6. 15】 证 明 : 若 4 是 正定 矩阵 , 则 4” 也 是 正定 矩阵 . 
【证 3 若 4 是 正定 阵 ,4 是 对 称 阵 , 易 知 4 ”是 对 称 阵 . 

方法 一 :用 定义 证 明 . 

由 A4*= 二 A*A==|A|IE 知 A* ==|A|A4A.， 

已 知 A 正定, 故 有 | 4 | 记 0, 且 对 任何 y 关 0, 恒 有 y Ay 0, 于 是 

xA'x=x |A|IA'x=|A|xA'x=|A|x' A'AA'x 
=|A|(A'x)'A(A 'x), 
因为 A 可 道 , 当 x 关 0 时 ,y = A 'x 关 0, 从 而 有 对 任何 x 关 0， 
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x'A*x=|A|y'Ay>o0, 
根据 定义 知 ,A4” 是 正定 矩阵 . 
方法 二 :利用 4 正定 今 4 的 全 部 特征 值 大 于 零 . 
设 和 4 的 特征 值 为 41 ,hz，…A, 由 4 正定 知 ; 盖 0,G 一 1,2,…， 且 141| 盖 0, 又 4* 的 特 


征 值 为 :全 ,| 人 |，…， | 人 1 ,于 是 [4 > 0G = 1,2,…,n) , 即 A” 的 全 部 特征 值 大 于 


零 , 故 A" 是 正定 矩阵 . 
方法 三 :4 正定 傅 存 在 可 逆 和 矩阵 C, 使 得 4 = CTC. 
由 A 正定 知 , | 4 |>0, 且 存在 可 逆 和 矩阵 C, 使 4 = CTC, 于 是 
A*=|A|IA'=|IAIC "(C= VIATIC. [VATICT | = PP, 
其 中 ,P= (VTATC-) 为 可 逆 矩 阵 , 故 4 是 正定 阵 . 
【 例 6. 16】 设 4 为 实 对 称 和 矩阵 , 则 当 上 充分 大 时 ,4 十 三 为 正定 和 矩阵. 
【证 了 设 4 的 特征 值 为 1 ,X42，,… ,4, (4; 为 实数 ), 取 上 二 max{| |), 则 4 十 三 的 特征 值 2; 十 z 
(i 二 1,2,…,n) 全 部 大 于 零 , 因 此 当 上 二 max( | ) 1) 时 ,4 十 到 是 正定 矩阵 . 
【 例 6.17】 设 A 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 4; 一 34? 十 54 一 3E 一 0, 证 明 :A 正定 . 
【分 析 】 只 要 证 明 4 的 全 部 特征 值 大 于 零 . 
【证 3 设 * 是 4 的 任 一 特征 值 ,对 应 特征 向 量 为 x 关 0, 即 Ax = Xx, 代入 已 知 等 式 
A 一 3A’ 十 54 一 3E 二 0， 
有 (4 一 342: 十 54 一 3E)x 一 (一 312 十 5 一 3)x 一 0， 
因为 x 关 0, 故 4 满足 i 一 3 六 十 5 一 3 二 0. 
得 4 二 1 或 4 二 1 土 V2i, 因 A 为 实 对 称 矩 阵 , 其 特征 值 一 定 为 实数 , 故 只 有 4 二 1, 即 A4 的 
全 部 特征 值 就 是 4 二 1 > 0, 这 就 证 明 4 是 正定 矩阵 . 


第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


【 例 6. 18】 设 A 为 m 阶 实 对 称 和 矩阵 且 正 定 ,B 为 m X7 实 矩阵 ,BT 为 吾 的 转 置 矩阵 . 试 证 :BTA4B 
为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 B 的 秩 7r(B) = nn. 

【证 】 必 要 性 . 
设 B"AB 为 正定 和 矩阵, 则 对 任意 的 实 n 维 列 向 量 x 关 0, 有 x (BAB)x 二 0， 
即 (Bx)'A(Bx) 二 0, 必 有 Bx 关 0, 即 Bx 王 0 只 有 零 解 . 
从 而 r( 了 B) 一 7. 
充分 性 . 
因 (BT4B)T 一 BTATB 一 BT4B , 故 BTAB 为 实 对 称 和 矩阵 . 
若 7(B) 二 nn, 则 方程 组 Bx = 二 0 只 有 零 解 . 
从 而 对 任意 实 n 维 列 向 量 x 关 0 有 Bx 关 0. 
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因为 A 为 正定 矩阵 ,所 以 对 于 Bx 关 0， 
有 (Bx)'A(Bx) > 0. 
于 是 当 x 关 0 时 ,x"(BTAB)x 放 0, 故 BTAB 为 正定 和 矩阵. 


一 、 综 合 题 解析 


【 例 6. 19】 设 4 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 满 足 关 系 式 42: 十 24 = 0, 已 知 4 的 秩 r(4) 二 2. 
(1) 求 4 的 全 部 特征 值 ; 
(2) 当 上 为 何 值 时 ,和 矩阵 4 十 &E 为 正定 矩阵 ,其 中 E 为 三 阶 单位 矩阵 . 
【 解 】(1) 设 4 为 4 的 一 个 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 a, 则 
4x 一 Mx， (a 0,Aa = Xa. 
于 是 (42: 十 24)a = (2 十 2)w. 
由 条 件 4: 十 24 =0 推 知 (2 十 2A)w = 二 0. 
又 由 于 wx 和夫 0, 故 有 12 十 214 王 0, 解 得 1 王 一 2, 二 0. 
因为 4 为 实 对 称 和 矩阵 , 必 可 对 角 化 , 且 (4) = 2, 所 以 
一 2 
A~ 


因此 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 为 41 = ) = 二 一 2， A = 0. 
(2) 和 矩阵 A 十 kE 仍 为 实 对 称 和 矩阵 .由 (1) 知 ,4 十 妇 的 全 部 特征 值 为 一 2 十 &, 一 2 十 &,k. 
于 是 , 当 & 之 2 时 ,和 矩阵 4 十 三 的 全 部 特征 值 大 于 零 ,此 时 和 矩 阵 和 4 十 kE 为 正定 矩阵 . 
【 例 6. 20】 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 密度 函数 为 


a 人 
Z,y) 一 


0， 其 他 . 
求 二 次 曲面 f 二 zi 十 2z 十 Yzi 十 2zizs 十 2Xzizs 二 1 为 椭 球 面 的 概率 ; 
业 4 
【 解 】 二 次 型 f == zi 十 2z? 十 Yxi 十 2zizz 十 2Xzizs 的 矩阵 为 4 一 人 
O07 


设 4 的 特征 值 为 X41 ,hz ,hs ,存在 正 交 矩阵 CQ, 使 
1 
OI40 = | A2 ， 即 二 次 型 二 和 yi 十 和 总 十 入 ， 
As 


所 以 要 使 二 次 曲面 f 二 X14yi 十 hi 十 A3y3 二 0 为 椭 球 面 ,必须 ,A ,Ns 均 大 于 0 或 均 小 于 


有 红 
an 三 1>0， 1 ,一 10, 所 以 4 只 能 是 正定 阵 


=Y—2X’*>0, 


S 
-oo 


为 椭 球 面 的 概率 为 
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se 
ge 2 
PlY—2X">0}=| dz| ,Tdy=3 
习 题 大 
1. 填空 题 . 
(1) 二 次 型 fFCziyzyziyzi) 一 好 十 2 码 十 3z3 十 4zizs 十 2zszs 的 矩阵 是 as 
和 
(2) 抵 阵 4 一 |2 2 一 1| 对 应 的 二 次 型 是 8 
中 。 
(3) 当 t 时 , 实 二 次 型 f(zxi1,ZXz ;ZX3) 二 Xi 十 2Z2 秆 5z9 十 2ir1Zz 一 2z1xs 十 4xzxs3 是 正 
定 的 . 
(4) 设 A 是 实 对 称 可 逆 算 阵 , 则 将 /二 x'Ax 化 为 /二 yA 和 A'y 的 线性 变换 为 . 
(5) 设 郊 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 分 别 为 1,2,…,n, 则 当 t 时 ,十 一 4 为 正定 矩阵 ， 
2. 选择 题 . 
(1) 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 ,x 二 (ziyz…z)TI, 且 XI4Ax 一 XIBx, 当 ( ) 时 ,4 一 卫 . 
A. 秩 (A) = 秩 (B). B.4T = A. 
C. BT 一 卫 . D.4I 一 4 且 了 TI 一 也 . 【 】 
(2) 下 列 矩 阵 为 正定 的 是 
站 “区 洛 攻克 1 一 多 ” 兴 2 © 0 
“ls sl Sls 5 ,| olor 】 
6 DH 0 0 2 0 一刀 0 2 5 
(3) 设 A,B 是 nn 阶 正定 矩阵 , 则 (  ”) 是 正定 答 阵 . 
A.4'* 十 B*. B.A*—B*. C.A*B'*. D.kA* +hkB’. 
【 】 


3. 计算 证 明 题 . 
(1) 用 合同 变换 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 : 
四 Ra = (— 2 Rt wa) 二 (zi =z rz) (rt wa 223)s 
Of wy rad) = ion tT Wa “二 Wn 
(2) 用 正 交 变换 将 下 列 实 二 次 型 化 为 标准 形 : 
@ Frziyzyzs) 一 11z 十 5z22 十 2zi 十 16zizs 十 4zizs 一 20zzzas 
@@jFCziyzyzs) = ri 二 zi 二 zi 二 4zizxz 十 4xzxs 十 4zlz3。 , 
(3) 已 知 二 次 型 iv) 三 2ax? 十 3 有 十 3K 和 十 2x2 zs, 通过 正 交 变换 化 为 标准 形 
f= 二 十 ay 十 by , 求 a,b 的 值 及 所 用 的 正 交 变换 给 阵 . 
(4) 设 A 和 A 为 n 阶 实 对 称 给 阵 , 且 满足 
A' 十 和 A 十 A 二 3E， 
证 明 A 是 正定 抵 阵 . 
(5) 设 实 对 称 和 矩阵 A 的 特征 值 全 大 于 a, 实 对 称 矩 阵 召 的 特征 值 全 大 于 0 ,证明 人 叉 十 召 的 特征 
值 全 大 于 a 十 纪 . 
(6) 设 和 是 一 个 浆 阶 实 对 称 短 阵 ,证明 : 秩 (4) 一 n 的 充分 必要 条 件 为 存在 一 个 n 阶 实 延 阵 B， 
使 AB 十 B'A 是 正定 矩阵. 
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Pd 
(7) 设 4, 召 是 正定 矩阵 ,证 明 :4B 是 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 与 B 可 交换 . 
(8)A 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,EE 为 n 阶 单位 算 阵 ,求证 ;对 充分 小 的 正 数 e; 忆 十 eh 为 正定 矩阵 . 
(9) 二 次 型 f= 二 x? 十 az? 十 xX? 十 2XiXs 一 272Xs 一 34x7Zxs 的 正 负 惯性 指数 都 是 1 来 参数 如 及 
曲面 上 一 1 在 点 (1,1,0) 处 的 切 平面 方程 . 
(10) 对 一 般 的 nn 元 实 二 次 型 三 xAhAx ,其 中 zx 三 (Cr) ,证 明 : 了 在 条 件 如 十 如 十 … 十 
ZX? 二 1 下 的 最 大 值 恰 为 矩阵 A 的 最 大 特征 值 . 


和 参 考 答 案 
l] 2 0 0 
2) 
1. (1) 让 (2) fm ser ts) = wt es + Se} + drs | rvs — ZroTpys 
DO 0 0 od 
5 


(3) i to0. (4)ATly. (Si>n. 


2.(1)D (2)D (3)A 
3.(D DOF = 二 OF = 并 十 司 十 于 一 Yl 一 一。 
(2)Df = 9yi 18yi — 9y3 ,Ff =— yi — yi 5y3. 


= 二 填 
V3 V2 V6 
1 1 1 
(3) 无 解 ， 请 万 而 
1 2 
V3 V6 
(4) 一 (8) 略 . 
(9)a =—2, 27i 一 2z 十 Za = 1. 
(10) 略 . 
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第 一 章 ”随机 事件 和 概率 


第 1 节 重要 概念 ,定理 和 公式 的 剖析 


一 、 随 机 试验 和 随机 事件 


I. 随机 试验 
概率 论 中 将 满足 下 面 三 个 条 件 的 试验 称 为 随机 试验 ,简称 试验 : 
1 可 在 相同 的 条 件 下 重复 进行 ; 
2 每 次 试验 的 结果 不 止 一 个 ; 
3 试验 之 前 不 能 确定 哪 一 个 结果 会 发 生 , 但 所 有 的 结果 是 明确 可 知 的 . 
8. 样本 空间 
随机 试验 的 所 有 可 能 结果 所 组 成 的 集合 称 为 样本 空间 , 常 记 为 0,Q 中 的 元 素 称 为 样本 点 . 
3. 随机 事件 
样本 空间 的 子 集 , 即 试验 的 结果 称 为 随机 事件 ,简称 事件 ,由 一 个 样本 点 组 成 的 单 点 集 , 称 
为 基本 事件 . 另外 ,两 个 特殊 的 事件 分 别 为 :必然 事件 2 一 一 每 次 试验 中 一 定 发 生 的 事件 ;不 可 
能 事件 人 一 一 每 次 试验 中 一 定 不 发 生 的 事件 . 
【 例 1. 1】 写 出 下 列 随 机 试验 的 样本 空间 及 相应 的 事件 : 
(1) 同时 掷 三 颗 蜗 子 ,记录 其 出 现 的 点 数 之 和 ,A = {点 数 之 和 为 偶数 ); 
(2) 相继 掷 硬 币 两 次 ,A = {第 一 次 出 现 正面 ),B 二 {两 次 出 现 同一 面 }; 
(3) 在 “1,2,3,4” 这 4 个 数字 中 可 重复 地 任 取 2 个 数字 ,A = { 一 个 数 是 另 一 个 数 的 2 
倍 ); 
(4) 将 一 尺 之 极 折 成 三 段 ,观察 各 段 的 长 度 ,A = {以 三 段 为 边 可 构成 三 角形 }. 
【 解 】(1) 样本 空间 Q 二 {3,4,5,…,18}), 事 件 A 二 (4,6,…,16,18}. 
(2) 样本 空间 0Q 二 《( 正 面 ,反面 ), (反面, 正面 ),( 正 面 ,正面 ),( 反 面 ,有 反面 )}， 
事件 A = {( 正 面 ,正面 ), (正面 ,反面 )) ,事件 B= 二 (( 正 面 ,正面 ), (反面 ,反面 )). 
3) 样本 空间 二 {(15Ds(1,.2) 1 35 ,C1 A) C21) ,C2,.2) 5(2.3) (25d) G35) (B52)s 
(B33 A Ca ly A 2 ds a AA = (C2 ,21a 4)s (42)}, 
(4) 设 zy,z 分 别 为 折 成 的 第 一 段 .第 二 段 .第 三 段 的 长 度 , 则 样本 空间 
D= {((r yz) | x > 0.y> 0 三 0 十 yy 十 z 一 1 ) 
事件 
A= {(zy 2) | (zyyyz) EQ THYISZ,LTzE yy tz > 


随机 事件 和 概率 ‖ 第 合 章 
EE 


二 、 事 件 的 关系 及 其 运算 


1 .事件 的 包含 : 

若 事 件 A 发 生 必 然 导 致 事件 B 发 生 , 则 称 事件 B 包含 A( 或 A 包含 于 B), 记 为 B 刁 A. 
8. 事件 相等 

车 A 汪 B 且 B 刁 A, 则 称 事件 A 与 B 相等 , 记 为 A= B. 
3. 事 件 A 与 B 之 和 (并 ) 

A U B( 或 A 十 B) 表示 事件 A 与 B 至 少 有 一 个 发 生 . 


推广 :AU As U … U As U … U 4, =U Ai 表示 个 事件 A1,A:，…,A, 至 少 一 个 发 和 . 


A1U As U …U At U … 一 U As 表示 Ai,As，…,Al，,… 至 少 一 个 发 生 . 
性 质 :(1)ACAUB,BCAUEB. 
(AMNCGAUB)=A, BN(AUB=BE. 
(3AUA=A. 
和 .事件 A 与 B 的 差 
4 一 也 表示 事件 A 发 生 而 B 不 发 生 ， 
性 质 :(1)A 一 BC A. 
(2)(A—B)UA=A, (A—B)UB=AUBE. 
(3)(A—B)NMNMA=A—B,(A—BNB=O. 
5. 事 件 A 与 B 的 积 
A 门 B( 或 AB) 表示 事件 A 与 B 同时 发 生 . 


推广 :An As 由 … 几 A, = 站 A 表示 个 事件 A1,As，…,A, 同时 发 生 . 


4 n As 几 … 几 A 几 … 一 站 As 表示 无 穷 个 事件 A ,As，…，,A,，,… 同时 发 生 . 
性 质 :(1)ANMBCA, ANMNBCE. 
(2 (ANMNB)UA=A,(ANB)UB=BE. 
(3ANA=A. 
6. 互 斥 事件 
在 试验 中 , 若 事件 A 与 B 不 能 同时 发 生 , 即 A 由 B = 纪 , 则 称 A,B 为 互 斥 事件 . 
推广 :在 试验 中 , 若 事件 组 A, ,As,…,A, 任意 两 个 都 是 互 斥 的 , 则 该 事件 组 称 为 互 尺 事 件 组 . 
人 在 一 次 试验 中 ,基本 事件 都 是 两 两 互 斥 的 . 
7. 对 立 事件 
每 次 试验 中 ,事件 A 不 发 生 ” 的 事件 称 为 事件 A 的 对 立 事件 或 逆 事 件 . A 的 对 立 事件 记 为 A 
性 质 :(1)A 十 A = Q (必然 事件 )， 
(2)AA = 名 (不 可 能 事件 ). 
由 定义 可 知 : 对 立 事件 一 定 是 互 斥 事件 ,但 互 斥 事件 不 一 定 是 对 立 事件 . 
8. 事件 的 运算 律 
与 集合 的 运算 律 相似 
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EE 
(1) 交换 律 AUB=BU A,AB= BA. 
(2) 结合 律 (AU BUC=AU(BUO, (ANBNC=ANGBNO. 
(3) 分 配 律 ”(A U BJC= (AC) U (BC), AU (BC)= (AU B)CAUC)， 
(4) 摩根 律 ” Al U As = Ai 站 AisAi As = A UA. 


UA = Ai,f A =U A. 
k=1 k=1 | 


U A=0 A 0 A =U A 
(5) 对 减法 运算 满足 A 一 B= AB( 或 A 由 B) 
转 (1) 事件 的 运算 律 非常 重要 ,务必 姻 熟 ,这 是 因为 在 今后 的 概率 计算 中 ,经 常 将 一 些 事件 用 
另 一 些 事件 的 运算 来 表示 . 
(2) 经 常用 文 氏 图 帮助 分 析 和 理解 事件 的 运算 ,尤其 是 两 个 事件 的 运算 更 是 如 此 . 
【 例 1. 2 了 设 A,B,C 表示 三 个 随机 事件 , 试 将 下 列 事件 用 A,B,C 表示 出 来 . 


1C_ > 


(1)A 出 现 ,B,C 都 不 出 现 ; (2)A,B 都 出 现 ,C 不 出 现 ; 
(3) 三 个 事件 都 出 现 ; . (4) 三 个 事件 中 至 少 有 一 个 出 现 ; 
(5) 三 个 事件 都 不 出 现 ; (6) 不 多 于 一 个 事件 出 现 ; 
(7) 不 多 于 两 个 事件 出 现 ; (8) 三 个 事件 至 少 有 两 个 出 现 ; 
(9)A,B 至 少 有 一 个 出 现 ,C 不 出 现 ; (10)A,B,C 中 恰好 有 两 个 出 现 . 


[ 解 1 CI)ABC. (2)ABC. (3)ABC. (A+B+C. (5)ABC. 
(6)ABC+ABC+-+ABC++ABC 或 4B + BC 十 AC. 
(DABC+ABC+ABC -ABC+ABC+ABC+ABC 或 ABC. 
(8)ABC+TABC+ABC+ABC 或 AB 十 BC 二 AC. 
(9)(A 十 B)C. 
(10)ABC+ABC+ABC. 

【 例 1.3】 设 一 个 工人 生产 了 四 个 零件 ,A; 表示 他 生产 的 第 i 个 零件 是 正品 (i 二 1,2,3,4) ,试用 

A; 表示 下 列 各 事件 : 


(1) 没有 一 个 是 次 品 ; (2) 至 少 有 一 个 是 次 品 ; 
(3) 只 有 一 个 是 次 品 ; (4) 至 少 有 三 个 不 是 次 品 ; 
(5) 恰好 有 三 个 是 次 品 ; (6) 至 多 有 一 个 是 次 品 . 


【 解 】(1)A,A; A;A,. 

(2) AiAsAsAs 或 AAAA 十 AAAA 十 AAAA 十 AAAA, 十 AAAA, 十 
AAAA 二 AAAA TAAAA 二 AAA:A 二 AAA,A + AiAsAsAs 十 
AAAA, 二 AAAA 二 AAA,A + AiAsAs As. 

(3)AiAsAsAs 十 AAA:A, + AiAsAsAs 十 AAAA: 

(AAA;A 二 AAA,A 二 AAA:A, + AiAsAsAs 十 AAA A4 

(5)AiAsAsAi 十 AAA,A 十 AAA:A, + AiAs As A 

(6)AiAsAsAi 十 AI AAA 二 AIAA:A 十 AAAA 十 AAAA, 

【 例 1. 4〗 下列 各 式 说 明 什 么 包含 关系 ? 
(DAB = A; (2)A+B=A; (3)A+B+C=A. 
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【 解 3 (1) AB 一 ASSABCAH 有 ACAB, 


由 ACABACA 有 BACB=>ACB. 
(2) A++B= ASGA+BCAAHACA+B, 
由 A 十 BC A 二 BC A. 


(3) A+B+C= ASGA+B+CCAHACA+B+C, 
由 A 十 B 十 CCA=>B+CCA. 


三 .事件 的 概率 及 其 性 质 
1. 概率 的 定义 


设 随 机 试验 五 的 样本 空间 为 2 , 则 称 满足 下 列 条 件 的 事件 集 上 的 函数 P(.) 为 概率 : 
(1) 对 于 任意 事件 A,P(A) 三 0; 
(2) 对 于 必然 事件 Q,P(Q) = 1; 


(3» 设 A， AAA 为 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 即 AiAi = (10 了 J ,1)7 一 1,2,…), 则 


P( 以 加] = DPA 
3. 概率 的 性 质 


(1)P(A) = 1— P(A); 


(2)P(A—B)= P(A) 
P(B) < P(A); 


P(AB), 特 别 地 , 当 BCA 时 ,P(A 一 B) = P(A) 一 P(B), 且 
(3)P(A U B) = P(A)+P(B)— P(AB), 


P(AUBUO= P(A)+P(B)+ PC — P(AB)— P(BC) — P(AC) + P(ABOC); 
(4) 若 A , A; 9 两 两 互 斥 , 则 


PCU A) = DP(A). 
一 般 地 ,对 任意 72 个 事件 A， ,A, 人 ,A, 有 


PEU A = Pip) = H PAA TY Pla Ad 
i i=1 1<i<j<n 1<i<j<h<n 
十 (一 1) 一 PCAA， Se A,). 


不 发 生 的 概率 为 


【 例 1. 5 了 已 知 P(A) = P(B) = P(C) 二 二 ,PCAB) =0,P(AC) = PCBC) = 二 , 则 A,B,C 全 
【 解 ] P(4ABC) = 1 一 PCOAUBUOC) 


=1 一 PCA) 一 P(B) 一 PCCc) 二 PCAB) 二 PCAC) 十 PCBC) — PCABC) 
3 ,多 3 1 7 
he De ee ee nd db Rs dd 
【 例 1.6】P(A) = 0.7,P(A 一 B) = 0.3, 则 PCAB) = l 
【 解 】 因 为 P(A—B)= P(A)— P(AB) = 0.3, 
故 


P(AB) = 0. 4. 
P(AB)=1— P(AB)=1—0.4= 0.6. 
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四 、 条 件 概率 与 事件 的 独立 性 


1 .条件 概 率 
设 A,B 是 两 个 事件 , 且 P(A) > 0, 称 


P(B | A) = 二 一 


为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 条 件 概率 . 
82. 事件 的 独立 性 
设 A,B 是 两 个 事件 , 若 有 等 式 
P(AB) = P(A)P(B), 
则 称 A 与 B 相互 独立 . 
一 般 地 , 设 A, ,A;，…,A, 是 n 个 事件, 如果 对 于 任意 &(ks 过 nn) 和 任意 1 委 王 二 环 二 … 去 
Lk 过 ”具有 等 式 
PCA Am Ai) 一 PCA)PCOA)  … PCA)， 
则 称 A, ,As,… ,A 为 相互 独立 的 事件 ;如 果 其 中 任意 两 个 是 相互 独立 的 , 则 称 A , As,…， 
A, 为 两 两 独立 的 事件 . 
八 () 从 直观 上 说 ,A 与 互相 互 独立 即 其 中 任意 一 事件 的 发 生 不 影响 另 一 事件 发 生 的 概率 , 亦 即 有 
P(GB1A)=PGB) (或 P(A|B)= P(A)). 
(2)Ai,As，…,A, 相互 独立 二 Al,A,,…,A, 两 两 独立 . 
(3)Al,A;,…,A, 两 两 独立 为 Ai,A,，…,A, 相互 独立 . 
(4) A 与 B 相互 独立 和 A 与 B 互 斥 没 有 药 涵 关系 ; 若 和 A 与 B 既 相 互 独立 ,又 互 上 斥 , 则 A 与 B 
至 少 有 一 个 为 零 概率 事件 . 
(5) 一 般 并 没有 不 等 式 P(B | A) > P(B) ,但 若 此 不 等 式 成 立 , 则 也 有 P(A | B) > P(A). 
(6) 四 对 事件 A,B;A,B;A,B;A,B 中 有 一 对 相互 独立 , 则 另外 三 对 也 相互 独立 . 
(7) 条 件 概 率 PC(.| A) 也 是 一 种 概率 ,从 而 满足 概率 的 所 有 基本 性 质 . 
(8) 若 A1,As，…,A, 相互 独立 , 则 由 其 中 任意 部 分 事件 所 产生 的 事件 与 另 一 部 分 事件 所 产 
生 的 事件 相互 独立 . 
【 例 1.7] 假设 一 批 产品 中 一 、 二 ,三 等 品 各 占 60% ,30%,10%, 从 中 随意 取出 一 种 ,结果 不 是 三 
等 品 , 则 取 到 的 是 一 等 品 的 概率 为 
【 解 】 A; 二 { 取 到 的 一 个 产品 为 i 等 品 ) i 二 1,2,3. 显然 ,Ai ,A,,As 为 互 斥 事件 组 ,由 题 意 有 


P(A;) = P(A U As) = P(A 二 PCA = 10; 
peA, | RY = P(AAs) _ PLIA(A UA)] -PC _ 60% 2. 
P(A;) P(A;) P(As) 90% 3 
【 例 1.8] 设 0 二 P(A) 二 1，0 二 P(B) 二 1，P(A|B) 二 P(A|B)==1, 则 
(A) 事件 A 与 B 互 不 相 容 . (B) 事件 A 与 B 互相 对 立 . 
(C) 事件 A 和 B 互 不 独立 . (D) 事件 A 和 B 相互 独立 . 【 了 


【 解 】 因 为 P(A1B) 十 P(A1B) = P(CA|1B) 二 1 一 PCA1B) = 1， 
所 以 P(A|B) 一 P(A|B)=0, 
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即 P(A |B)= P(A|B) 


-一 


> P(AB)[1— P(B)] = P(B)P(AB) 
> P(AB) = P(B)[P(AB)+ P(AB)] = P(B)P[A(B+B)] = P(B)P(A). 
故 应 选 (D). 
【 例 1.9】 设 A,B,C 三 个 事件 两 两 独立 , 则 A,B,C 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 
(A)A 与 BC 独立 . (B)AB 与 A UC 独立 . 
(C)AB 与 AC 独立 . (D)AUB 与 4A UC 独立 . 【 】 
【 解 】A,B,C 相互 独立 的 充 要 条 件 : 
P(AB) = P(A)P(B), P(AC) = P(A)P(O),P(BC) = P(B)P(O) 
P(ABC) = P(A)P(B)P(O). 
由 PLA(BC)] = P(A)P(BC) = P(A)P(B) . P(C)， 可 知 (A) 入 选 . 


八 由 前 面 关于 事件 独立 性 的 注 (8) 即 可 知 (A) 为 正确 答案 . 


五 .重要 概 型 


1 .上 古典 概 型 

如 果 随 机 试验 EE 满足 下 面条 件 : 

(1) 试验 的 样本 空间 2 的 元 素 只 有 有 限 个 ; 

(2) 样本 空间 中 每 个 元 素 , 即 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 , 则 称 此 试验 为 古典 概 型 . 对 于 十 
典 概 型 ,事件 A 的 概率 有 下 列 计算 公式 : 


”A 中 基本 事件 数 
P(A) 二 和 丰 基 本 事件 总 数 - 


8. 几何 概 型 
如 果 随 机 试验 EE 的 样本 空间 0Q 为 欧 氏 空间 中 的 一 个 区 域 , 且 每 个 样本 点 的 出 现 具 有 等 可 能 
性 , 则 称 此 试验 为 几何 概 型 . 对 于 几何 概 型 ,事件 A 的 概率 有 下 列 计算 公式 


Q 的 度量 (长 度 ,面积 ,体积 


3. 伯 努 利 (Bernoulli) 概 型 
如 果 试 验 EE 的 结果 只 有 两 个 :A 与 A, 则 称 此 试验 为 伯 努 利 概 型 (试验 ). 若 将 伯 努 利 试验 独 
立 重复 n 次 , 则 称 为 n 重 伯 努 利 概 型 ,简称 伯 努 利 概 型 . 在 伯 努 利 概 型 中 , 若 P(A) = p, 则 nn 次 试 
验 中 事件 A 发 生 k 次 的 概率 为 
Pk = Cp (lB k= 


工 . 乘法 公式 
设 P(Ai) >0,P(CA,) >0, 则 
P(A1As) = P(A)P(CA, 14) = P(A,)P(A | As). 
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一 般 地 , 设 P(AiA; es 1 2 0, 则 

P(A'A, 要 A,) Ee P(A1)P(A, | Ai1)P(A;, | AiA,) i P(A, | A 下 本 A 
2. 全 概率 公式 

设 B, ,B, ,…,B, 为 一 完备 事件 组 , 即 B.B, = @,i 关 j， UB = 0,P(B,) > 0,i= 1,2,.…, 
n, 则 对 事件 A 有 

P(A) = >) P(A | B)P(B,). 
i=1 

3. 贝 叶 斯 (Bayes) 公式 


设 也 ， ,也 ， 也 ， 为 一 完备 事件 组 ,PCB,) 全 0, 一 1,2,.…,n, P(A) > 0, 则 有 
P(A | Bi)P(CB,) 


2 P(A | Bi)PCB.) 
i=1 


,j = 1,2,° ,Nn. 


人 (1) 乘法 公式 主要 用 来 计算 没有 相互 独立 性 的 若干 个 事件 之 积 的 概率 . 
(2) 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 中 完备 事件 组 可 以 是 有 限 个 ,也 可 以 是 可 列 个 .另外 ,对 于 具体 
问题 ,正确 找 出 完备 事件 组 是 求解 的 关键 . 
【 例 1.10】 设 10 件 产品 中 有 2 件 次 品 ,8 件 正品 . 现 每 次 从 中 任 取 一 件 产品 , 且 取 后 不 放 回 , 试 求 
下 列 事件 的 概率 : 
(1) 前 两 次 均 取 到 正品 ; 
(2) 第 二 次 取 到 次 品 ; 
(3) 若 已 知 第 二 次 取 到 次 品 , 则 第 一 次 也 取 到 次 品 . 
【 解 ] 设 A; 二 {第 i 次 取 到 次 品 ) ,i 二 1,2. 
(1) 前 两 次 均 取 到 正品 的 概率 为 NS 
P(A1As) = P(A1)P(A; | Al) 


区 
10° 9 45° 


(2)A ,Ai 构成 一 个 完备 事件 组 ,于 是 由 全 概率 公式 有 
P(A,) = P(As | A )P(A) + P(A, | AD)PCA) 
| 


(3) 由 贝 叶 斯 公式 有 


i 
P(A, | A)P(A) _ 3 
POAs) 工 9 
5 


PCA | A;) = 
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题 型 一 古典 概 型 与 几何 概 型 
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进行 计算 .古典 概 型 中 概率 的 计算 常 需要 用 到 排列 组 合 中 的 几 个 基本 结论 . 
(1) 加 法 原理 . 
设 完成 一 件 事 有 ?类 方法 (只 要 选择 其 中 一 类 方法 即 可 完成 这 件 事 ) , 若 第 一 类 方法 
有 mi 种 ,第 二 类 方法 有 ms 种 ,… ,第 n 类 方法 有 m, 种 , 则 完成 这 件 事 共有 
N= mmz dtm, 
种 方法 . 
(2) 乘法 原理 . 
设 完成 一 件 事 须 及 个 步骤 ( 仅 当 个 步骤 都 完成 ,才能 完成 这 件 事 ), 若 第 一 步 有 
m 种 方法 ,第 二 步 有 m 种 方法 ,…, 第 nn 步 有 m, 种 方法 , 则 完成 这 件 事 共有 
N=m Xm XxXxm, 


种 方法 . 
八 加 法 原理 与 乘法 原理 的 区 别 : 前 者 完成 一 步 即 完 成 一 件 事 ;后 者 须 n 步 均 完成 才 完 成 一 件 事 . 
(3) 排列 . 


从 个 不 同 元 素 中 任 取 m(m 过 nw) 个 按照 一 定 的 顺序 排 成 一 列 , 称 为 从 个 不 同 元 素 

中 取出 m 个 元 素 的 一 个 排列 . 从 n 个 不 同 元 素 取出 m 个 元 素 的 所 有 排列 种 数 , 记 为 
nl 

(2 一 72) 1 

从 个 不 同 元 素 中 全 部 取出 的 排列 称 为 全 排列 ,其 排列 的 种 数 , 记 为 


P 一 12 一 1)。…。] 一 71， 


P* 一 7 一 1)。…。[L2 一 (7 一 1)] 一 


规定 0! = 1. 
(4) 允许 重复 的 排列 . 
从 个 不 同 元 素 中 有 放 回 地 取 zm 个 按照 一 定 顺序 排列 成 一 列 . 其 排列 的 种 数 为 
N=nxXnX.… Xn=n. 


mi 


(5) 不 全 相 蜡 元 素 的 全 排列 . 
车 个 元 素 中 ,有 w 类 (1 二 mm 达 nn) 本 质 不 同 的 元 素 , 而 每 类 元 素 中 分 别 有 ,ks ，…， 
kk 个 元 素 ( 十 并 十 十 ks 二 91 过 过 ni 二 1,2,…,m), 则 nn 个 元 素 全 部 取出 
的 排列 称 为 不 全 相 异 元 素 的 一 个 全 排列 . 其 排列 的 种 数 为 


a nl 
Rilks!le eka! 


(6) 组 合 . 
从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 ,不 管 其 顺序 并 成 一 组 , 称 为 从 nn 个 不 同 元 素 中 取出 
m 个 元 素 的 一 个 组 合 , 其 组 合 总 数 , 记 为 C”, 且 有 

Pr nn) nm+1) nl 


ml ml ml(n—m)!. 


Gs 


组 合 的 性 质 : (1)C”* 一 C"™， (DIC = Cy + Crea., 
人 排列 与 组 合 的 区 别 :前 者 与 次 序 有 关 , 后 者 与 次 序 无 关 . 
【 例 1.11】 袋 中 有 9 个 球 (4 白 ,5 黑 ), 现 从 中 任 取 两 个 , 求 : 
(1) 两 个 均 为 白 球 的 概率 ; 
(2) 两 个 球 中 一 个 是 白 的 , 另 一 个 是 黑 的 概率 ; 
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(3) 至 少 有 一 个 黑 球 的 概率 . 
【 解 〗(1) 方法 一 :随机 试验 为 从 9 个 球 中 任 取 两 个 ,假设 其 与 先后 次 序 有 关 , 则 基本 事件 总 数 为 
Pi , 且 每 事件 为 等 可 能 性 ,有 利于 取 两 个 白 球 的 事件 A; 的 基本 事件 个 数 Pt , 故 
P(A,) = Bb 一 车 . 
方法 二 :随机 试验 为 从 9 个 球 中 任 取 两 个 , 设 其 与 先后 次 序 无 关 , 则 基本 事件 总 数 为 
Gs A Ai 的 基本 事件 数 C4 , 故 


i 
人 二 


(2) 方法 一 : 取 球 与 先后 次 序 有 关 , 则 基本 事件 总 数 为 P; ,两 球 中 一 白 一 黑 = { 先 白 后 黑 ， 
先 黑 后 白 } ,其 有 利于 取 一 白 一 黑 事 件 A; 的 基本 事件 个 数 PEPI 十 PPi 一 2PiPs, 故 
.2PiPi; 5 
P(A;s) = pr = 
方法 二 : 取 球 与 先后 次 序 无 关 , 则 基本 事件 总 数 为 C3 ,有 利于 取 一 白 一 黑 事 件 A, 的 基 
本 事件 个 数 Ci 。C3 故 


pe CCH ” 司 
P(A;) = Gg 
(3) 至 少 有 一 个 黑 球 的 事件 A; 的 对 立 事件 As 是 ; 任 取 的 两 个 球 均 是 白 球 , 即 A， = Ai ,由 


概率 的 性 质 有 


P(As) = 1 一 PC 一 1 一 P(A1) 一 1 一 言 一 车 . 


【 例 1. 12] 在 电话 号 码 短 中 任 取 一 个 电话 号 码 , 求 后 面 四 个 数 全 不 相同 的 概率 ( 设 后 面 4 个 数 中 
的 每 一 个 数 都 是 等 可 能 性 地 取 自 0,1,2,… ,9). 
【 解 ] 本题 与 电话 号 码 的 位 数 无 关 . 电话 号 码 的 数字 是 允许 重复 的 ,因此 由 0,1,2,…,9 所 构成 的 
后 四 个 数字 的 个 数 为 104 ,后 “四 个 数字 全 不 相同 ”的 个 数 为 Plo , 故 


P(A) 一 = 504. 


【 例 1. 13】 把 10 本 书 随意 地 放 在 书架 上 , 求 其 中 指定 的 5 本 书 放 在 一 起 的 概率 . 
【 解 】 基 本 事件 总 数 101, 有 利于 将 指定 的 5 本 书 放 在 一 起 的 基本 事件 个 数 为 6! .5!( 其 中 6! 是 指 
5 本 书 当做 一 个 元 素 进行 全 排列 的 总 数 ,5! 是 5 本 书 相互 之 间 进 行 全 排列 的 总 数 ) , 故 


_61.5!1 1 
PA 


【 例 1. 14】 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 4 只, 求 此 4 只 鞋子 中 至 少 有 两 只 鞋子 配 成 一 双 的 概率 . 
[分析]】 本 例 的 基本 事件 总 数 容易 计算 , 即 为 Ci ,但 有 利 事件 数 相对 较 难 ,下 面 给 出 几 种 不 同 解 
【解法 一 】 首 先 从 5 双 鞋 中 取出 一 双 , 并 将 此 两 只 鞋 全 部 取出 ,然后 从 剩 下 的 4 双 中 取出 两 双 , 青 
在 每 双 中 各 取 1 只 ,于 是 取 法 共有 ClCiCiC3C 种 . 
显然 ,这 样 取得 的 4 只 鞋 仅 有 一 双 成 对 ,而 4 只 鞋 配 成 两 双 的 取 法 有 Ci 种 , 故 取得 的 4 
只 鞋 至 少 有 一 双 的 取 法 有 C3CiCiCiC 十 Cs 种 . 
故 所 求 概率 P= (CGCGG + CG)/Ch = 3. 


518 


随机 事件 和 概率 | 第 便 章 


【解法 二 】 设 A 表示 “至 少 有 两 只 鞋子 成 一 双 ”, 于 是 A 表示 “没有 成 双 的 鞋子 ”, 故 有 利于 A 的 基 
本 事件 数 为 CICICICIC3 , 即 从 5 双 中 取出 4 双 再 从 每 双 中 各 取 1 只 的 取 法 总 数 ; 所 以 


P(A) =1-— PA) =1- GGGGC/C, = HH. 


狼 (0) 从 上 面 的 例题 可 以 发 现 ,概率 的 求 逆 公 式 P(A) 一 1 一 PCA) 常 可 使 问题 大 为 简化 ,这 是 
概率 计算 中 的 一 个 重要 技巧 ,必须 熟练 掌握 ,而 且 通 常用 在 “至 少 ” 或 “至 多 ”的 问题 中 . 
(2) 古典 概 型 中 概率 的 计算 是 一 个 难点 ,但 并 不 是 考试 的 重点 , 故 只 需 掌 握 较 简 单 的 古典 概 
型 的 计算 即 可 . 
(3)【 例 1.14】 有 下 面 易 犯 的 错误 的 解法 , 试 指出 错误 所 在 : 
首先 从 5 双 鞋 中 任 取 1 双 , 其 2 只 全 部 取出 ,然后 在 剩 下 的 8 只 鞋 中 任 取 2 只 ,于 是 总 的 
取 法 为 GCGG, 并 且 这 样 取出 的 4 只 鞋 可 保证 至 少 有 两 只 成 一 双 , 故 所 求 概率 为 P(A) = 
Ce 
【 例 1.15】 在 长 度 为 a 的 线段 内 任 取 两 点 将 其 分 成 三 段 , 求 它们 可 以 构成 ? 
一 个 三 角形 的 概率 . 
【 解 3 设 线段 被 分 成 的 三 段 长 分 别 为 x,y 和 a 一 x 一 y, 则 样本 空间 为 由 zx 宇 
0,y 之 0 及 x 十 y 之 a 所 构成 的 图 形 ,其 面积 Sawos 一 寺 ox ,有 利于 事 


件 A( 即 z,y,a 一 x 一 y 三 段 构 成 三 角形 ) 的 基本 事件 集 :由 线段 z,y， 
a 一 + 一 y 所 围 成 的 三 角形 ,其 面积 记 为 Savcz (如 图 1-1 所 示 ). 
由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 的 性 质 , 有 图 1-1 


0 


0 之 + 二 ,0 三 y 声 对,' 久 二 x 十 y 全 a( 它 们 构成 三 角形 DCE), 则 其 面积 Savcs 一 


十 ( 扫 ) ,于 是 由 几何 概 型 的 概率 计算 公式 有 


【 例 1. 16】 从 (0,1) 中 随机 地 取 两 个 数 z 和 y, 则 满足 条 件 的 zy 二 荆 的 概率 是 
【 解 】 显 然 本 题 为 几何 概 型 ,如 图 1-2 所 示 . 
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gl 
则 二 0 (zw1zy < 去 ‘(x1 € 0| 


于 是 S ==1,S4 = 证 二 | Le PE Ws We 
9 4 1 4 工 


4 


故 所 求 概率 为 p 二 


题 型 二 ”事件 的 关系 和 概率 性 质 的 命题 


: 提 :: 示 :这 类 问题 多 以 填空 题 .选择 题 的 形式 出 现 ,只 要 充分 利用 事件 的 关系 、 运 算 律 和 概率 的 基 
本 性 质 不 难 求解 . 

【 例 1. 17】 设 A,B 是 任意 两 个 随机 事件 , 则 P{CA 十 B) (A 十 B)(A 十 B)(A 十 B)} = 
【 解 3 因为 (A+B)(A+B)(CA+B)CA+TB) = (MAA 十 AB 十 AB 十 B)(A 十 B)(A 十 B) 

= (AB 十 AB 十 B)(A 十 B)(A 十 B) = B(A 十 B)(A+B) 

= BA(A+B)=BAA-+BAB=. 

故 应 填 0. 

【 例 1. 183】 设 两 个 相互 独立 的 事件 A 和 B 都 不 发 生 的 概率 为 地 ,A 发 生 B 不 发 生 的 概率 与 B 发 


生 A 不 发 生 的 概率 相等 , 则 P(A) = 
【 解 〗 由 已 知 条 件 有 


pA BY = ,P(AB) = P(BA). 


另外 由 A,B 的 独立 性 得 A,B 也 独立 ,从 而 


P(A)P(B)= = 
即 [1— P(A)J1— P(B)] = 车 ， 
又 P(AB) = P(A) — P(AB),P(BA) = P(B) — P(AB), 
故 PCA) 二 P(B), 所 以 [1 一 P(A) = 言 , 即 P(A) = 他 (会 去 ) 应 填 也 . 
【 例 1. 193 假设 事件 A 和 B 满足 P(B| A) = 2 
(A)A 是 必然 事件 〈B)A DB. (COAC B. (D)P(C4) = 0. 
【 】 
【 解 】 由 P(B | A) = 1 二 P(A) 一 P(AB) = 0 一 P(AB) = 0. 故 应 选 (D). 
【 例 1. 20】 当 事件 A 与 B 同时 发 生 时 ,事件 C 必 发 生 , 则 下 列 结论 正确 的 是 
(A)P(C) = P(AB). (B)PCC) = PCA U B). 
(CP(C) > PC(A) 十 PCB) 一 1. (D)P(CCJ) 过 PCA)+ PCB) -1【 1 


【 解 】3 由 于 AB C C, 故 
P(C) 三 P(AB) = P(A)+P(B)— P(AU B) 三 PCA) 十 PCB) 一 1. 即 选 (C). 
【 例 1.21 设 P(A) = ao,P(B) =65,P(A 十 B) = c, 则 PCAB) 为 
(A)a 一 六 (B)c 一 六 (Ca(l— 6b). (Dal(l— eo). 
【 解 〗 利 用 恒等式 ”P(A) = P(AB) 十 PCAB)， 
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于 是 PCAB) = P(A)— P(AB), P(A+B) = P(A)+P(B)— P(AB), 
由 上 面 两 式 有 P(AB) = P(A 十 B) 一 P(B) = c 一 b. 故 (B) 入 选 . 
【 例 1.22] 设 A,B 为 两 个 互 斥 事件 , 且 P(A) > 0,P(B) > 0, 则 结论 正确 的 是 
(A)P(B|A)>0. (B)P(A | B) = P(A). 
(C)P(A | B)=0. (D)P(AB) = P(A)P(B). r 3 
【 解 】 因 为 A,B 互 斥 即 AB = 个 ,所 以 P(AB) = 0. 


六 P(A) > 0,P(B) ;> 60; 由 公式 PCA | B) = 上 B82 


,可 得 P(A | B) = 0. 故 (C) 人 选 . 


P(B) 
【 例 1. 23】 设 A 和 B 是 任意 两 个 概率 不 为 零 的 不 相 容 事 件 , 则 下 列 结 论 中 肯定 正确 的 是 
(A)A 与 B 不 相 容 . (B)A 与 B 相 容 . 
(C)P(AB) = P(A)P(B). (D)P(A 一 B) = P(A). 【 了 


【 解 3 由 P(AB) = 0 以 及 P(4A 一 B) = P(A) 一 P(AB) 知 应 选 (D). 另外 要 特别 注意 (B) 不 一 定 
正确 ,因为 当 A,B 互 为 对 立 事件 时 ,A,B 互 不 相 容 ,但 A,B 也 互 不 相 容 . 
【 例 1. 24】 对 于 任意 二 事件 A 和 B, 与 A U B= B 不 等 价 的 是 
(A)AC B. (B)BCA. (C)AB = @. (D)AB = @. 
【 了 


【 解 ] 由 A UB=B, 立 即 可 知 A CB, 从 而 正确 答案 为 (D). 


【 例 1. 25】 设 P(A) > 0, 试 证 :P(B|A) 宇 1 — pe 


【分 析 】 通 常用 逆 推 法 , 若 不 等 式 成 立 , 则 P(A)P(B | A) 三 P(A) 一 P(B), 即 
P(AB) 三 PCA) 一 1 十 PCB)， 
全 PC4A) 十 P(GB) 一 PCAB) 过 1. 
>P(AU B) 入 1. 
【证 ] 因为 P(A U B) 达 1, 即 P(A) 十 P(B) 一 P(AB) 过 1. 
>P(A)+P(B)— P(A)P(B|A)<I 
>P(A)P(B | A) P(A)— [1— P(B)] 
>P(A)P(B | A) > P(A)— P(B) 


、 PCB) 
因为 P(A) 之 0, 所 以 P(GB |1A) 三 1 


【 例 1.26] 设 A;,B 独立 ,AB CC D,AB CC 了 ,证 明 
P(AD) > P(A)P(D). 
【证 明 】 因 A B C D=>D C A U B, 于 是 有 如 图 1-3 所 示 的 关系 . 


由 于 AD = AB + DB, 
故 P(AD) = P(AB) + P(DB). 
而 P(AB) = P(A)P(B) > P(A)P(DB) 


P(DB) > P(A)P(DB). 
> P(AD) = P(AB)+P(DB) = P(A)P(B) + P(DB) 
> P(A)P(DB) + P(A)P(DB) = P(A) [P(DB) + P(DB)] 
= P(A)P(D). 
即 P(AD) > P(A)P(D). 
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题 型 三 ”条件 概率 与 积 事件 概率 的 计算 


1” 从 样本 空间 上 讲 , 积 事件 概率 P(AB) 是 在 原样 本 空间 Q 中 考虑 ,而 条 件 概 率 P(B | 
A) 是 在 一 个 缩小 的 样本 空间 Q4 二 A 中 考虑 ; 
2” 积 事件 概率 PCAB) 指 A,B 同时 发 生 的 概率 ,而 P(B | A) 指 已 知 A 发 生 的 条 件 下 
B 发 生 的 条 件 概 率 , 故 此 时 A,B 在 时 间 上 一 定 有 “先后 ”关系 或 逻辑 上 有 “ 主 从 ”关系 . 
【 例 1. 27】 某 种 动物 由 出 生活 到 20 岁 的 概率 为 0.8, 活 到 25 岁 的 概率 为 0.4, 问 现年 20 岁 的 这 种 
动物 活 到 25 岁 的 概率 是 多 少 ? 
【 解 3 设 A = { 活 到 20 岁 以 上 },B 二 { 活 到 25 岁 以 上 ), 显 然 A,B 之 间 有 “先后 ”关系 , 即 A 先 发 
生 ,B 后 发 生 , 故 该 问题 属于 条 件 概率 P(B | A). 
因为 P(A) = 0.8,P(B)==0.4, 且 BCA,AB= B,P(AB)= P(B) = 0.4. 


P(AB) 0.4 _1 
PA ©®a* 9: 


【 例 1. 28】 甲 、 乙 两 班 共有 70 名 同学 ,其 中 女 同 学 40 名 , 设 甲 班 有 30 名 同学 ,而 女生 15 名 , 问 在 
碰 到 甲 班 同学 时 ,正好 碰 到 一 名 女 同 学 的 概率 . 
【 解 ] 设 A = { 碰 到 甲 班 同学 ),B 三 { 碰 到 女 同 学 }. 
这 是 一 个 有 前 提 条 件 一 一 ( 碰 到 甲 班 同 学 ) 的 问题 ,因此 是 条 件 概率 P(B | A). 


因为 P(AB) = 起 ,P(A) = 如 ,所 以 P(B | A) 一 P(AB) _ 1 


所 以 P(B | A)= 


P(A) 中 
【 例 1. 29】 某 厂 的 产品 中 有 45 的 废品 ,在 100 件 合格 品 中 有 75 件 一 等 品 , 试 求 在 该 厂 的 产品 中 
任 取 一 件 是 一 等 品 的 概率 . 
【 解 ] 设 A = { 任 取 的 一 件 是 合格 品 },B = { 任 取 的 一 件 是 一 等 品 }. 
因为 所 求 的 是 在 某 厂 的 产品 中 任 取 一 件 , 即 样本 空间 是 某 厂 的 产品 ,因此 这 是 属于 P(AB) 
的 问题 . 


因为 P(A)=1— P(A) = 96%,P(B| A) = 75%, 
| 3 .96 75 
所 以 PCABJ = POIPB | A) = 90" 100 = 0 ?72 


【 例 1. 30】 设 某 公 司 有 7 个 顾问 ,每 个 顾问 提供 正确 意见 的 百分比 为 0.6, 现 为 某 事 可 行 与 否 个 
别 征 求 顾问 意见 ,并 按 多 数 人 的 意见 作出 决策 , 试 求 作 出 正确 决策 的 概率 . 
【分 析 】 作 出 正确 决策 是 指 某 事实 际 上 可 行 且 作出 可 行 决策 或 某 事实 际 上 不 可 行 且 作出 不 可 行 
决策 , 故 所 求 概率 为 两 个 乘积 事件 的 和 的 概率 ,而 在 求 积 事件 概率 时 通常 转化 为 条 件 概 
率 , 则 利用 乘法 公式 . 
【 解 】 设 A 表示 “ 某 事实 际 上 可 行 ”,B 表示 “多 数 顾问 说 可 行 ”, 则 所 求 概率 为 
P(AB+AB) = P(AB)+P(AB) = P(A)P(B| A)+P(A)P(B | A). 


7 
而 P(B|A)= P(B|A)= >)C (0,6) (0.4)7 2 0.7102, 
故 P(AB+AB) = [P(A)+ P(A)JP(B | A) 0.710 2. 
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题 型 四 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 的 命题 


个 概率 型 是 否 是 全 概率 呢 ? 一 般 有 三 种 方法 : 

方法 一 :全 概率 很 容易 与 概率 的 和 公式 ( 即 概率 的 加 法 公式 ) 相 混淆 , 若 用 概率 的 和 公式 
去 做 , 题 设 中 的 某 些 条 件 就 用 不 上 ,此 时 应 马上 想到 用 全 概率 来 计算 . 

方法 二 :如 果 能 找 出 完备 事件 组 , 即 可 肯定 适用 全 概率 和 道 概率 公式 来 做 ; 

方法 三 :如 果 所 求 的 概率 可 分 成 两 步 来 完成 . 第 一 步 有 多 种 情况 发 生 , 情 况 比较 复杂 ,第 
二 步 只 有 一 种 明确 的 情况 ,要求 的 是 第 二 步 的 结果 发 生 的 概率 , 则 用 全 概率 公式 . 

【 例 1. 313 三 个 箱子 中 ,第 一 箱 装 有 4 个 黑 球 1 个 白 球 ,第 二 箱 装 有 3 个 黑 球 3 个 白 球 ,第 三 箱 装 
有 3 个 黑 球 5 个 白 球 , 现 先 任 取 一 箱 ,再 从 该 箱 中 任 取 一 球 , 试 求 :(1) 取出 的 球 是 白 
球 的 概率 . (2) 若 取出 的 为 白 球 , 则 该 球 属 于 第 二 箱 的 概率 . 

【分 析 】 本 题 的 试验 过 程 是 分 两 个 阶段 进行 的 , 即 先 取 箱 子 , 然 后 取 球 ,并 且 第 一 阶段 的 结果 , 即 

取 哪 一 个 箱子 不 知道 . (1) 中 是 求 第 二 阶段 结果 发 生 的 概率 ,于 是 可 用 全 概率 公式 计算 ，; 
(2) 中 是 第 二 阶段 结果 已 知 ,追究 此 结果 由 第 一 阶段 哪 一 个 结果 所 引起 的 概率 , 故 用 贝 


叶 斯 公式 计算 . 
【 解 〗 设 A; 表示 “取出 第 i 个 箱子 ”,i = 1,2,3,B 表示 “取出 白 球 ”. 
于 是 Ph = PCAs) = PA) = 村， 


P(B|A)= 于 ,PCB i 二 ,PCB 全 本 二 ， 


3 
(1) 由 全 概率 公式 得 。 PCB) = 了》)P(B | AD)PCA) = 了 0 
i=1 


P(B| A)P(As) 20 
nl A = 一 
(2) 由 贝 叶 斯 公式 得 。 P(A; | B) PB) 53° 


【 例 1.32] 设 一 人 群 中 有 37.5% 的 人 血型 为 A 型 ,20.9% 为 B,33.7% 为 O 型 ,7.9% 为 AB 型， 
已 知 能 允许 输血 的 血型 配对 见 表 1-1, 现 在 人 群 中 任 选 一 人 为 输血 者 ,再 选 一 个 为 受 
血 者 , 问 输血 能 成 功 的 概率 是 多 少 ? 


表 1-1 


注 :V 表示 人 允许 输血 ; X 表示 不 允许 输血 . 


【分 析 】 本 题 的 试验 过 程 可 看 做 分 两 个 阶段 进行 ,第 一 阶段 是 选择 输血 者 ,结果 不 确定 ;第 二 
阶段 是 选择 受 血 者 ,其 试验 结果 为 “成 功 ” 与 “不 成 功 ”, 现 求 “ 成 功 ” 的 概率 , 故 用 全 概 
率 公式 . 
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Ta 
【 解 】 了 设 B;(i 一 1,2,3,4) 表示 “从 人 群 中 任 选 一 人 ,其 血型 分 别 为 A,B,AB,O 型 ”",A" “表示 受 
血 者 输血 成 功 ”, 于 是 


P(A* | B)= P(B)++P(B;,) = 45.4%, 
P(A* | B:) = P(B,)-H+ P(By) =.28.8%, 
P(A* | Be P(BS) =.7.9%., 


P(A* |B)= >)P(B,) = 100%. 
由 全 概率 公式 得 到 


4 
P(A’)= >)P(A' | B,)P(B,) 


i=1 


二 0.454 X 0.375 十 0.288 X0.209 十 0.079X0.079 十 1X0.337 
一 0.573 7. 


【 例 1. 333 发 报 台 分 别 以 概率 0.6 和 0.4 发 出 信号 ”“.” 和 “一 ”, 由 于 通信 系统 受到 干扰 , 当 发 出 信 


号 “” 时 ,收报 台 未 必 收 到 信号 “…”, 而 是 分 别 以 概率 0.8 和 0. 2 收 到 信和 号“.” 和 “一 ”; 
同样 , 当 发 出 信号 “一 ”时 ,收报 台 分 别 以 概率 0.9 和 0. 1 收 到 信号“ 一” 和“.”, 求 ， 
(1) 收报 台 收 到 信号 “…” 的 概率 ; 
(2) 当 收 报 台 收 到 信号 “.” 时 ,发 报 台 是 发 出 信号 “。” 的 概率 . 
【 解 3 设 B, ,B, 分 别 表示 发 出 信号 “…” 和 “一 ”,A 表示 收 到 信和 号“.”, 则 有 


P(B,) = 0.6,P(B,) = 0.4,P(A |B)= 0.8,P(A|B:)= 0.1. 
(1) 由 全 概率 公式 


P(A) = P(B)P(A | Bi)+P(B)P(A|B,)= 0.6X0.8+0.4X0.1= 0.52. 
(2) 由 贝 叶 斯 公式 


_ PCB)P(A|B) 0.6x0.8 12 
PB | 2 PA) 0. 52 13° 


【 例 1.34]】 设 一 个 口袋 中 有 6 个 球 , 令 Al ,As,A; 依次 表示 这 6 个 球 分 别 为 4 红 ,2 白 ;3 红 ,3 白 ; 


2 红 ,4 白 . 设 验 前 概率 为 P(A1) = 元,PCA，) a 言 ,P(As) = 村. 现 从 这 口袋 中 任 取 
一 球 , 得 到 白 球 , 求 相应 的 后 验 概率 ? 
【 解 】 邻 B == { 任 取 一 球 为 白 球 }. 
由 题 设 


E(B | Ay = 二 ,PCB | 这 六 ,PB [学 三 全. 
由 贝 叶 斯 公式 有 


_ P(AYP(B|A) 
二 


PCA)。P(CB | Al) 
P(A1)P(B | Ai)+ P(A;)P(B | A;,)+ P(A;)P(B | A;) 


6 
ee 
6 


1 2 1 
EE 可 
同 理 可 得 


2 
P(As | BY = 17’P (As | B) 17- 
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【 例 1. 35】 有 两 个 盒子 ,第 一 盒 中 装 有 2 个 红 球 ,1 个 黑 球 ,第 二 盒 中 装 有 2 个 红 球 ,2 个 黑 球 , 现 从 
这 两 盒 中 各 任 取 一 球 放 在 一 起 ,再 从 中 任 取 一 球 , 问 
(1) 这 个 球 是 红 球 的 概率 ; 
(2) 若 发 现 这 个 球 是 红 球 , 问 第 一 盒 中 取出 的 球 是 红 球 的 概率 . 

【 解 ](1) 令 A = { 取 得 一 个 红 球 },B, = {从 第 i 个 盒 中 取出 一 个 红 球 } ,i 一 1,2. 于 是 


“和 
P(B'B,) a 5’P(A | BB,) 二 1. 


P(B,B,) = 2 二 于 ,PCA | 瑟 , 下 人 一 
2 1 


二 4 
5 
PC B,) = 一 二,P(A1 瓦 B,) 一 记 . 


3X4 


X 
P(BiB,) 二 寺 兴 性 a P(A | BiB;2) = 0, 
由 全 概率 公式 有 
P(A) = P(A | BiB,)P(B1B:)+ P(A | BB,)P(BiB;)+ P(A | Bi1B;)P(BiB;,)+ 
7 


P(A | BiB,)P(BiB;) = 5 


(2)P(B, | A) = P(CB,B, 十 B,B, | A) = P(BB,|A) 十 PCB,B，| A) 


_ P(A | B,B,)P(CB,B:) 十 P(CA | B,B,)PCB,B,) 6 
P(A) 7 


图 本 是 中 的 完备 事件 组 为 B1B,,B1B,,BBs,B1B,, 改 在 求 PLB | A) 时 应 先 转化 为 完备 事件 
组 中 的 事件 的 条 件 概率 P(B; B, 十 B1Bs | A) ,再 按 Bayes 公式 进行 计算 . 


题 型 五 ”有关 伯 努 利 概 型 的 命题 


去 , 则 该 试验 就 是 一 个 伯 努 利 试验 , 有 关 概率 用 二 项 分 布 概率 公式 :PCA) 一 CSp (1 一 
p)" 进行 计算 . 
[ 例 1.36] 设 在 3 次 独立 试验 中 ,事件 A 出 现 的 概率 均 相等 且 至 少 出 现 1 次 的 概率 为 和 7, 则 在 1 
次 试验 中 ,事件 A 出 现 的 概率 为 


【 解 】 令 PCA) = Pp; 则 1 一 Cp'(1 一 p)? = 好 , 即 (1 一 力 ) 一 二 


故 ,p 二 村. 
【 例 1.373 在 伯 努 利 试验 中 , 若 A 出 现 的 概率 为 pb , 求 在 出 现 m 次 A 之 前 出 现 k 次 A 的 概率 . 
[分析] 事件 “在 出 现 m 次 A 之 前 出 现 k 次 A” 等 价 于 事件 “在 前 十 m 一 1 次 试验 中 出 现 k 次 A， 
m 一 1 次 及, 且 第 mr 十 次 出 现 A”. 
【 解 〗3 由 上 面 分 析 即 得 所 求 概 率 为 
忆 一 Cib(1 一 四) 。(] 一 力 ) 
= Ch a (l=. 
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【 例 1. 38】 一 本 500 页 的 书 ,共有 100 个 错字 ,每 个 错字 等 可 能 地 出 现在 每 一 页 上 ,按照 泊 松 定 
理 ,在 给 定 的 一 页 上 至 少 有 2 个 错字 的 概率 为 
(A)1. (B)1—et. 


(C1— et. (D1— et —#et. r 1 


【分 析 】 本 题 的 关键 是 如 何 建立 其 概 型 ,由 题 意 , 每 个 错字 出 现在 某 页 上 的 概率 均 为 二 ,100 个 


500 
错字 就 可 看 成 做 100 次 伯 努 利 试验 ,于 是 问题 就 迎刃而解 了 . 
【 解 】〗3 设 A 表示 “ 某 页 上 至 少 有 2 个 错字 ”, 于 是 有 
P(A) = 1— P(A) 


由 泊 松 定理 得 汪 1 一 en 一 二 en 


所 以 (D) 为 答案 . 
【 注 ] 1” 泊 松 定理 : 设 随机 变量 X, 服从 二 项 分 布 B(n,p,),(n 一 1,2,…) 如 果 limnp，, 二 A(X 为 


k 
正常 数 ), 则 有 limP(X, 二) 一 Zieh 1 


2” 也 就 是 当 n 很 大 ,p 很 小 时 ,二 项 分 布 BCn,p) 近似 于 泊 松 分 布 p(4), 其 中 4 二 np( 一 般 
当 n 放 10,p 二 0.1 时 可 用 该 定理 ). 
【 例 1. 39] 假设 一 厂家 生产 的 每 台 仪 器 ,以 概率 0.70 可 直接 出 厂 ; 以 概率 0.30 需 进一步 调试 ,经 
调试 后 以 概率 0. 80 可 以 出 厂 ,以 概率 0. 20 定 为 不 合格 品 不 能 出 厂 . 现 该 厂 新 生产 了 
n(n 这 2) 台 仪 器 (假设 各 台 仪 器 的 生产 过 程 相互 独立 ). 求 :(1) 全 部 能 出 厂 的 概率 a; 
(2) 其 中 恰好 有 两 件 不 能 出 厂 的 概率 8;(3) 其 中 至 少 有 两 件 不 能 出 厂 的 概率 0. 
【 解 】(1) 对 于 新 生产 的 每 台 仪器 ,A 表示 “仪器 需 进一步 调试 ”,B 表示 “仪器 能 出 厂 ”, 则 A 表示 
“仪器 能 直接 出 厂 ”,AB 表示 “仪器 需 进 一 步调 试 且 能 出 厂 ”, 于 是 
B= A+AB,P(A) = 0.30,P(B | A) = 0. 80, 
P(AB) = P(A)P(B | A) = 0. 30 Xx 0. 80 = 0.24, 
P(B) = P(A+ AB) = P(A)+ P(AB) = 0.70 十 0.24 = 0.94. 
设 久 为 所 生产 的 n 台 仪 器 中 能 出 厂 的 台数 , 则 X 作为 n 次 独立 试验 成 功 ( 仪 器 能 出 厂 ) 的 
次 数 ,X 服从 参数 p = 二 0.94 的 nn 重 伯 努 利 概 型 , 故 
a= P{X=n}= C(0.94)"(1— 0.94) = (0.94)", 
(B= PIX= nN—2) = C0., 94)"? (00..06)7. 
(3)06= P{X 雪 2 一 2?) 一 1 一 P(X 一 7 一 1)} 一 P(X 一 人 
=1—nX0.94"! X0.06 一 0.94"， 
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: 思维 定 势 1 如 果 要 求 的 是 车 干事 件 中 “至 少 ” 有 一 个 发 生 的 概率 ， 则 马上 联想 到 概率 ， 
| 加 法 公式 ; 当 事 件 组 相互 独立 时 , 则 用 对 立 事 件 的 概率 公式 PCA) = 1 一 P(A). 


[ 例 1.40】 设 Ai,A /i2. "ws 相互 独立 , P(A) 三 = pr， 求 诸 事 件 中 至 少 发 生 一 一 个 的 概率 . 


〖 解 P(A U AU “|)A,)=1=— P(A: UA: UU .UU A,) = 1— P(AiAs.… .A,) 
因为 Al As 5 互相 独立 


1— PCA)P(As) .…。P(CA,) 


=1— (1—p)(1— pp:) ‘ap =1- Tap. 


. 思维 定 势 2 ” 若 给 出 的 试验 可 分 解 成 (0 一 1) 的 n 重 独立 重复 试验 ， 则 马上 联想 到 
‘Bernoull 试验 ,及 其 概率 计算 公式 
: P{z= k= Cp'(l— p)"™™* 


[ 例 1. 41】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
Po | , 0x 
0， 其 他 
对 和 独立 地 重复 观察 4 次 , 试 求 观察 值 大 于 -3 的 次 数 为 2 的 概率 . 


1 逐 
【 解 ]2 = P|X > 到 } | 去 os 地 


= sin 到 | 二 
Sa 3 | 7 


设 5 表 示 4 次 观察 中 观察 值 大 于 亏 的 次 数 . 


于 是 ~ B(4, 亏 ), 故 


/ 思维 定 势 3 ” 若 某 事件 是 伴随 着 一 个 完备 事件 组 的 发 生 而 发 生 ， 则 马上 联想 到 该 事件 
的 发 生 概率 是 用 全 概率 公式 计算 . 关键 :寻找 完备 事件 组 . 


〖【 例 1. 42】 设 A, 表示 “每 天 进入 图 书馆 的 人 数 是 n” 的 事件 ,n 二 0,1,2,…,P(A,) = 和 er ,4> 


0. 每 个 进入 图 书馆 的 人 以 概率 p(0 二 p 二 1) 借 书 , 且 各 个 人 是 否 借 书 彼此 间 没 有 关 
系 ,(1) 求 进入 图 书馆 的 人 中 恰 有 个 人 借 书 的 概率 ;(2) 若 某 天 借 书 的 人 数 为 &, 试 
求 该 天 进 馆 人 数 为 n 的 概率 . 
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【分 析 】 显然 > 4, 一 0,4,A。 二 BCm 关 7), 即 {A,} 是 一 个 完备 事件 组 , 借 书 人 数 是 伴随 A, 的 


n=0 


发 生 而 发 生 的 ,因此 进 馆 人 中 恰 有 个 人 借 书 的 概率 用 全 概率 公式 求 . (2) 由 果 (& 个 人 
借 书 ) 索 因 ( 进 馆 人 数 ) 这 样 的 问题 用 贝 叶 斯 公式 . 
【 解 】(1) 令 B 表示 “ 进 馆 的 人 恰 有 个 人 借 书 ” 的 事件 , 则 由 伯 努 里 概 型 有 
P{Bi|A,} = Cip*(1— p)™*,n = kk 十 1, 
由 全 概率 公式 


p(B.) 一 P(A,) » P(B,|A,) 
a py Fal — pl Cp 
A (nk)! AI 
= CAp)” 。@ erp) 


3 
= ~ 人 ew, (k= 0,1,2,.) 


(2) 由 Bayes 公式 


P(A.)P(B, |A,) 


P(A, |B,) = PCB) 


A eCtpr(1 = 
5 n . 
k 
ap ep 


-EN = 办 | TMG 人力 
(nO—&k)! . 


一 、 综 合 题解 析 


【 例 1. 43】 假 设 某 段 时 间 内 来 百货 公司 的 顾客 数 服 从 参数 为 的 Poisson 分 布 ,而 在 百货 公司 里 
每 个 顾客 购买 电视 机 的 概率 为 p, 且 顾客 之 间 是 否 购买 电视 机 相互 独立 , 试 求 这 段 时 
间 内 ,百货 公司 售 出 台电 视 机 的 概率 . ( 设 每 个 顾客 至 多 买 一 台 ) 

【 解 】 设 X 表示 售 出 电视 机 的 台数 ,Y 表示 来 到 百货 公司 的 顾客 数 , 则 


RY = 二 = A en,i 一 0,1,2,，… 
?7 。 


0， 1 一 0,1，……& 一 1， 


P(X=k|Y=i)= a , 
Cp (Ll — pe*, i 二,k 十 1,…: 


故 由 全 概率 公式 有 


PO =A DPEIY APY =D = Pp et 
i=0 i 


i 一 Ns 一 人 - 2 e [LAC1 四 p)]™ 
2 gy (1 p) ry > (i—k)! 


(A Ee = QAp)” 
有 1 | 


@ 0) 本题 说 明 百 贷 公司 所 售 出 的 电视 机 的 台数 仍 服从 泊 松 分 布 , 这 就 是 泊 松 分 布 在 随机 选 
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择 下 的 不 变性 . 
(2) 本 题 说 明 全 概 公式 中 条 件 事 件数 , 即 引发 结果 的 “原因 ” 数 可 以 为 可 列 个 , 且 条 件 概率 
P(X 一 &| 立 三 2 为 伯 努 利 概 型 中 的 概率 . 


El Wii 
1. 填空 题 . 


(1) 设 A,B,C 为 三 个 事件 , 且 P(A UU B) =0.9,P(AUBUC) =0.97, 则 PCAB 一 C) = 


(2) 设 10 件 产品 中 有 4 件 不 合格 品 , 从 中 任 取 两 件 , 已 知 所 取 两 件 产品 中 有 一 件 是 不 合格 品 ， 
另 一 件 也 是 不 合格 品 的 概率 为 

(3) 设 一 次 试验 成 功 的 概率 为 p, 进 行 100 次 独立 重复 试验 , 当 p 二 时 ,成 功 次 数 的 
标准 差 的 值 最 大 ,其 最 大 值 为 

(4) 随机 地 向 半圆 0 二 y 二 V2ax 一 x? (a 为 正常 数 ) 内 括 一 点 ,点 落 在 半圆 内 任何 区 域 的 概率 
与 区 域 的 面积 成 正比 , 则 原点 和 该 点 的 连 线 与 工 灿 的 夹 角 小 于 下 的 概率 为 


(5) 设 随 机 事件 A,B 及 其 事件 A UB 的 概率 分 别 是 0,4,0,3 和 0.6, 若 日 表 示 B 的 对 立 事件 ， 
则 积 事件 AB 的 概率 P(AB) = 

(6) 菜市 有 50% 住户 订 目 报 ,有 65 和 0 住户 订 晚 报 , 有 85%6 住户 至 少 订 这 两 种 报纸 中 的 一 种 ， 
则 同时 订 这 两 种 报纸 的 住户 的 百分比 是 

(7) 三 台 机 器 相互 独立 运转 , 设 第 一 ,第 二 ,第 三 台 机 器 不 发 生 故 障 的 概率 依次 为 0.9,0.8， 
0.7, 则 这 三 台 机 器 中 至 少 有 一 台 发 生 故 障 的 概率 

(8) 电路 由 元 件 A 与 两 个 并 联 的 元 件 B,C 串联 而 成 , 若 A,B,C 损坏 与 否 是 相互 独立 , 且 它 们 
损坏 的 概率 依次 为 0.3,0.2,0.1, 则 电路 断路 的 概率 是 

(9) 甲乙 两 人 投篮 ,命中 率 分 别 为 0.7,0.6, 每 人 投 三 次 ， si 


(10) 三 人 独立 破译 一 密码 ,他 们 能 单独 译 出 的 概率 分 和 别 为 三 ， 于 , 邯 工 , 则 此 密码 被 译 出 的 概率 
2. 单项 选择 题 . 
(1) 以 A 表示 事件 “ 甲 种 产品 畅销 , 乙 种 产品 滞销 ”, 则 对 立 事件 A 为 

A.“ 甲 种 产品 滞销 , 乙 种 产品 畅销 ”. B.“ 甲 . 乙 产 品 均 畅 销 ”. 

C.“ 甲 种 产品 灌 销 ”. D.“ 甲 产品 滞销 或 乙 种 产品 畅销 ” 【  】 
(2) 设 A,B,C 是 三 个 事件 ,与 事件 A 互 斥 的 事件 是 

A. AB + AC. B. A(B+ CO). 

C. ABC. D.A 十 B 十 C. 【  ]】 


(3) 设 A,B 为 两 个 任意 的 事件 , 则 
A. P(A U B)P(AB) > P(A)PB). 
B. P(A U B)P(AB) < P(A)P(B). 
C. P(A— BP(B— A) < PCA)P(B) — P(AB). 
D. P(A— BP(B— A) 地. 【  】 


(4) 设 Al,A ,Ai; 是 三 个 事件 , 则 Ai ,A ,As; 中 至 少 发 生 两 个 事件 可 表示 为 
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[| 

A. AiAsA; + AiA;A; + AiA,A;. 

B. AiA;A; + AiA:A; + AiAsA; + AA,A;. 

C.0 一 (A 十 A A). 

D. A,A, 十 AiA, + A,A;. 【  】 
(5) 事件 A 与 B 相互 独立 的 充 要 条 件 为 

A.A 二 B= 作 . B. P(AB) = P(A)P(B). 

CG.AB 二 他， D. P(A+B) = P(A) 十 PCB). r  ]】 
(6) 对 于 任意 两 个 事件 A 与 B, 有 P(A 一 B) 为 

A. P(A) — P(B). B. P(A) — P(B) + P(AB). 

C. P(A) — P(AB). D. P(A) + P(B) — P(AB). 【 1 
(7) 设 A,B 为 两 事件 , 且 P(AB) 二 0, 则 

A.A 与 B 互 斥 . B. AB 是 不 可 能 事件 . 

C. AB 未 必 是 不 可 能 事件 . D. P(A) = 二 0 或 P(B)=0. 【 】 
(8) n 张 奖券 中 含有 m 张 有 奖 的 ,Ek 个 人 购买 ,每 人 一 张 ,其 中 至 少 有 一 个 人 中 奖 的 概率 是 

k 1 kl1 上 r 

A.1 一 辣 - B. 器. Cc. Se 遍 交 ， 喜 . 【  ]】 
(9) 设 A,B 为 任意 两 个 事件 , 且 ACB,P(CB) 之 0, 则 下 列 选项 必然 成 立 的 是 

A. P(A) = P(A | B). B. P(A) < P(A |B). 

C. P(A) > P(A | B). D. P(A) > P(A | B)， 【 3 
(10) 已 知 0 二 P(B) 二 1, 且 P[(Ai 十 As) | B]= PCA |B) 十 P(As | B), 则 下 列 选 项 成 立 

的 是 

A.P[(CA, 十 4:) | B]= P(A | B) 十 PCA, |B). 

B. P(A,B 十 A:;B) = P(A,B) 十 PCA,B). 

C. P(Ai + As) = PCA, | B) 十 PCA, | B). 

D. P(B) = P(A1)P(B | A) 十 PCA)PCB | A,). 【 了 

3. 计算 题 . 

(1) 两 封 信 随 机 地 投向 标号 为 了 ,上 , 轩 , 信 的 四 个 邮 简 , 问 第 了 个 邮 简 恰 好 投入 一 封 信 的 概 “ 

率 是 多 少 ? 


(2) 在 1500 个 产品 中 有 400 个 次 品 ,1 100 个 正品 , 任 取 200 个 , 问 : 
G@ 恰 有 90 个 次 品 的 概率 : @ 至 少 有 2 个 次 品 的 概率 . 

(3) 某 厂 生产 的 产品 次 品 率 为 0.05, 每 100 个 产品 为 一 批 , 抽 查 产 品质 量 时 ,在 每 批 中 任 取 一 
半 来 检查 ,如 果 发 现 次 品 不 多 于 1 工 个 , 则 这 批 产品 可 以 认为 是 合格 的 , 求 一 批 产品 被 认为 
是 合格 的 概率 . 

(4) 书架 上 按 任意 次 序 摆 着 15 本 教科 书 , 其 中 有 5 本 是 数学 书 ,从 中 随机 地 抽取 3 本 ,至 少 有 
一 本 是 数学 书 的 概率 ， 

(5) 全 年 级 100 名 学 生 中 有 男生 80 名 ,来 自 北 京 的 20 名 中 有 男生 12 名 , 免 修 英语 的 40 名 学 
生 中 有 男生 32 名 , 求 出 下 列 概率 : 
OD 碰 到 男生 情况 不 是 北京 男生 的 概率 ; 
G@ 碰 到 北京 来 的 学 生 的 情况 下 是 一 名 男生 的 概率 ; 
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@ 碰 到 北京 男生 的 概率 ; 
@ 碰 到 非 北京 学 生 情 况 下 是 女生 的 概率 ; 
@) 碰 到 免 修 英语 的 男生 的 概率 . 

(6) 为 了 防止 意外 ,在 矿 内 同时 设 有 两 种 警报 系统 人 与 已 ,每 种 系统 单独 使 用 时 ,其 有 效 概率 
A 为 0.92,B 为 0.93, 在 A 失灵 条 件 下 ,B 有 效 的 概率 为 0.85, 求 : 
@ 发 生意 外 时 ,这 两 个 报警 系统 至 少 有 一 个 有 效 的 概率 ; 
@ 了 B 失灵 条 件 下 ,A 有 效 的 概率 . 

(7) 三 个 箱子 ,第 一 个 箱子 中 有 4 个 黑 球 1 个 白 球 , 第 二 个 箱子 中 有 3 个 黑 球 3 个 白 球 , 第 三 个 
箱子 有 3 个 黑 球 5 个 白 球 , 现 随机 地 取 一 个 箱子 ,再 从 这 个 箱子 取出 1 个 球 , 问 : 
@ 这 个 球 是 白 球 的 概率 ; 
@ 已 知 取出 的 球 为 白 球 ,此 球 属 于 第 二 个 箱子 的 概率 . 

(8) 假设 有 两 箱 同 种 零件 :第 一 箱 内 装 50 件 , 其 中 10 件 一 等 品 ;第 二 箱 内 装 30 件 ,其 中 18 件 
一 等 品 . 现 从 两 箱 中 随意 挑 出 一 箱 , 然 后 从 该 箱 中 先后 随机 取出 两 个 零件 (取出 的 零件 均 
不 放 回 ) , 试 求 : 
G@ 先 取 的 零件 是 一 等 品 的 概率 ; 
@ 在 先 取出 的 零件 是 一 等 品 的 条 件 下 ,第 二 次 取出 的 零件 仍 是 一 等 品 的 条 件 概率 . 

(9) 党 中 有 12 个 球 , 其 中 有 9 个 是 新 的 ,第 一 次 比赛 时 从 中 任 取 3 个 用 ,比赛 后 仍 放 回 袋 中 ,第 
二 次 比赛 再 从 袋 中 任 取 3 个 , 求 : 
G@ 第 二 次 取出 的 球 都 是 新 球 的 概率 ; 
@ 又 已 知 第 二 次 取出 的 球 都 是 新 球 ,第 一 次 取 到 的 都 是 新 球 的 概率 . 

(10) 设 甲乙 两 袋 , 甲 袋 中 装 有 nn 个 白 球 ,m 个 红 球 , 乙 袋 中 装 有 N 个 和 白 球 ,M 个 红 球 , 今 从 甲 
袋 中 任 取 一 只 放 入 乙 裳 ,再 从 乙 袋 中 任 取 一 个 球 , 问 取 到 和 白 球 的 概率 . 

(11) 设 有 来 自 三 个 地 区 的 各 10 名 、15 名 和 25 名 考生 的 报名 表 , 其 中 女生 的 报名 表 分 别 为 3 
份 .7 份 和 5 份 ,随机 地 取 一 个 地 区 的 报名 表 , 从 中 先后 抽出 两 份 . 

G@ 求 先 抽 到 的 一 份 是 女生 表 的 概率 pp; 
@ 已 知 后 抽 到 的 一 份 是 男生 表 , 求 先 抽 到 的 一 份 是 女生 表 的 概率 g. 

(12) 1 架 长 机 和 2 架 僚机 一 同 飞 往 某 目的 地 进行 束 炸 ,但 要 到 达 目 的 地 , 非 有 无 线 电 导航 不 
可 ,而 只 有 长 机 具有 此 项 设备 ,一 旦 到 达 目 的 地 ,各 机 将 独立 地 进行 束 炸 , 且 炸 毁 目标 的 
概率 为 0.3, 在 到 达 目 的 地 之 前 ,必须 经 过 高 射 炮 阵地 上 空 , 此 时 任 一 飞机 被 击落 的 概率 
为 0.2, 求 目标 被 炸 毁 的 概率 . 

参 考 本 案 


1. (1)0. 07. (2) 已 一 亏 . (3) 去 15. (好 六 三 + 二 (5) P(AB) =0.3. (6)P= 30%. 


(7 )P= 0.496. (8)P=0.314. (9)P= 0.436240 0.436. (10)P = 二. 


2.C1DD (2D (WB WB (WB (OCG DE 《8)A 《9)B (10)B 


3. (1)P(A) = 


3 3 Cago Cloo [Se Ctoo 区 Ci | 
三 下。 2 1 市 
8 OO om Oo hl 
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| 
(3)0.279 4. (WP= 9 (‘ID OH Om OF Oi 
(6) D0. 988; ©®0. 829. (DO 访 ;@ 呈 . 
(OD EI@ ~0. 486. (9) D0. 145 8;@ 广 . 
Ur 
GDO :OH. (12)0. 477. 
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第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 概 念 与 公式 一 览 表 
本 章 概念 与 公式 较 多 ,为 便于 记忆 、 对 照 ,特制 表 2-1 ~ 表 2-3 供 参 考 . 
表 2-1 随机 变量 分 布 
一 维 随 机 变量 X 的 分 布 几何 表示 


随机 变量 X 的 分 布 函数 
F(Cz) 会 P(X 过 zz),( 一 co 志 过 < 十 co) 
性 质 :(1)0 和 及 FCz) 近 1 
(2)FCz) 委 Frz),Czl < xi) 
(3) lim F(x) = 0, lim F(z) 三 也 


(4)F(z 十 0) = 二 F(x), 即 F(x) 是 右 连续 的 


概率 分 布 :P(X 二 Xi) = pr sk LD 
分 布 律 概率 密度 p(z),( 一 ce 二 工 一 十 co) 


性 质 : 
(1)p(zx) 宇 0 


十 oo 
(2)| PCZ)dz 一 1 


(Dpr 0, = 1,2,° (Px Xn) =|" p(ndz 
中 


(2) Dp: =1 (4)F'(z) = p(z),z 为 p(z) 的 连续 点 
k=1 


分 布 函数 F(x) 二 Dp 或 >)P(CX = iD) 太一 1,2，… 分 布 函数 F(x) = | rcopdz 


Ee zh < 
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二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 


性 质 : 
生源 过 FE 和 过 1 
(2) F(z,y) 是 z+ 或 y 的 不 减 函 数 且 对 任意 固定 的 y 有 下 (一 ce， 
y) 一 0， 
对 任意 固定 的 zx, 有 FGCz, 一 co) 一 0 
下 (一 ceo， 一 co) 王 0 
下 (十 ce, 十 ce) 王 1 
(3) F(z,y) 一 FFGz 十 0,y),FGzy) 一 下 (zy 十 0)， 即 下 (zyy) 
关于 z 右 连续 ,关于 y 右 连 续 
(4) 随机 点 (X,Y) 落 在 矩形 域 :xi 二 X 二 zz ,yi 二 Y 达 y: 上 的 
概率 为 P(z 所 和 委 zy <Y 委 风 ) 一 下 (zy) 一 下 (zz， 
y1)— F(zi,yy2) + Fr, y1) 
目 Flxzsyy)— Flxsyy)— Fryy)T Fz,y) 守 0 


(X,Y) 为 离散 型 


(X,Y) 为 连续 型 


(X,Y) 的 联合 分 布 律 
P(X= zi Y 一 yi) = ps (Ci 一 1,2,…) 或 表格 形式 


co 


| 
这 1 j=1 


F(x,y) = Dps 


TIST 


和 
> 3 


概率 密度 g(x,y) 

性 质 : 

(Doylz,y) >0 

2 | pcr ydzdy = 1 


OF(z,y) _ 
(3) aaay PCZ，y) ， 


(zy) 为 p(x,y) 的 连续 点 
(4) P{(X,Y) € G) 


= cearay 
6 


分 布 函数 


F(x,y) = 上 上 pu,v) dudv. 


二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 边缘 分 布 


几何 表示 ( 见 图 2-3) 


对 XX 的 边缘 分 布 , 即 X 的 分 布 

Fx(z) = P(X<zx) = P(X,Y <++ 0} 
一 下 (z, 十 ce) 

对 Y 的 边缘 分 布 , 即 Y 的 分 布 

Fy(y) = P(Y <y)= P(X<+m,Y < y) 
一 下 (十 ce,y) 
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(CX,Y) 为 离散 型 


= 


续 表 


(X,Y) 为 连续 型 


设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
ps = p(X= Zzi,Y 一 Yi), 1, = 1,2,…). 
(X,Y) 关于 X 的 边缘 分 布 律 


P(X= x)= ps = p. 
j=1 


(联合 分 布 律 中 第 i 行 各 元 素 相 加 》 
(X,Y) 关于 Y 的 边缘 分 布 律 


P(Y =»%)= 2)ps = p. 
i=1 


(联合 分 布 律 中 第 7 列 各 元 素 相 加 )》 
(X,Y) 关于 X 的 边缘 分 布 函数 


Fx(z) = 2) Dp 
(X,Y) 关于 了 的 边缘 分 布 函数 
Fy(y) = 加 p37 


WE dm 


设 (X,Y) 的 概率 密度 为 g(x,y). 
(X,Y 了 ) 关于 X 的 边缘 分 布 密度 为 


二 站 ceay 
(X,Y) 关于 Y 的 边缘 分 布 密度 为 

六 ( 风 == | gCz,wdz 
(X,Y) 关于 X 的 边缘 分 布 函数 
FxCz) =—| [| wzoay]dz 
(X,Y) 关于 了 的 边缘 分 布 函数 

了? os 

Fy = | [| pwdz dy 


设 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 ,在 条 件 Y 二 y 下 ,X 的 条 件 分 布 函数 


Fxy(r|y)= P(X<zr|IY= yy) 
lim 


Fyx(y | Zz) = ROY Ry| = 


limP(X<z |y—e=Y<y+e) 
E 一 0 


P(X< xsy—ée YQ y+e) 


Pl(y—e<< Ye y+e) 


limP(Y < y |z—e=X 过 ze) 
一 0 


四 (全 一 辣 受 其 过 光洁 区 了 和 雪 劝 


有 (CCy 一 8 和 发 委 工 十 6) 


(X,Y) 为 离散 型 


二 维 随机 变量 (X,Y) 在 条 件 Y = y; 下 X 的 条 件 分 布 律 
P(X= 1; |Y = y,) 
_ P(X= Zri,Y = y;) 
Pl(Y = y;) 


1,2,°**) 


三 起 二 
Da 
(X,Y) 在 条 件 久 = x; 下 YY 的 条 件 分 布 律 
Pl(Y = y; | X= zx;) 
_ P(X= Zz,Y = »y,) 
P(X 一 过) 


(X,Y) 为 连续 型 


设 (X,Y) 的 分 布 密度 为 p(x,y), 则 在 条 件 Y = 二 y 


下 X 的 条 件 分 布 密度 :gLz | 2) 一 名 地 六 
在 条 件 X 一 xz 下 Y 的 条 件 分 布 密度 


AE) 
Px (x) 


其 中 ,gy(y) ,gpx (zx) 分 别 为 了 与 X 的 边缘 密度 ,对 
应 的 条 件 分 布 函 数 为 


ply | x) = 


” g(x,y) de 


Fxiy (Zz | y= Ls 


py (y) 
一 | war | y) dz 


下 re 
Fyx(y | z) 一 


一 上 prix(y | xz)dy 
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(Es 
续 表 


设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 函数 ,边缘 分 布 函 数 分 别 为 F(z,y) 及 Fx (zx) ,Fy(y), 若 对 所 有 的 z,y 有 
F(x,y) = Fx (zx) » Fy(y), 


则 称 随机 变量 X 与 Y 是 相互 独立 的 
(X,Y) 为 离散 型 


(X,Y) 为 连续 型 


XX 与 Y 相互 独 立会 p(Cz,y) 二 px (zx)gr《y), 其 中 
gx (X) ,py (y) 为 边缘 密度 


X 与 了 相互 独立 会 pi = Pi. Pp.i， 
pi. 与 p.; 分 别 为 X 与 Y 的 边缘 分 布 律 


表 2-2 随机 变量 函数 的 分 布 
一 维 随机 变量 函数 Y 二 f(X) 的 分 布 


一 


设 X 为 离散 型 ,其 概率 分 布 为 定量 ” 设 X 为 连续 型 ,分 布 密度 为 gx (z), 又 y 一 
EE WB f(z) 处 处 可 导 , 且 对 任意 的 x 有 f'(zx) 之 0, (或 


广 (z) 二 0), 则 Y= f(X) 的 分 布 密度 


P pi p: oo. pr 


pf W) NF YW) lae<y<8 
0， 其 他 


则 Y = f(X) 的 概率 分 布 gr (y) = | 
Cy KG i )(i = 1,2,.…) yy 全 

rh oop 的 各 值 % 互 不 相等 | 其 中 pi(y) 是 f(z) 的 反 函 数 ， 

A a = min{ f(— 00),f(+ 0)), 


be 区 天 B= max{f(— %),f(+ 0)}. 
PI 加 态 也 可 这 样 求 py (y): 
(2) 当 y= 二 f(xi) (i = 1,2,…) 的 各 值 不 是 互 不 相 | 先 求 出 FC(y) = P{Y < y} = P(f(X) < ») 


等 时 ,应 把 相等 的 值 分 别 合 并 ,并 相应 地 将 其 概率 相 加 , | 一 P(X € 5) 
例如 y; = yj;, 则 了 的 概率 分 布 为 其 中 ,S 为 所 有 使 f(x) 过 y 成 立 的 xz 值 的 集合 


| | 再 把 FCy) 对 y 求 导 , 即 
Pl 六 i mr = 


表 2-3 二 维 随机 变量 函数 Z 二 f(X,Y) 的 分 布 


设 (X,Y) 的 概率 密度 为 p(x,y) , 则 二 维 随机 变量 函数 Z = g(X,Y) 的 分 布 函数 为 
Fi(w) = PZ<D= PX DH = | gwdrdy. 


BE(T1Y) EL 


常用 的 随机 变量 函数 为 
(1)Z 一 X 十 Y (2)Z= X.Y (3)Z= X/Y 
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EE 
续 表 


(1) 两 个 随机 变量 之 和 , 即 Z = XX 十 Y 的 分 布 


X,Y 为 连续 型 ,(X,Y) 的 分 布 密度 为 g(x,y), 则 


Z 二 XX 十 Y 的 分 布 函数 为 


Ps = P(X= Zi,Y = Yi) i, 一 1,2,…) 
则 Z= XX 十 了 的 分 布 律 为 
P(Z = z) = P(X= zi,Y = y,) to [fe 
和 之， 的 =| dr] pCady 
十 co zy 
SPX= Y= mx) 或 = 9 
DP(X= a — ysY = y,) 其 概率 密度 为 


十 co 
pz (z) 一 上 lwre— md 


一 J PCZzyy)dzdy 


Tty<z 


a 
或 =| rc 一 ydy 


(2) 当 Xi ,Xs,…,X, 是 n 个 独立 随机 变量 , 其 分 布 函数 分 别 为 Fx (z),Fx (z)，…Fx (z)， 则 Xs 一 
max{ Xi ,Xs ，… ,XX,)} ,Xmin 一 min{ XX! ,XX2 ，… , 义 ,} 的 分 布 函数 分 别 为 
Fis (2) = Py (w) s Px, (2) s wo Fr (x) 
Fuin Cx) 一 1 一 [1 一 Fx (z)]。[1 一 Fo(z)]。… [1— Fx (zx)] 
特别 地 当 Xi ,Xs ,… ,XX, 为 独立 同 分 布 时 [其 分 布 函数 为 F(z)], 则 
Fanax (x) 一 [FCz)]?; Fon(z) 一 1 一 [1 一 FGz)] 


二 、 重 要 的 一 维 分 布 
1. (0 一 1) 分 布 


(0 一 1) 分 布 的 分 布 律 为 
PP p 1—» 


其 中 ,zp 为 事件 A 出 现 的 概率 ,0 二 p 二 1. 
2. 二 项 分 布 
在 n 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 恰 发 生 & 次 的 概率 
PR) = 全 k= Ol Rr 
其 中 ,p 为 事件 A 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 ;gq 为 不 出 现 的 概率 ,gq 二 1 一 p, 随 机 变量 义 服 从 二 项 
分 布 ,通常 记 为 X 一 Bln,p). 
3. 泊 松 分 布 
其 分 布 律 
PO = = k=0,1,2,…;A > 0， 


称 X 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 简 记 为 X ~ PG). 
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生 . 正 态 分 布 
(1) 标准 正 态 分 布 : 若 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


1 > 学 
e ,一 co< 工 一 十 co 
W 2 


则 称 X 服从 标准 正 态 分 布 , 记 为 X 一 N(0,1), 其 分 布 函 数 为 
DC 二 | 


p(X) = 


1 .已 
e Tdx. 
工 


(2) 一 般 正 态 分 布 : 若 随机 变量 X 的 密度 函数 为 


1 本 
e 2 dz， (一 ce < 二 十 ce)， 
V2no 


其 中 ,之 0, 与 c 均 为 常数 ,其 分 布 函数 
Fa =| eB dz, (Lr<t) 


> V2no 
则 称 X 服从 参数 为 jy 和 o 的 正 态 分 布 , 记 为 X ~ NGC,o)， 
5. 均匀 分 布 


p(X) = 


若 X 的 概率 密度 为 
Cy 二 省 -< 这 
六 二 » 9 
E j ”其 他 
则 称 X 在 [a,6] 上 服从 均匀 分 布 , 记 为 X ~ U(a,6) ,其 分 布 函数 为 
所 X=a 
F(x) = pp oASw 人 bs 
—a 
1 工 之 0. 
6. 指数 分 布 
若 X 的 概率 密度 为 
NE 0 
PCZ) -1 9 ® 
、 0 ww 
其 中 ,4 >> 0, 则 称 X 服从 参数 为 指数 分 布 , 记 为 X ~ 下 (MA). 其 分 布 函数 
1 一 人生 TX 宇 0 
F(x) -1 9 风 
0 五 过 从 
7. 超 几 何 分 布 
超 几 何 分 布 的 分 布 律 为 
P(E Ni 


记 为 X~~ HC(N,M,n). 
8. 几何 分 布 
几何 分 布 的 分 布 律 为 
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P(X=D= (1 p77 pi=1,2,%,0<p<1. 
记 为 X ~ G(p). 
转 (1)0 一 1 分 布 即 二 项 分 布 在 n 二 1 的 情形 ,也 就 是 1 重 伯 努 利 试验 中 事件 成 功 次 数 的 分 布 . 


(2) 若 和 ~ NC(0,1), 则 gC0) 一 ey = 六 ;D0) =1—@®(a),P(| X|<a) = 28(a)—1. 


(3) 着 XX~ NCps07), 则 一 ~ NC0,1). 


三 、 重 要 的 二 维 分 布 


I. 二 维 均匀 分 布 
若 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 
1 
二 ，(Cz， ) D 
PCZ，y) - 二 ， 
0， 其 他 


其 中 ,So 为 平面 区 域 D 的 面积 , 则 称 (X,Y) 服从 D 上 的 均匀 分 布 , 常 记 为 U(D). 
28. 二 维 正 态 分 布 
若 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 


1 {B= jn (tp) Ye) | Ye) | 
20 ， ， 
2rmo VI—p | | ot ao > 2 -| a 


O1 02 0， |pl<=1, 
则 称 (X,Y) 服从 二 维 正 态 分 布 , 其 分 布 函数 


F(z,y) = | plu,v) dudv, 


p(x,y) = 


记 为 (X,Y) Wi Np ?AL2 901 902 ,0). 

二 维 正 态 分 布 的 性 质 : 设 (X,Y) bm Np »H2 ,0 02 ,oO), 则 有 

1” 入 一 NGysol) 了 一 Nac)i 

2 CIX 十 CoY sw N(Cipa 十 Cz pz ,Ca 十 Co 十 2pCi C2010») 

3” X 与 相互 独立 的 充 要 条 件 是 X 与 Y 不 相关 , 即 p 二 0; 

4” 久 关 于 Y 了 二 y 或 了 关于 X 一 工 的 条 件 分 布 也 是 正 态 分 布 . 
【 例 2. 1】 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) ~ N(0,0,1,1,0)， 则 P( 池 >0)= 
【 解 】 由 二 维 正 态 分 布 的 性 质 可 知 :X ~ N(0,1),Y ~ N(0,1), 且 XX 与 Y 独立 , 故 

P( 宁 >0)= P(X SO0Y >0)+PXT OY 0) 

= P(X>0)P(Y >0)+P(X=0)P(Y<=0) 
1 了 ， 王 这 1 


人 
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第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 一 维 随机 变量 及 其 分 布 的 概念 、 性 质 的 命题 


【 例 2. 2】 设 X 为 连续 型 随机 变量 ,FCz) 为 X 的 分 布 函 数 , 则 F(x) 在 其 定义 域内 一 定 为 
(A) 非 阶梯 间断 函数 . (B) 可 导 函 数 . 
(C) 连续 但 不 一 定 可 导 的 函数 . (D) 阶梯 函数 . 【 了】 


【 解 ] 由 连续 型 随机 变量 的 定义 ,存在 非 负 可 积 函数 p(x) ,使 F(z) 一 | p(t)di, 故 F(z) 一 定 是 


连续 函数 ,但 不 一 定 可 导 , 即 应 选 (C). 
【 例 2.3】〗 设 随机 变量 X 的 密度 函数 为 p(z), 且 op( 一 z) 二 p(x),F(zx) 是 X 的 分 布 函数 , 则 对 任 


意 实 数 a, 有 
(A)F(—a)=1 一 | gdz. (B)F( 一 a) = 去 一 | codz 
0 0 
(OF(—a) = F(a). (DF(—a) = 2F(a)—1. r 7 


【 解 ] F(z) = | g(x)dz. 


a 令 工 一 一 上 如 
FCa 一 | rd 一 一 | gr) da) 


(一 并 ) 一 wz) 『+ec 0 ee 
| p(z)dz 一 | gp(z)dz 十 |，p(Cz)dz 
a a 0 


i 一 pCa)az[ 因 为 [gz)az 1, 所 以 | glx) dr = 也 | 


2 
故 (B) 入 选 . 
【 例 2. 4] 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 :p(x) 一 二 ci ,( 一 co < 工 < 十 co) 则 其 分 布 函数 F(z) 
是 
de » 雹 < 二 0 De? + 
(A)F(z)=42 (B)F(z) = , 
1， 友 宇 0 1— Fe 光 坊间 
Fe 让 
| sa Fe i 
(CC)FCz) = 9 ee 
LL; rz 宇 0 2 


[ 解 ]FCz) = | pC)dr=| er dz. 
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ES 


当 二 过 0 时 ;F(xY = 


当 工 宕 0 时 ,F(x) 一 了 


故 pe 


可 知 应 选 (B). 


容易 犯 的 错误 是 受 离散 型 随机 变量 分 布 函 数 的 影响 ,错误 地 认为 :在 xz 的 最 右边 的 一 个 区 


【 例 2. S】 设 fi (zx) 是 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 ，f; (zx) 是 [一 1,3] 上 均匀 分 布 的 概率 密度 ， 
afi (x), TQ 0, 
且 f(z)= | 


(a 0,6 > 0) 为 概率 密度 , 则 a,6 
bf: (x), 工 之 0， 


应 满足 
(A)2a 十 32 一 4. (B)3a 十 20 一 4. 
(Cat+6b=1. (D)a 十 2 一 2. 【 | 
Wfi(w); 0 
【 解 】 因 为 1eo=1 为 概率 密度 ,所 以 
bfs (rx) EE 


1=| fc)dr =| afi(z)drt+| 6fs(z)dr= 计 a+6| 二 dz 一 诗 a+ 
于 是 24 十 35 二 4, 故 选 (A). 


【 例 2. 6】 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


,2,…) 且 5 之 0, 则 4 为 
CA) 大 > 0 的 任意 实数 . (B=b41. 
= a 
(C)4 = Ts (CD)A 二 r ] 
【 解 】 因 为 Y\P(X = 有 一 Da a 
k=1 es 1 二 义 
所 以 limS, = limb * 4 -人 二 竺 


于 是 可 知 , 当 |4 | 二 1 时 ,6， 


A 有 
下 1 一 计 << 1,( 因 为 6 > 0) , 故 该 交 选 (C). 
【 例 2.7】 如 下 四 个 函数 ,哪个 不 能 作为 随机 变量 X 的 分 布 函数 ? 

gw 到 有 0 
村， 0 过 zr<=1 0, z=0 

(A)Fi (xz) = (B)F (zx) = [uo | : 
广 ， 1 过 去 二 2 Ts 
ly; 到 六 2 
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0， 芯 过 0 
rn l=—@™, 区 0 
(C)F,(x) 一 3 二 2 ， 0 所 中 之 六 (D)F, (xz) = 了 
4 » X=0 
1 ke 
【 】 


【 解 】3 作 为 随机 变量 X 的 分 布 函数 下 (z) 具有 四 个 性 质 :(1) ~ (4) ,反之 ,车 函数 F(x) 满足 性 质 
(1) 一 (4), 则 其 可 作为 随机 变量 X 的 分 布 函数 . 


因为 limn 页 二 lm DT lin LHe 0 2 
zx 二 oo x+o0 1 和 TX Z 一 十 co 1 

所 以 F, (xz) 不 能 作为 X 的 分 布 函数 . 

故 (B) 入 选 . 


【 例 2.8】 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 N(2,o), 且 PC2<X 一 4) = 0.3, 则 P(X 二 0) = 


【 解 】 因 为 P(2 一 X 一 4) = so( 


熏 “) 5( 一 “)= (二 ) @6(0) = 0.3 
8 人 (二 )= 5(0) 十 0.3 一 于 十 0.3 一 0.8 


o 


>P(X<0) 5)= ol( 2)=1-@(2)=1—0.8=0.2. 
故 应 填 0. 2. 
八 非 标 准 正 态 分 布 的 有 关 事 件 的 概率 均 可 用 标准 正 态 分 布 函数 BC(z) 来 表示 或 计算 ,另外 特 
殊 值 B(0) 一 元 应 引起 重视 . 
【 例 2. 9] 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
村,z E [0,1] 
f(z) = Fz € [3,6]" 
0， 其 他 
车 & 使 得 P(X 之 k) 一 己 , 则 的 取 值 范围 是 


k 
【 解 ] 由 P(X 一 月 二 1 一 P(X 之 有 ) 一 1 一 守 一 言 ; 即 | f(z)dz 一 讲 , 故 kE [1,3]. 


3 
【 例 2. 10】 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 
F(tr) = A Barctanxs (~— 6 < x +) 
试 求 :(1) 系数 A 与 B;(2)X 落 在 (一 1,1) 内 的 概率 ;(3)X 的 概率 密度 . 
【 解 】(1) 由 于 下 (一 co) 一 0,F( 十 co) 二 1, 可 知 
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于 是 F(x) = 于 十 一 aretanz， 一 Ge 过 开 去 十 ee， 


(22P(— 1 雪 有 所 直 二 一 页 ( 人 (一 工 ) 
一 让 十 arctanl ) (5 十 Re D) 


下 


Clty — Fl = ($+ larctanz) = Ty’ i 
【 例 2. 11】 设 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 
0 三 0 
so- Ol 
I i 


试 求 :(1) 系数 A; 2)X 落 在 (一 1, 亏 ) 及 ( 计 '2) 内 的 概率 (3)X 的 概率 密度 . 
【 解 】(1) 由 于 F(x) 的 连续 性 ,有 
limF(z) = F(D ,MlimAr’ = 1>A = 1. 
0， i 
于 是 re- 0 过 龙 去 工 
Ls 小 室 和 
和 
P( 读 <X<2)=FC) 一 F( 梧 )= 1 一 (于 ) = 县 ， 


0 过 元 去 1 
其 他 


题 型 二 ” 求 一 维 随机 变量 的 分 布 律 、 概 率 密 度 或 分 布 函数 


(a) P{ 一 1 之 昌之 


7 ps 
(3)op(z) = F(x) = | 


算 概率 ,务必 综合 运用 前 一 章 中 计算 概率 的 各 种 方法 . 另外 要 注意 随机 变量 主要 有 两 种 
类 型 :离散 型 和 连续 型 ,但 也 存在 既 非 离散 也 非 连续 型 的 随机 变量 . 
【 例 2. 12 了 在 伯 努 利 试验 中 ,每 次 试验 成 功 的 概率 为 如 ,试验 进行 到 成 功 与 失败 均 出 现时 停止 , 求 
试验 次 数 的 分 布 律 . 
【分 析 】 根 据 试 验 要 求 , 试 验 次 数 是 随机 的 , 即 为 随机 变量 , 且 其 可 能 取 值 为 2,3,…， 然 后 分 别 求 
出 取 这 些 值 的 概率 . 
【 解 】〗 设 X 表示 试验 次 数 , 于 是 X 的 可 能 取 值 为 2,3,…，, 当 和 一 & 时 ,表示 前 面 & 一 1 试验 失败 ， 
第 & 次 成 功 或 前 面 & 一 1 次 成 功 ,第 & 次 失败 ,于 是 X 的 分 布 律 为 
P(X=&k)= (pp pip (lp),(k = 2,3,4,.…). 
【 例 2.13】 甲 . 乙 两 人 从 装 有 a 个 白 球 与 5b 个 黑 球 的 口袋 中 轮流 摸 取 一 球 , 甲 先 取 , 乙 后 取 , 每 次 
取 后 不 放 回 ,直到 两 人 中 有 1 人 取 到 白 球 时 停止 , 试 求 取 球 次 数 的 分 布 律 和 甲 先 取 到 
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白 球 的 概率 . 
〖 分 析 】 根 据 试验 要 求 , 取 球 次 数 为 随机 变量 , 旦 其 可 能 取 值 为 ,1,2,…,6b 十 1. 
【 解 】 了 令 X 表示 取 球 次 数 , 则 X 的 可 能 取 值 为 1,2,…,65b 十 1, 并 且 分 布 律 为 


P(X=—D) -4s 
B= 驴 生 = 
a 二 Tb a+6b—1’ 
De 中 
et se 
ab |! 
he re 
bl 
Er 


因为 甲 先 取 到 白 球 , 即 X 取 奇 数值 , 故 
P( 甲 先 取 到 白 球 ) = 二 》， P(X = 2k 十 1). 


l1<2k+1l<6b+1 
【 例 2. 143 一 辆 汽车 沿 一 街 行驶 ,要 过 三 个 有 信号 灯 的 路 口 , 每 个 信号 灯 为 红 或 绿 , 与 其 他 信和 号 
灯 为 红 或 绿 相互 独立 , 且 红 、 绿 信号 显示 的 时 间 相 等 , 求 此 汽车 首次 遇 到 红 灯 前 已 通 


过 的 路 口 数 X 的 概率 分 布 . 
【分析 】 过 到 红 灯 前 的 路 口 数 关 的 可 能 取 值 为 0,1,2,3. 久 二 3 表示 汽车 一 路 没 遇 到 红 灯 , 从 而 易 
求 得 其 概率 分 布 . 
【 解 〗 令 A = { 遇 到 红 灯 }, 则 P(A) = 方 , 故 有 
二 了 
P(X = 0 = 了 ， 
J ep 2， 
P(X=)= 亏 X 训 一 
P(X = 2) = { 计 ) 家 二 二 于， 
P(X= 8) = ( 


i 
-i 
2 

1 


X10 1 3 
即 分 布 律 为 | 
2 4 8 8 


【 例 2.15] 两 名 篮球 队员 轮流 投篮 ,直到 某 人 投 中 时 为 止 , 若 第 一 名 队员 投 中 的 概率 为 0.4, 第 二 
名 投 中 的 概率 为 0.6, 求 每 名 队员 投篮 次 数 的 分 布 律 . 

【分 析 】 显 然 每 名 队员 的 投篮 次 数 为 随机 变量 , 且 可 能 取 值 为 0,1,2,…， 现 考虑 第 一 名 队员 的 投 
篮 次 数 , 若 此 次 数 为 &, 则 表示 第 一 名 前 & 一 1 次 未 投 中 ,第 二 名 前 & 一 1 次 未 投 中 ,而 第 一 
名 在 第 & 次 投 中 ,或 者 第 一 名 前 & 次 未 投 中 ,第 二 名 前 & 一 1 次 未 投 中 ,而 在 第 & 次 投 中 ， 
从 而 易 求 出 其 概率 ,第 二 名 队员 的 情况 是 类 似 的 ,此 处 不 再 费 述 . 

〖【 解 3 设 X,Y 分 别 表示 第 一 名 和 第 二 名 队员 的 投篮 次 数 , 由 上 面 的 分 析 有 
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P(X=&)= (0.6)"! 。 (0.4)*! 。0.4++ (0.6)*.。 (0.4)*! .0.6 
=0;76% (0,24),(k = 172,°"), 

三 的 一 到 

Pl(Y = &) = (0.6)*. (0.4)! .。 (0.6)++(0.6)*. (0.4)* .0.4 
= 1.9% (0.24)*,(% 二 152, 

【 例 2.16】 设 随机 变量 X 的 密度 为 
pz) = Ae ll,—o0<r<+o. 
试 求 :(1) 系数 A;(2)P(0 二 XX 二 1);(3)X 的 分 布 函数 . 


: +oo +oo 
【 解 ](1) 由 于 | 9(z)dz 一 | Ae "dz =1， 


十 co 
即 24| crdz 一 1, 故 24 一 1,A 一 桔 ， 
0 


所 以 p(x) = Fo. 


5 ES _zi\|! 1 一 er 
(2)P(O0<XX 妆 1) 王 | 二 erdzr 一 二 (一 er)| = A 0. 316. 
o 2 2 0 2 
(3) F(z) = Fe "dz, 
> RE 1 所 , a 1 WD 
当 z < 之 0 时 ,F(z) 一 去 | ecdz = er 
yg i ee 1 ee 业 ， 
当 z 宇 0 时 ,F(x) 一 二 erdz 十 二 | errdz 一 1 一 二 e， 
2 一 co 网 0 2 
Fe mw < 0， 
故 X 的 分 布 函 数 为 F(x) 一 
1 一 广 e“， 三 区 人 


【 例 2. 173 设 有 80 台 同 类 型 设备 ,各 台 工 作 相 互 独立 ,发生 故 障 的 概率 都 是 0.01, 且 一 台 设 备 的 
故障 一 个 人 能 维修 ,考虑 两 种 配备 维修 工人 的 方案 :其 一 ,由 4 个 人 维护 ,每 人 承包 20 
台 ; 其 二 ,由 3 个 人 共同 维护 80 台 , 试 比较 两 种 方案 的 优 劣 . 
【 解 】 设 备 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 ,大 的 为 劣 ,小 的 为 优 . 
先 考 虑 第 一 种 方案 . A;(i = 1,2,3,4) 表示 第 i 人 维护 的 20 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 
的 事件 . X 表示 第 一 个 人 维护 的 20 台 同 一 时 刻 发 生 故 障 的 台数 . 则 80 台中 发 生 故 障 而 不 
能 及 时 维修 的 概率 为 
P(A U A: U A; U Ai} 宇 P(A1) = P{X 宇 2), 
因 X~ B(20,0.01),A = np = 20X0.01= 0.2, 


20 过 
故 有 P(A1U AsUAsUA)S>PXS>2) ~ > Se" ~ 0.0175. 
k=2 * 


再 考虑 第 二 种 方案 ,Y 表示 80 台中 同一 时 刻 发 生 故障 的 台数 ,Y 一 B(80,0.01),4 二 np = 
80 X 0.01 二 0.8, 故 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 


80 k 
P{Y 宇 4}~ >) es x 0. 009 1. 
k=4 : 


比较 可 知 ,后 一 方案 优 于 前 一 方案 . 
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【 例 2. 18】 假 设 一 大 型 设备 在 任何 长 为 上 的 时 间 内 发 生 故 障 的 次 数 N(i) 服从 参数 为 Xt 的 泊 松 分 
布 , 求 :(1) 相继 两 次 故障 之 间 的 时 间 间 隔 T 的 概率 分 布 ; (2) 在 设备 已 经 无 故障 工作 
8 h 的 情形 下 ,再 无 故障 运行 8 h 的 概率 Q. 
【 解 】(1) 因为 NG 为 时 间 间 隔 i(z 宇 0) 内 发 生 故障 的 次 数 , 又 工 表示 相继 两 次 故障 间 的 时 间 
间隔 ,所 以 当 荆 二 1 时 , 必 有 N(z) = 0( 即 不 发 生 故障 ) ,于 是 


0 
FY = PCTED= 1=P(T SD =1—P(NG == 1 一 9 Ge 


P(T>16,T> 8) 
P(T 三 9) 


PT _ 1— R(T 6) 
PT I) Tt— BLT 

ed A 
二 


【 例 2. 19】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


(2)Q 王 PT 过 161 了 二 8) = 


2 元 5 0 之 Els 
友良 二 
疯 其 他 . 
现 对 X 进行 4 次 独立 重复 观测 ,以 V, 表示 观测 值 不 大 于 0. 1 的 次 数 , 试 求 随机 变量 


V， 的 分 布 律 . 
[ 解 ] 事件 “观测 值 不 大 于 0. 1”, 即 事件 {X 过 0.1) ,其 概率 


0. 1 中 , 录 
二 人 于 二 | f(z)dz =2| wz = U. Ol 
全 


由 题 意 ww, 为 服从 BCn,0.01) 的 随机 变量 ,于 是 
P{V, = m} = C”*(0.01)”(1—0.01)"",(m = 0,1,2,.…,n). 
1 


【 例 2. 20] 假设 随机 变量 X 的 绝对 值 不 大 于 1, P(X = 一 1) = : ,P(X 一 DD 一 了 


在 事件 (一 1 二 X 二 1) 出 现 的 条 件 下 ,X 在 (一 1,1) 内 的 任 一 子 区 间 上 取 值 的 条 件 概率 与 该 
子 区 间 长 度 成 正比 . 试 求 :(1)X 的 分 布 函数 F(z) = P(X 之 zx);(2)X 取 负 值 的 概率 p. 
【 解 ] (1) 当 z 一 一 1 时 ,FCz) = 0; 
当 二 三 1 时 ,FCz) = 1; 
设 区 间 TC (一 1,1), 由 已 知 条 件 P(X ETI 一 1 二 X=1)=k&|I|. 


取 I 二 (一 1,1), 得 一方. 
当 一 1 过 zx 二 1 时 ,因为 
万 人 1 过 芝 之 从 二 1 一 下 区 二 一 人 一 大 是 三 让 三 


5 
8 


9 


F(z) = P(X<z) = PC 一 1 二 和 去 7) 
= PCGX = 一 D 十 PC 一 1<<X 扩 了 
EtP-1<XEr| -1<X<DPE1<XLD+ 
PC(—1<X<z||X|> PXI 
党 由 生生 a 
= 二 十 去 (z 十 DX 训 一 + 十 起: 
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sn 
0， | 
故 oe Pg 1 we 
16 ! 16 三 
下 并 之 1 


2p = P(X 一 0) 一 Fr0-) = .F(0) = 起: 


转 本 例 中 的 F(z) 为 既 非 离散 型 也 非 连续 型 分 布 函数 . 
题 型 三 求 一 维 随 机 变量 函数 的 分 布 


种 方法 . 
1” 公式 法 :XX ~ px (zx),Y = 二 g(X),y = 二 g(x) 严格 单调 ,其 反 函 数 xz = 二 h(y) 有 一 阶 连 
续 导 数 , 则 

px(h(y)) | h'(y) |,y E€ g(x) 的 值 域 

0， 其 他 


2” 定义 法 : 先 求 Fy(y) 一 P(Y < 一 Plg(X)<y]=| pxCz)dz， 


于 是 gy (y) = F'y(y). 
一 般 来 说 ,对 非 单调 函数 或 抽象 函数 宜 用 定义 法 . 
【 例 2. 21 已 知 X 的 分 布 律 为 


pr(y) = 


Xx |-10 1 总 


P I0.1 0.2 0.3 0.4 


试 求 Y 二 2X? 十 1 的 分 布 律 与 分 布 函数 . 
【分 析 】 求 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 律 时 ,首先 把 随机 变量 的 函数 , 即 新 的 随机 变量 的 可 能 取 
值 找 出 来 ,然后 分 别 计 算 取 值 的 概率 . 本 题 要 注意 的 是 P(Y = 3) = P(X = 一 1) 十 
P(X 二 1). 另 外 求 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 一 定 要 分 段 计 算 . 
【 解 ]Y 一 2X 十 1 的 所 有 可 能 取 值 为 1,3,9 且 
Pl(Y=1)= P(X = 0)= 0.2, 
Pl(Y = 3) = P(X 1) 十 P(CX 王 1) 王 0.1 十 0.3 = 0.4, 
P(Y=D= PX= =04, 
即 Y 的 分 布 律 为 


美 趾 这 -总 。 时 
P |0.2 0.4 0.4 


下 面 求 Y 的 分 布 函数 ,由 分 布 函 数 的 定义 

0， y 过 1 
02 ys 
0.6，3 委 > 一 9 
Ys y 宇 9 


Fy(% = Pl(Y < = 


547 


第 全 篇 | 概率 论 与 数理 统计 


Rl 
【 例 2.22】 设 X 一 U(0,2), 求 了 = X’ 在 (0,4) 内 的 概率 分 布 密度 fy(y) = 
『〖『 分 析 】 因 为 zx 在 (0,2) 中 变化 时 ,y = x? 为 单调 函数 ,从 而 可 直接 用 公式 法 得 
. 1 p 1 1 
y(y) 一 二 (Vy) = 通 4, 故 应 填 一 一 . 
fyly FVY 二 < Vi Ns 


【 例 2. 233 设 连续 型 随机 变量 X 有 严格 单调 增加 的 分 布 函数 下 (z), 试 求 了 = 下 (CX) 的 分 布 函数 
与 密度 函数 . 
分析】 本 题 求 随机 变量 X 的 函数 FFCX) 的 分 布 ,FCz) 未 具体 给 出 ,用 定义 法 较 好 . 
【 解 〗 由 分 布 函 数 的 定义 得 
Fo 一 了 7 去 轨 王 了 OCX) ZY) 
因 F(x) 为 分 布 函 数 , 故 0 三 FC(x) 达 1, 所 以 
当 y 二 0 时 ,Fy(y) 二 0; 当 y 宇 1 时 ,Fy(y) 二 1,; 当 0 之 y 二 1 时 ,有 
Fy(y) 二 PLX 达 FI"'(y)],L 因 F(x) 单调 增 j] 


= F(F1(y)) = y. 
0， y 忆 0 
即 Fy(y) -全 0y<=1. 
1, | 
I 1 
所 以 密度 函数 为 fy(y) = 全 bY ~ UG), 


【 例 2. 24】 设 随机 变量 X 在 (0,2r) 内 服从 均匀 分 布 , 求 随机 变量 Y = cosX 的 分 布 密度 p,(?). 
【 解 〗3 因 为 X 在 (0,2r) 内 服从 均匀 分 布 ， 


eg 0 之 还 芝 2vx 
所 以 PCZ) -全 
0 其 他 
由 Y= 二 cosX, 有 yy 二 cosz, 其 在 (0,2r) 内 为 非 单调 函数 ,在 (0,r) 与 (r,2r) 内 分 别 单调 ,其 


反 函 数 分 别 为 
1 


zl = arccosyyzl € (0,r);2z1 一 一 ,ZE (0,r),yE (一 1 1); 


Vi 


区 
Za = 2r 一 arccosyyZz 所 《Try2r)3Z2 一 


Xz 各 (Cry2r)，y € (—1,1). 


= 
故 ”gy(y) 一 pCarccosy)。| z1 | 十 PC(2r 一 arccosy) 。| zz | 
| 二 


x Vi—y 
05 其 他 
【 例 2. 25】 在 半径 为 R ,中心 在 原点 的 圆周 上 任 抛 一 点 M, 求 : (1) 该 点 横 坐 标 X 的 密度 函数 
2ox(z);(2) 该 点 到 点 (一 R,0) 的 距离 2 的 密度 函数 pz(Cz). 
【 解 3 有 关 圆 的 问题 , 常 以 圆心 角 0 作 参数 (如 图 2-4 所 示 ), 设 随机 点 MGCz,y) 的 圆心 角 为 6, 由 题 
意 可 设 0 为 (0,2r) 上 的 均匀 分 布 , 其 密度 函数 为 


二， 
plu) = | 
0 其 他 
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(1) 由 几何 知识 有 x = Reosu. 
该 函数 在 (0,2x) 内 非 单调 ,在 (0,r) 与 (r,2r) 内 分 别 单调 ,其 反 


函数 分 别 为 
Wi = arccos 六 ;ui 一 一 a ,2 €E (0,7n), |z|=R; 
us = 2r 一 arccos 之 ,u, 一 1 us € (r，2r)，| 工 | 二 尺 
R 9 2 VR — zr 2 9 9 站 . 
故 px(z) = pu) | us | 十 glus) | us | 
bl 二 
-人 Wd 
0 其 他 


(2) 由 几何 知识 , 当 随 机 点 M 位 于 xz 轴 上 方 时 ,随机 点 M 到 (一 R,0) 的 距离 Z 为 
交 尘 2Reos 2 ,而 之 一 2Rcos 


在 (0,x) 为 单 减 函 数 ,其 反 函 数 为 


人 
2 » 


之 
& 一 2arccos 一 - 


2R” 
wu 1 1 一 一 2 :0 过 2R, 
R 之 上 4R* — xz* 
1 一 (未 ) 


同 理 , 当 随机 点 M 位 于 z 轴 下 方 时 ,随机 点 M 到 (一 R,0) 的 距离 Z 为 


Z= 2Rcos(r 一 5)=- 2Rcos 允 ， 


而 z 三 一 2Rcos 在 (r,2r) 为 单 增 函 数 . 


2 


其 反 函 数 为 :u 一 2x 一 2arccos 二 ,w' 一 ;0 纪 之 2K. 
2R 4R 一 之 
三 
所 以 pz(z) 二 47 VAR 一 2 
Os 其 他 


@ 对 于 函数 非 单 调 的 情形 ,可 以 将 其 定义 域 分 成 若干 子 区 间 ,使 其 在 每 一 个 子 区 间 上 为 单调 
函数 ,从 而 可 用 公式 法 分 别 求 出 其 函数 的 密度 ,然后 相 加 即 可 ,如 〖[ 例 2.243,【 例 2. 25】 另 
外 ,这 两 个 题 也 可 用 定义 法 , 即 分 布 函数 法 求解 ,考生 不 妨 作为 一 个 练习 . 


题 型 四 ”二 维 随 机 变量 及 其 分 布 的 概念 、 性 质 的 考查 


【 例 2. 26】 如 下 四 个 二 元 函数 ,哪个 不 能 作为 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 ? 
人 一 并 二 站)90 过 元 过 赴 ees0 过 六 过 十 ee 
0， 其 他 


二 (了 十 arctan | (到 十 arctan | 


(A)Fi(z,y) = | 


(B)F, (x,y) = 
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i 
jy | 
OF = | 和 
0， 本 < | 
1 一 2 一 2 二 2 0 二 了 二 上 eeo0 过 到 十 ao 
DP = | | r 3 


0， 其 他 
【 解 】 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 具 有 表 中 性 质 (1) ~ (4) ,因此 只 有 满足 性 质 (1) 一 4) 的 
函数 才能 作为 (X,Y) 的 分 布 函数 . 
因为 对 F(x,y) 取 四 点 (1,0),(0,1),(1,1),(0,0) 有 
F(1,1)— F(1,0)—F(0,1)++F(0,0)=1 一 1 一 1 十 0 = 一 1 之 0， 
即 F(z,y) 不 满足 性 质 (4). 
故 (C) 该 人 选 . 
【 例 2. 27】 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
Ce 0 
PCZ,y) = 测 其 他 ， 
试 求 :(1) 常数 C;(2) 联合 分 布 函数 F(z,y);(3)P(O0<X 入 1,0<Y 委 2). 


to 『 十 ce 
【 解 】(1) 因为 | | g(z,y)dzdy = 1， 


+co [+oo co r+oo 
所 以 1 | | PCZ，y)dzdy = | | Ce ®t dzdy 
-ea ea C 
Sa —35 —4y 一 一 
故 C= 12. 
(2) (X,Y) 的 分 布 函 数 F(x，,y) 
Oy 0NH,F(Cry) a | gCz,y)dzdy = | | 12e es dzdy 
一 coJ 一 co oJo 
(1 一 ez)(1 一 e); 
当 z,y 为 其 他 情形 时 ,F(zx,y) 二 0. 
(I=)(l=€e YY), 到 O's 0 
故 Wi | 所 e 范 b> | 


| 


0， 其 他 

(3)P(0<X<1,0<Y<2) = F(,2)— F(1,0)— F(0,2) 二 F(0,0) 
(el . 
四 主 P(0 一 X<1,0 一 了 二 2) 也 可 直接 计算 二 重 积分 | | 12e 1” dzdy. 
0J 0 

【 例 2.28】 设 (X,Y) 服从 二 维 正 态 分 布 ,其 概率 密度 为 
zx 2 

eT (nti) , (—co0 < wy T's 


2r10? 
求 P(X 二 了 (如 图 2-5 所 示 ). 


2 2 
【 解 ] P(X 二 Y) = | gC,waray 过 or || Br dd 
TT 
XYy 


. 
Eh 


PCZ，y) = 


由 极 坐标 系 


i EE | 1 
2 。 二 一 一 a 
去 二 | do， 2 图 255 


【 例 2. 29】 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 密度 为 
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i i 六 站 学 这 囊 


0 其 他 
试 求 :(1) 常数 C,(2) 当 R = 二 2 时 ,二 维 随机 变量 (X,Y) 在 以 原点 为 圆心 ,r = 1 为 半 
径 的 圆 域内 的 概率 . 


too f+oo 
【 解 ] C1) 因为 1=| | p(x,y)drdy = | ceR- VET drdy 


z+y <R? 


2 R 
my a = 
| al CR— podp = LaRC. 
3 
TR 
(2) 当 尽 一 2 时 ， 


所 以 C= 


8 
Os 其 他 


于 是 P{X: 十 Y 之 1) = | 2— VE Ty) dzdy 
zy el 
3 


2 1 2 qd 1 
= 旋 |。 9],(2 一 ppdp 一 评 - 


题 型 五 ” 求 二 维 随机 变量 的 各 种 分 布 与 随机 变量 独立 性 的 讨论 


【点 拨 ] 1” 对 于 由 试验 给 出 的 二 维 随机 变量 的 分 布 ,首先 确定 其 可 能 取 值 ,其 次 综合 利用 计算 

概率 的 各 种 方法 进行 计算 ， 
若是 已 知 (X,Y) 的 联合 分 布 律 , 计算 满足 某 条 件 的 概率 , 则 先 写 出 满足 条 件 的 

(X,Y) 的 可 能 值 ,然后 将 这 些 值 的 概率 相 加 即 得 . 
2" 对 于 由 已 知事 件 或 随机 变量 给 出 的 二 维 随机 变量 的 分 布 ,关键 是 将 新 的 随机 变量 
的 取 值 转化 为 已 知事 件 或 随机 变量 的 取 值 ; 
3” 对 于 由 联合 分 布 求 边缘 分 布 . 条 件 分 布 , 一 般 均 直 接 利用 公式 计算 
若 联合 分 布 密度 为 pPCz,y), 则 边缘 分 布 密度 的 求解 程序 为 ， 
Q@ 画 出 p(x,y) 的 存在 区 域 Di 
@ 若 求 对 和 的 边缘 分 布 密度 px (z) , 则 先 写 出 X 的 变化 区 间 (a,65) ,然后 在 该 区 间 内 取 
一 点 ,过 该 点 自 下 向 上 画 一 条 平行 于 y 轴 的 直线 与 区 域 D 相交 , 则 先 交 者 为 下 限 , 后 交 
者 为 上 限 , 最 后 求 出 积分 , 即 


十 co ? 
wx 一 | gz)dy 一 | pzy)dyze Gasb). 
@ 求 对 Y 的 边缘 概率 密度 py (y) 类 似 处 理 , 即 
too ? 
pr (y) = 全 PCZyy)dz = | gz dry € (c,d). 


4 ”随机 变量 的 独立 性 ,主要 是 离散 型 和 连续 型 的 情形 ,一般 均 按 定义 判别 . 
【 例 2. 30 了 将 一 枚 均匀 硬币 连 掷 三 次 ,以 X 表 示 三 次 试验 中 出 现 正面 的 次 数 ,了 表示 出 现 正 面 的 
次 数 与 出 现 反 面 的 次 数 的 差 的 绝对 值 , 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 . 
【分 析 】 显 然 X 的 可 能 取 值 为 0,1,2,3, 而 Y 的 可 能 取 值 为 1,3, 然 后 利用 二 项 分 布 计算 概率 . 
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〖 解 3 因为 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 值 为 (0,3),(1,1),(2,1),(3,3) ,于 是 由 二 项 概率 公式 易 得 


P(X = 0,Y = 3) (3) 1 


即 (X,Y) 的 分 布 律 为 


3/8 0 
2 3/8 0 
3 0 1/8 


【 例 2.31]】 设 随机 变量 X 在 1,2,3,4 四 个 整数 中 等 可 能 地 取 值 , 另 一 随机 变量 Y 在 1 一 X 中 等 
可 能 地 取 一 整数 值 , 试 求 (X,Y) 的 分 布 律 ,X,Y 的 边缘 分 布 律 . 
【 解 〗 了 {X = i,Y = 7) 的 取 值 情况 是 :i = 1,2,3,4,7 是 不 大 于 i 的 正 整 数 , 由 概率 的 乘法 公式 有 


yp. - ,i Cl 


于 是 (X,Y) 的 联合 分 布 律 ,X,Y 的 边缘 分 布 律 见 表 2-4. 
表 2-4 


图 直观 上 不 难 发 现 X 与 了 之 间 没 有 独立 性 ,从 而 联合 分 布 律 一 般 均 用 乘法 公式 计算 . 
【 例 2. 32】 一 整数 ”等 可 能 地 在 1,2,3,…,10 十 个 数 中 取 一 个 值 . 设 d = d(n) 是 这 十 个 数 中 能 整 
除 的 正 整数 的 个 数 ,F = F(n) 是 能 整除 的 素数 的 个 数 , 试 求 4 与 下 的 联合 分 布 律 . 
【分 析 】 本 题 的 关键 是 弄 清 楚 a 与 的 可 能 取 值 . 经 逐个 验算 可 知 4 与 F 的 取 值 分 别 为 1,2,3， 
4 与 0,1,2, 然 后 利用 古典 概率 公式 即 可 求 出 . 
【 解 】 经 逐个 验算 可 得 10 个 整数 的 4 与 下 的 值 见 表 2-5: 
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EE 
表 2-5 
n 1 2 总 4 5 6 ? 8 9 10 
dln) 1 2 2 3 帮 4 2 4 3 4 
Fl(n) 0 1 1 2 L ' 1 2 
于 是 有 


Pd = 13F = 0 = 广 ,P(4 = iB 1 


Prada=1,F=D=0,Pld = 2,F=1)= 下: 


其 他 类 似 可 得 , 故 (4d,F) 的 联合 分 布 律 见 表 2-6. 


d(n) 
1 2 3 4 


0 10 0 0 0 

4 2 1 
1 9 10 10 10 
2 0 0 0 2 


10 


【 例 2. 33】 设 某 班 车 起 点 站 上 客人 数 X 服从 参数 为 1(A 二 0) 的 泊 松 分 布 ,每 位 乘客 在 中 途 下 车 
的 概率 为 p(0 二 pp 二 1), 且 中 途 下 车 与 否 相 互 独立 . 以 了 表示 在 中 途 下 车 的 人 数 , 求 : 
(1) 在 发 车 时 有 nn 个 乘客 的 条 件 下 ,中 途 有 m 人 下 车 的 概率 ; 
(2) 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 分 布 . 
【分 析 】 第 (1) 问 为 条 件 概 率 问题 . 因 每 个 乘客 中 途 下 车 的 概率 均 为 p, 且 下 车 与 否 相 互 独立 ,于 
是 不 难 判断 为 一 个 n 重 Bernoulli 概 型 .第 (2) 问 求 (X,Y) 的 概率 分 布 , 因 显 然 为 离散 型 
随机 变量 , 故 只 须 求 出 联合 分 布 律 即 可 ,要 特别 注意 的 是 X 与 了 之 间 并 没有 独立 性 ,从 
而 宜 用 乘法 公式 计算 . 
〖【 解 (1yP(Y= 二 mnm|X=WD) 一 Cr 因 (1 一 办 70 二天 和 过. 
(P(X=n,Y=m)= P(Y=m|X=nP(X=n) 


= Crp”" (1 — p)"™ et, C0 a i sn 


【 例 2. 34] 设 事件 A,B 满足 P(A) = ,PCB | 2) = P(A | B) = 广 : 


A 二 二 1 车 丰 发生 、 1， 若 B 发 生 | 
0， 若 和 A 不 发 生 0， 若 B 不 发 生 
试 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 . 


1 PB) P(AB) 1 
【 解 ] 因 为 P(A) 二 了 了 ,POA 一 DB 一 也， 


故 P(AB) 一 言 ,PCB) 一 地 


而 P(X=0,Y=0)= P(AB)=1— P(AUB) 
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ey 
= 1 PA) = PB) 4 PCABY 一 于， 
P(X =0, = 1) = PCAB) 一 PCB) 一 PCABJ = 语 ， 
PCX=1,Y =0)= P(AB) = P(A) P(AB)= 语 ， 
P(X=1,Y =1)= P(AB)= 言 
故 所 求 联 合 分 布 律 为 
Pe oo 1 
时 
号 1 
0 8 8 
1 
1 8 
【 例 2. 3S】 某 箱 装 有 100 件 产 品 , 其 中 一 、 二 和 三 等 品 分 别 为 80、10 和 10 件 , 现 从 中 随机 抽取 一 
件 , 记 
J 若 品 
Xx, = 车 抽 到 i 等 品 (7 = 1,2,3) 


. 其 他 
试 求 :(1) 随机 变量 Xi 与 X; 的 联合 分 布 ; 
(2) 随机 变量 Xi 与 X。 的 相关 系数 ox x ， 
【 解 】(1) 令 A, =“ 抽 到 ;等 品 ”( 二 1,2,3). 由 题 意 知 Ai ,A, ,A; 两 两 互 不 相 容 . P(A1) = 0. 8， 
P(A;) = P(A;) = 0.1. 易 见 
P{X 一 0,X =0} = P(As) =0.1, P{X: =0,X, =1}= P(A,) = 0.1, 
P{X, =1,X, =:0} = PCO) = 0.8, ‘PIX = 1,X, = 1} = PO = 0, 
即 


(2) 


PlQ.2 O08 P|0.9 0.1 


E(Xi) = 0X0.2 二 1x0.8=0.8, E(X,)=0Xx0.9++1xX0.1= 0.1, 
D(X1) = E(X?) 一 [ECXD)] = 0.16, D(X,) = E(Xi)— [LE(X;,)] = 0.09, 
ECXIX,)=0X0x0.1+0x1lx0.1+1l1x0x0.8 二 lxlx0=0,， 
cov(Xi,X;) = E(X1X;) — E(X1)E(X,) 一 0 一 0.8X0.1 王 一 0.08. 


CRI SX 一 0.08 2 
六 | 与 启 系 3 一 一 一 二 . 
中 :号 加 的 相关 系数 为 _p VDCX) VDCX:) V0.16 V0.09 3 


八木 题 由 事件 定义 了 三 个 随机 交 量 XX，X; ,Xs , 故 也 可 求 (Xi,X，) 或 (Xs，X，) 的 联合 分 布 , 读 
者 不 妨 作为 练习 . 
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E> 
【 例 2. 36]】 设 随机 变量 (X,Y) 的 密度 为 
| 0 过 Tl10 过 yy2 
ee 3 


0 其 他 
试 求 :(1) (X,Y) 的 分 布 函 数 ; (2) (X,Y) 的 两 个 边缘 分 布 密度 ; 
(3)(X,Y) 的 两 个 条 件 密度 ; 


(4) 概率 PCXY > 1),P(Y > X) 及 P(Y 一 去 X< 去 ). 


【 解 】(1) 分 情况 讨论 . 
(1 ) 当 xz 过 0 或 y 达 0 时 ， 
因为 g(x,y) 二 0, 所 以 F(x,y) 一 0. 
(i ) 当 0 二 zx 过 1,0 二 y 达 2 时 ， 


因为 p(X,y) 一 之 十 可 zy， 


le plu,v)dudv = | (we 十 于 四 )dudv 


ss i 
了 Z 2 十 15Z 7 ， 
( 放 》 当 0<z 委 ly 二 2 时 ， 


F(z,y) = jl pl(u,v)dudv = | [ge audo 
一 co -oo 0J0 
zf2 
= | | peu wdudo 
有 z [2 1 a L 2 
= 上 {ts 未 也)dudu = 本 (2Zz 十 1)Z 
( 习 》 当 丰富 10 之 过 3 有 时， 
2 y 1 [ry 
Fz’) =| | gowdudo = | | puso dudv 
-coJ 一 co 0J0 


9 


所 以 F(z,Yy) 


二 [| (# + 3 )dudy = 了 本科 太史 
了 3 15 : 
(VY 当 E lyS2 时 ; 
i a lL 2 1 - 
Wg =| | + ww )dudo = | du| (+)do=1. 


综 上 所 述 ,分 布 函数 为 


zy(z 十 学 )， 0<z<1l,0Ty<? 
CN oe 
襄 y(4 十 >)， t=10 有 ya2 
1， >1];y 放 2 


(2) 当 0 才 1 时 ; 
十 co 2 2 
px = | wz)dy = | ( 开 十 储 )dy = 2 十 全 =, 故 
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2 好 十 二 zx，10 运 过 巡 1 合 
Px(T) 一 3 。 


0， 其 他 
当 0 委 > 过 2 时 ， 
es 1 
py(y) = | g(x, dr 一 六 (过 人 一 襄 十 二 > 故 
1 1 
志 二 去 和 0 和 过 和 2 有 
wo b> 
0， 其 他 
(3) 当 0 达 y 志 2 时 ,XX 关于 Y= 二 y 的 条 件 密度 为 
SE CCZzy) _ bz 十 2zy 
py (y) 2 
当 0 之 x 过 1 时 ,了 关于 XX 二 工 的 条 件 密度 为 


DCzy) 37 十 y 
px CX) 6 和 2 


prz|y 


ply | xX) = 
(4) 如 图 2-6 所 示 ， 
PAX+Y>D= || pr drdy 


r+y>1 


1 2 六 xy _ 65 
| ,az 人 ts )dy = 72° 图 2-6 


如 图 2-7 所 示 ， 
Pl(Y > X) = cardy 


了 > 


-eftis)o 


2 2 1 1 
P(X<) Fx (5) > 
由 ,2 也 
本 工 训 = 中 地 人 5 py 
3 EE 
| px (TXT) dz 图 2-7 
【 例 2. 37] 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
iad | |y|l<=<z,0<zx<1 
Pe 全 其 他 


试 求 :(1) 条 件 概 率 密度 p(x | y) ,gly | z); 
COP(X> 去 | 工 > 90). 
【 解 】(1) 如 图 2-8 所 示 ， 
| z=1-», | 


十 co 一 
py CY) =| pry dr — 由 四 六 二 于 二 
0， 其 他 
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= 0” |y|=1 
0， 其 他 
站 y= 0 二 z=1 


十 co 
p(T) = | gx)dy 一 at 
0， 


于 是 ,条 件 概 率 密度 分 别 为 


1 
Wk 
由 -yc 这 -| 上 六 各 密 攻 ; 
Th 其 他 
(zx,y) 二 | y | 过 z 
0， 其 他 


1 
P(X 3 
1 2 _ 图 中 阴影 面积 _ 3 
CwP(X> 寺 |Y>0)= PY S10) 人 AOB 的 面积 ”4 
付 对 | y | 二 1, 条件 窗 度 p(z | y) 不 存在 ;对 过 0 或 x 宇 1, 条 件 密度 ply | z) 也 不 存在 . 
| ey TOY 
2.38 X,Y my 一 
【 例 2. 38】 设 (X,Y) 的 密度 函数 为 p(Czyy) | be 


试 求 :(1)X,Y 的 边缘 密度 函数 ,并 判别 其 独立 性 ; 
(2)(X,Y) 的 条 件 概率 密度 ; 
(3)P{X>2|Y=4). 

【 解 】(1) 因为 当 z 二 0 时 (如 图 2-9 所 示 )， 
pC = | pr,wdy = | ey = 


eT wz 0 
上 一 本 
人 人 其 他 


» 


[ear 一 ye 当 y 盖 0 
0 


oo 
同 惠 有 gr(y) 一 | g(x)dz 一 4 
Odzx = 0， 其 他 


一 co 


因为 pCz,y) 关 pvCz)ov(Cy), 故 X 与 了 不 独立 . 


(Wy 》 e >”， BR 
2) 对 一 上 0， -2 
(2) 对 一 切 工 之 0,p(Cy | Z) 本 和 其 他 
1 
于 盖 工 二 0 
Way>ovc 1 有 党 人 
人 0， ”其 他 
| edzxdy | py 
P{X>2,Y<4) _ Assc 加 ,dz| e dy er 
1 一 5e 


PE | gdy | yeay 
0 


y<4 


【 例 2. 39】 已 知 随机 变量 X 和 Xs 的 概率 分 布 


二 0 1 
i 四 1 ix :|， 
到 有 
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= 
而 且 P(XIX, = 0)=1. 
(1) 求 X 和 Xs* 的 联合 分 布 ; 
(2) 问 X 和 X* 是 否 独立 ,为 什么 ? 
【 解 〗(1) 由 P(X1X, 二 0) 二 1, 有 P(X1Xs 了 关 0) 二 0, 故 
P{X! =—1,X, = 1} = P{X, 1,X, = 1} = 0. 


于 是 PR =— 1,X = 0) = P{X, =—1) = 开 ， 


PX = 0%R = 1} =© PlX; = I} = 


P{X, 1 ,和 0} P{X, 一 1) = 9 


4 
PB{X: 0 Wy = = ( 云 十 去 十 元)= 0， 
所 以 ,XXX1 和 及 2 的 联合 分 布 见 表 2 


表 2-7 
本 3 1 | Be = 六 
| 
1 0 于 1 也 
POG = 并 去 于 1 


(2) 因为 P{X = 0,Xs = 0) 0 天 P{X 一 0}P{X, 一 0) 一 玛 X 玛 , 故 X 与 Xs 不 
独立 . 


题 型 六 求 两 个 随机 变量 的 简单 函数 的 分 布 


布 ,并 且 用 定义 法 求解 具有 一 般 性 , 须 重 点 掌握 . 
若 已 知 (X,Y) 的 联合 密度 为 p(x,y),Z = 二 g(X,Y), 则 2 的 密度 可 通过 先 求 2 的 分 布 函 


数 F(z) = 二 P(Z<z)= Plg(zr,y) 2z) = 可 2(Cz,y)dzdy, 然 后 求 导 而 得 2 的 密度 
g(CZy ys 委 = 


函数 pg,(z) = F's(z) ,但 要 注意 的 是 上 面 的 二 重 积分 一 般 要 分 情况 讨论 . 
【 例 2. 40】 设 (X,Y) 的 分 布 律 见 表 2-8. 
表 2-8 


> 
< 
| 
~ 


SI Sm S|- 
Sl- SI SBIN 


求 Z = 久 十 Y 的 分 布 律 . 
〖 分 析 】 找 出 2 的 所 有 可 能 取 值 ,并 注意 将 相同 的 值 进行 合并 ,然后 求 出 对 应 的 概率 . 
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上 == 
【 解 】 
(X,Y) Z= XY 

二 《一 SC) 一 全 
证 一 多半 一 二 
已 人 一 和 0 
下 (全 = 一 洛 
二 (= 1 0 
0 ¢— ,2) 1 
于 (0., — 1) 生计 
汪 (0,1) 1 
去 (0,2) 2 


pA 1 2 
故 Z = 二 十 Y 的 分 布 律 为 二 和 1 4 3 1 2 


P，| 0.3 0.7 p, 


求 随机 变量 Z = XX 十 Y 的 分 布 律 . 
【 解 】 因 为 X 与 Y 相 互 独立 ,所 以 P; = P;， PP,. 


于 是 联合 分 布 律 为 

因 之 Py (X,Y) Z=X+Y 
0.18 (152) 3 
0. 12 (1,4) 5 
0. 42 (3,2) 5 
0.28 (3,4) 7 

故 


Z=X+Y 3 5 
用 0.18 0.54 0.28 
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【 例 2.42] 设 XX 和 YY 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 


0<Zz<<Il 
由 全 二 和 “区 人 

试 求 随 机 变量 Z = X 十 Y 的 概率 密度 . 
【 解 】 因 为 X 与 Y 相互 独立 ,所 以 联合 密度 为 
0 二 Rly>0 
其 他 6 


C1) 显然 , 当 区 二 .0 时 ,F;(z) 二 学 | p(x,y)drdy = 9. 


I+y<z 


pz 人 一 和 (zw 一 


(2) 如 图 2-10(a) 所 示 , 当 0 三 z 二 1 时 ， 
Fy = | plzry)dedy = | dz eay 
0 0 


Z+Hy<> 


一 艺 一 十 人 2 
(3) 如 图 2-10(b) 所 示 , 当 z 宇 1 时 ， 


; 9py(y) = | 


Gs y>0 
0， y 志 0 


(a) 


和 5 {fh 
F,(z) = | pl(z,y)dzrdy = | az| e dy 
zySz 
一 1 十 二 一 的 6 7. 
故 Z = 二 XX 十 Y 的 概率 密度 为 ”yp,(z) 一 Fz(z), 即 0 
0， 总 到 (b) 
pz (z) -fe (0 二 - 和 -< 十 沁 图 2-10 
(8 一 二 0 人 3 1 
【 例 2. 43】 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
_ /3z， 0@ 过 落雪 150 女 区 去 歼 
pT,Y) 二 二 网 其 他 ， 


试 求 2Z =X 一 立 的 概率 密度 . 
【 解 】3 如 图 2-11 所 示 , 当 z<0 时 ,Fz(Cz) 二 0; 
当 0 近 这 雪 1 时 ， 


z 六 1 ww 
Fs(z) = ||szdzdy 十 | szdzdy = | dz| 3zdy +| dz| 3Zzdy 
0 0 z ee 
D, 


Di 


1 
一 二 Zz 一 一 Zz; 


2 2 


i rz 
当 z 之 1 时 ,FF,(z) | dz| Sly = 
0 0 


3 
Sl—2), 0X 
故 “0 -Fe -| oe 
0， 其 他 
【 例 2. 44】 设 随机 变量 X 与 Y 相互 独立 , 且 其 概率 密度 分 别 为 
2 2 
一 e”， 0 < 工 志 十 co 
px (Z) -全 ; 
0， ”其 他 
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Dm 
Ee”,， 0<y<+o% 
-全 ; 


0， 其 他 
求 Z=VX 十 YY 的 概率 密度 . 
【 解 】 由 题 意 X 与 了 相互 独立 ,于 是 (X,Y) 的 概率 密度 为 


E 0 二 工 志 十 se，10 才 yy 一 十 ee 
PT»IY) = VDx(CZ)oyr(Cy) 一 3 工 
Os 其 他 


如 图 2-12 所 示 , 当 zz 二 0 时 ,Fy(z) 二 0; 当 z 宇 0 时 ， 


Fz(z) = ||gz,y drdy = 二 || ee ardy 


Zz 型 站 党 过 
E 4 至 | _ 
一 4| dg| 。 四 odo 1 一 e”. 
故 ,Z = VX 十 YY 的 概率 密度 为 图 2-12 


0， 0 
pz (z) = Fw = . : 
2ze*”，z 宇 0 
【 例 2. 45] 设 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 是 正方 形 G = {(x,y) | 1 过 x 过 3,1 过 y 达 3} 上 的 
均匀 分 布 , 试 求 随 机 变量 U ==| X 一 Y | 的 概率 密度 p(w). 


【 解 】 由 题 设 可 知 X 和 YY 的 联合 密度 为 J 
人 1 下 
f(zyY) = 4 4 2 
0， 其 他 I 
设 Flu) = P{U 过 wu}( 一 二 wu 二 %) 表示 随机 变量 UU 的 分 布 函 数 . | 
如 图 2-13 所 示 , 当 ww 志 0 时 ,F(w) = 0; 当 zw 之 2 时 ,Fo) 一 1 1 天 
当 0 二 《二 2 时 ， 


ae | Fa 三 | Tazdy 


lz—y|l<u lz—yl<u 


= 7[4 (2 一 )?] 一 1 一 闻 (2 一? 
和 ee 0<u<2 
0， 其 他 
【 例 2. 46】 设 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 见 表 2-9. 
表 2-9 
了 X 0 下 2 3 4 8 
0 0 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 
1 0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.08 
2 QQ 0.03 005 0.05 005 0;06 
3 0.01 ”0.02 0.04. 0.06 9.06- 0,. 05 


试 求 :(1)P{(X 王 21Y=2),P(Y=31X=0); (2)V = max(X,Y) 的 分 布 律 ; 
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本 
(3)U 二 min(X,Y) 的 分 布 律 ; (4)W = 二 V 十 U 的 分 布 律 . 
【 解 ] (1) P{X 一 21Y 一 2) 7 5 
> ,PIX= YY =} 


类 似 有 PlY=3|X=0)}= 人 = 时 


03 
(2) P{V = 让 = Pimax(XyY) = 让 二 P(X 二 i 了 过 认 征 P(X 和 训 了 二 让 
i i 
一 DIP{X=iY=k}+ DO P(X=Eh,Y=i),i= 0,1,.,5, 
=0 £=0 


V = max(¥X,Y) | 0 1 2 3 4 5 
于 是 


Pp | 0 0.04 0.16 0.28 0.24 0.28 


(3) PC(U=i) = P{min(X,Y) =i} = P(X=i,Y 宇 + P(X>i,Y = 


3 5 
= PP{(X=iY=k)+ 2 P(X=k,Y=i),i=0,1,2,3, 
k=i 


k= 计 1 


U = min(X,Y) 0 J 2 3 
于 是 
P 0.28 0.30 0.25 0.17 


(4) 因为 W = 二 V+*+U= max(X,Y) 十 min(X,Y) 二 X 十 Y， 
于 是 有 


W=V+U 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
0 


0.02 0.06 0.13 0.19 0.24 0.19 0.12 0.05 


【 例 2. 47】 设 某 型 号 的 电子 元 件 寿命 (以 小 时 计 ) 近似 服从 N(160,20?) 分 布 ,随机 选取 4 件 , 求 
其 中 没有 一 件 寿命 小 于 180 bh 的 概率 . 
【 解 3 设 选取 的 4 件 电子 元 件 的 寿命 分 别 为 Ti,T;,Ts,T,,T;~N(160,20°)，1i 二 1,2,3,4, 对 
应 的 分 布 函 数 为 F(1)， 令 工 = min(T,T,,T,,T,), 由 表 2-2 最 后 一 栏 有 
Estt) = P{T 开 二 1= P(TSW.= 1 ll—F(D}. 


于 是 P{T 宕 180}=1—P{T<180} = [1— F(180)]'. 
i 
因为 FCD) | dr = @ (EL), 


其 中 ,GB(2) 为 标准 正 态 分 布 函数 ,此 处 jy 二 160,o 二 20， 
所 以 P{T 守 180} = 1 (W030)] 


= [1— 58)] = (1—0.8413)* = (0.1587)‘. 
【 例 2. 48】 对 某 种 电子 装置 的 输出 测量 了 5 次 ,得 到 的 观察 值 Xi ,X; ,X3 ,X4 ,Xs , 设 它 们 是 相互 
独立 的 变量 , 且 都 服从 同一 分 布 


F(z) es a 
0， 其 他 
试 求 :max{X1 ,XX, ，,Xs,X,Xs) 之 4 的 概率 . 
【 解 ] 令 V = 二 max{Xi,X;,X;,X,Xs}, 
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由 于 Xi ,XX; ,XX ,XX, ,Xs 相互 独立 , 且 服 从 同一 分 布 ,由 表 2-2 最 后 一 栏 有 
Fax (2) = LF(z) J:, 
所 求 概率 P{V>>4=1—P{V<4}=1— F,,(4) 
=1—[LF(DF =1—( ey). 
轩 最 大 (max) .最 小 (min) 函数 是 常用 的 两 个 特殊 函数 , 须 掌握 其 处 理 技巧 . 


第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


思维 定 势 1 若 题 设 中 给 出 随机 变量 X ~ NG,07) , 则 马上 联想 到 应 用 标准 化 二 
| ~ NC0,1) 来 处 理 有 关 问 题 . i 


【 例 2. 49】 设 随机 变量 XX~ N(2,o), 且 PG2 一 X< 一 4) = 0.3， P(X 一 0) 一 


【 解 ] PC2 一 X< 一 人 一 P 人 (2 二 一 “一 一生 2) 


o o 


o 
一 5( 二 )= 0.8 
故 P(X<0) -P< 2) 
oO oO 


1 


二 1 一 0.8 王 0. 2. 


思维 定 势 2 求 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 fx(z) ,六 (y) 的 问题 ;应 该 马上 
: 联想 到 先 画 出 使 联合 概率 密度 /(z,y) 天 0 的 区 域 ,然后 定 出 X 的 变化 区 间 , 再 在 该 区 
则 内 画 一 条 平行 于 y 四 的 直线 , 先 与 区 域 边界 相交 的 为 y 的 下 限 ,后 者 为 上 限 ， 


”zldw，a<x<z 
wd 1 We 


【 例 2. 50】 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
_ /24(l—zx)y 0<zxz<1l, 0<y<z 
f(z,y) = |。 » 其 他 ， 
求 :(1)X 与 Y 的 边缘 密度 fx(x),fy(y);(2)X 与 YY 是否 相 互 独立 ? 


〖 解 3 使 f(x,y) 关 0 的 区 域 如 图 2-14 所 示 中 卫 , 当 0 过 zx 过 1 时 ， 
Rd = | f(z,ydy 
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| 


24| (l= zydy 
0 


= (1 
帮 a A 0 过 天 过 1 
Zz) = 
EE i 其 他 
| 2430 一 adr， 下 < 和 图 2-14 
同 理 fy(y) = 可 
O03 其 他 
人 0 过 y 达 1 
0， 其 他 


(2) 因为 f(x,y) fx(z) * fy(y) 
所 以 X 与 了 不 相互 独立 . 


思维 定 势 3 ”欲求 二 维 随机 变量 (X,Y) 满足 条 件 了 之 g(X)[ 或 Y 过 gCX)] 的 概率 ,应 
: 该 马上 联想 到 一 重 积分 | /=,27dzdy 的 计算 ,其 积分 域 D 是 由 联合 密度 Flz,y) 天 0 


的 平面 区 域 及 满 忌 Y 了 宇 g(X)[ 或 YY 过 g(X)] 的 区 域 的 公共 部 分 . 


【 例 2. 5 本 设 甲 船 到 达 港 口 的 时 间 均 匀 分 布 在 8 一 12 时 ， 乙 船 到 达 港口 的 时 间 均 匀 分 布 在 7 ~ 9 
时 ,两 船 到 达 的 时 间 相 互 独立 , 求 两 船 到 达 港 口 时 间 相 差 不 超 过 5 min 的 概率 . 
〖【 解 3 设 X,Y 分 别 表示 甲 、 乙 船 到 达 港口 的 时 间 , 由 题 设 X,Y 的 概率 密度 分 别 为 


地 8 
xX\I es 9 


0， 其 他 

机 Fi 

fy(y) =42 
0， 其 他 


由 于 X,Y 相互 独立 , 故 (X,Y) 的 联合 密度 为 
fx,y) = fx (zx)fy(y) 


| Bw 
0， 其 他 


5 min 即 十 h, 故 欲求 的 是 P{1 X 一 了 |< 各)， 
画 出 F(z,y) 关 0 的 区 域 [8 <z<12,7<y 雪 9] 及 
1z 一 y| 之 十 的 区 域 ,如 图 2-15 所 示 ， 


8 
Sow 面 各 二 AABC 的 面积 一 人 ABC 的 面积 


P{1X-YI 生 二 }= Ce,yardy = BX Soemm 
G 
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WS 
1 113\2 1 /lly? 
= yy 
= 
人 
1 1 
改 P|1X Yi 
二 、 综 合 题 解析 


【 例 2.52] 假 设 一 设备 开机 后 无 故障 工作 的 时 间 关 服从 指数 分 布 ,平均 无 故障 工作 的 时 间 EX 为 
5 h. 设备 定时 开机 ,出 现 故 障 时 自动 关机 ,而 在 无 故障 的 情况 下 工作 2 h 便 关机 . 试 求 
该 设备 每 次 开机 无 故障 工作 的 时 间 Y 的 分 布 函数 F(Cy). 


对 于 yy 二 0,F(y) 二 0; 对 于 y 宇 2,F(y) 一 1. 设 0 过 > 到 2， 
有 Fl(y)= P{Y<y}= P{lmin(X,2} < y) 

= P(X<y}=1—et. 
于 是 ,Y 的 分 布 函数 为 


Qs y<0 
F(y)=41—e?, 淖 证 委 太 过 忒 
1， 车 y 宇 2 


【 例 2.S33 设 X 与 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 它们 均匀 地 分 布 在 (0,1) 内 , 试 求 方程 
十 Xt 十 Y = 二 0 有 实 根 的 概率 . 
【 解 】 由 题 设 X,Y 的 概率 密度 分 别 为 


1 

ae- 人 TE 
0， 其 他 
1 

ro -| 0<y></ 
0 其 他 


由 于 X,Y 相互 独立 , 故 (X,Y) 的 概率 密度 为 
1] 
0 ZiQ / 
rw = < Sn 


0， 其 他 | 
方程 如 十 Xt 十 Y 二 0 有 实 根 的 条 件 为 X? 一 4Y 宇 0, 因 此 所 求 概率 为 y 
P{X’— 4Y > 0), 4 


1 [于 
(1) 当 L<4 时 ,由 图 2-16 有 P(X 一 4Y 之 0) 一 | dz|. 去 dy 二 证 1 


i l 
Ci 当 4>4 时 ,P(X 一季 之 0) 一 | dy 去 dz 一 1 一 坊 1 
0 3 
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ER 


习 题 二 
1. 填空 题 . 
(1) 设 随机 变量 贸 一 BC(2,p),Y 一 B(3,p), 著 P(X 宇 1) = 总, 骨 PCy 关 1) 一 


(2) 已 知 随机 变量 义 只 能 取 一 1,0,1;2 四 个 数值 ,其 相应 的 概率 依次 为 元 , 蔚 ， 这 ,元 6-* 则 一 


(3) 用 太 和 奖 汪 X 的 分 布 函 数 下 (z) 表示 下 述 概率 : 


P(X<<a)= , P(X=4a)= . 
P(X>a)= ; P(xi Xx) = 
(4) 设 k 在 (0,5) 上 服从 均匀 分 布 , 则 方程 4x? 十 4kz 十 k 十 2 二 0 有 实 根 的 概率 为 
(5) 已 知 PX 二 们 二 上 ,P{Y 一 一 旭 一 访 (k 一 1,2,3),X 与 Y 独立, 则 a 一 六 二 
,联合 概率 分 布 为 ,QZ 一 和 十 了 的 概率 分 布 为 
csin(z 二 y),， 0 过 zx,;y 达 地 
(6) 已 知 (X,Y) 的 联合 密度 为 p(z,y) 一 4 , 则 < 一 ,了 的 
0， 其 他 


边缘 概率 密度 py(y) 一 
(7) 设 平面 区 域 刀 由 曲线 y 一 二 及 直线 y 一 0, 工 一 1 一 电 所 国 成 ,二 维 随机 变量 (X, 了 ) 
在 DD 上 服从 均匀 分 布 , 则 (X,Y) 关于 XX 的 边缘 密度 在 工 一 2 处 的 值 为 
(8) 若 Xi ,Xs，…,X, 是 正 态 总 体 NCps0?) 的 一 组 简单 随机 样本 , 则 流 一 二 (Xi 十 Xs 十 … 十 
X,) 服 从 
(9) 如 果 (X,Y) 的 联合 分 布 律 用 下 列表 格 给 出 ， 
(有 ,YY) [a,D (C152) C3) (Dsl) C52 C2539 


于 1 1 1 
Pr | 6 9 18 3 B 
且 久 与 Y 相互 独立 , 则 a 一 ,B= 
(10) 设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 

一 也 0 
让， .3 
12 12 

1 
13 0° 
2 
0 

则 Q@ Z = 和 十 立 的 分 布 律 ; @ 和 一 X 一 了 的 分 布 律 


@ U= XX 十 Y 一 2 的 分 布 律 
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ES 
2. 单项 选择 题 . 
(1) 如 下 四 个 函数 哪个 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 
0 ， 天 过 一 2 0， ee 
A. F(z) = 去， 一 下 二 二 人 证 
2 ZX 宇 0 1， Tx 
0， z=0 0， z= 
; A 1 1 
Ce Pi) a Se Dy = "3" US EE 9 
A 1 
1， Z 之 也 1 ， wD 
(2) P(X 二 有 ) 二 Are7/k! (ER 一 0,2,4,…) 是 随机 变量 的 X 的 概率 分 布 , 则 1,c 一 定 满足 
A.A4 二 0. B.c 0. CG. = 0. Dcs0.HAS0. 【 了 
A. P(X 过 0)= P(X0) = 0.5. B. p(Cz) = yp(— x),r GE (一 co 十 ceo). 
C. P(XZ1) = P(XE1) = 0.5. D. F(z) =1—F(— 7x),r€ (一 co 十 co). 
【 】 
(4) 了 ,了 相互 独立 , 且 都 服从 区 间 [0,1] 上 的 均匀 分 布 , 则 服从 区 间或 区 域 上 的 均匀 分 布 的 随 
机 变量 是 
A. (X,Y). B.X 十 Y. C.X2. D.X—Y. r  ]】 
(5) 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 是 
X | —2 = 前 1 2 
1 2 1 1 
和 页 加 年 


则 了 一 X? 的 分 布 律 为 
Y 一 X2 | 4 1 
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FE 
Q's oe < 
(6) 设 通 数 (x) 一 3 0 二 zx 过 1, 则 
15 东芝 
A. F(x) 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 . B. 不 是 分 布 函 数 . 
C. 离散 型 分 布 函 数 . D. 连续 型 分 布 浮 数 . 【 】 


(7) 设 X,Y 是 相互 独立 的 两 个 随机 变量 ,它们 的 分 布 函 数 分别 为 Fx(zx),Fy(y), 则 2Z = 
max(X,Y) 的 分 布 函 数 是 
A.Fz(z) 一 max{Ex(Cz)，Fy(Cy))， B. Fs(z) = max{| Fx (Cz) | Fy(yy 1 六 
C. Fs(z) = Fx (x)Fy(y). D. 都 不 是 . 【 】 
(8) 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ,其 分 布 函 数 分 别 为 Fx(Cz),Fy(Cy)， 则 
2 一 min(X,Y) 的 分 布 函 数 是 


A, Fyte) = Fytry, B. Ftz) = FoytyN 
C. Fz(z) = min{Fx (x) ,Fy(y))}. D. Fy(z) = 1—[1— Fx(zx)][1— Fy(y)]. 
. r[ 1 
pe 1 二 订 记 
(9) 设 X 的 密度 为 p(z)， 而 g(x) 一 -二 55' 则 Y 二 2X 的 概率 密度 是 
1 2 1 1 
A. Tay B. ry: C. Tay D. Tarctanx. 【 】 
ee 0 
(10) 设 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 密度 为 gLz，y) 一 | Ne ， 则 
Z 二 革 的 分 布 密度 是 
1 —(z+y) zty) 
et zd yd 人 
A.plz) =12 CP ap 站 和 
0 其 他 0, 其 他 
1 
4ze 2 ， 0 一 em0 
ca 
0， zz 入 0 0， z<0 
(11) 设 两 个 相互 独立 的 随机 变量 义 和 Y 分 别 服从 正 态 分 布 N(0,1) 和 N(1,1), 则 下 列 结 论 
正确 的 是 
A.P{X+Y<0) 一 亏 . B. P(X+Y<1) =— 3. 
C.P{X—Y<0)=—. D. P(X—Y<1) = 去. [ J] 
(12) 设 随机 变量 X 服从 指数 分 布 , 则 了 一 min{X,2} 的 分 布 函数 是 
A. 连 续 函 数 ， B. 至 少 有 两 个 间断 点 . 
C. 阶梯 函数 . D. 恰好 有 一 个 间断 点 . 【 】 
3. 证 明 题 . 
XKX—a 


(1)X 一 N(a,o’)，, 证 明 :Y = 服从 标准 正 态 分 布 N (0,1). 


” 
(2) 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 分 别 服从 参数 为 ;42 的 泊 松 分 布 , 证 明 :ZZ 二 XY 
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[| 
服从 参数 为 M; 十 )z 的 泊 松 分 布 . 
(3) 设 F(x) 是 分 布 函数 ,证 明 : 对 于 任意 户头 0, 函数 g(z) 一 去 | FCD)di 也 是 分 布 函数 . 
放生 


4. 计算 题 . 
(1) 向 目标 相互 独立 地 射击 5 次 ,每 次 命中 目标 的 概率 为 0.6, 求 命中 目标 的 次 数 和 的 分 布 密 
度 . 
(2) 某 射 击 手 有 5 发 子弹 ,射击 一 次 命中 率 为 0.9, 如 果 他 命中 目标 就 停止 射击 , 命 不 中 就 一 直 
射击 到 用 完 5 发 子弹 , 求 所 用 子弹 数 X 的 分 布 密度 . 
(3) 设 随 机 变量 X 的 分 布 密度 为 p(z) 二 Aef, 求 A， 
(4) 设 一 批 产 品 中 有 10 件 正 品 ,3 件 次 品 , 现 一 件 一 件 地 随机 取出 ,分 别 求 出 在 下 列 各 情形 中 
直到 取得 正品 为 止 所 需 次 数 义 的 分 布 密度 . 
@ 每 次 取出 的 产品 不 放 回 ;@ 每 次 取出 的 产品 经 检验 后 放 回 ,再 抽取 ;@ 每 次 取出 一 件 
产品 后 再 放 回 一 件 正 品 , 然 后 再 抽取 . 
| et 
(5) 随机 变量 处 的 密度 为 p(x) 一 1 一 丈 ， 
0， 其 他 


求 ;GD 常数 c;@OX 落 在 (一 地, 地) 内 的 概率 . 
(6) 随机 变量 X 的 分 布 密度 为 


i 0 去 由 
2 1—x:， 1 区 NE 
or) = 4 7 @Op(z) 二 42 一 2 1EEZ, 
0， 其 他 . Os 其 他 . 


求 ,@@ 的 分 布 函 数 下 (z). 
(7) 设 测量 从 某 地 到 某 一 目标 的 距离 时 带 有 的 随机 误差 X 具有 分 布 密度 函数 
exp( 3 ), 
40 /Zn 3200 
试 求 :GD 测量 误差 的 绝对 值 不 超过 30 的 概率 ; 
@ 接连 测量 三 次 ,每 次 测量 相互 独立 进行 , 则 至 少 有 一 次 误差 的 绝对 值 不 超过 30 
的 概率 . 
(8) 设 电子 元 件 的 寿命 X 具有 密度 


-1 TOO 


90， X100 
问 在 150 h 内 ,@ 三 只 元 件 中 没有 一 只 损坏 的 概率 是 多 少 ?@ 三 只 电子 元 件 全 损坏 的 概 
率 是 多 少 ?@) 只 有 一 个 电子 元 件 损坏 的 概率 又 是 多 少 ? 
(9) 对 圆 片 直径 进行 测量 ,其 值 在 L5,6] 上 均匀 分 布 , 求 圆 片面 积 的 概率 分 布 . 


(10) 设 X 分 别 为 | 一 要 ,各 | ,[o, 林 ] 及 [0,2x] 上 的 均匀 分 布 变 量 , 求 Y 二 sinX 的 密度 函数 . 


(11) 已 知 外 服从 参数 为 p 二 0.6 的 0 一 1 分 布 ,在 尖 二 0, 久 二 1 下 ,关于 Y 的 条 件 分 布 分 别 
见 表 2-10 和 表 2-11: 


PCZ) = 03 之 区 世 十 Da; 


和 
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El 
表 2-10 表 2-11 
Y 1 2 3 Y 1 2 
rm 1 
PY | X= 0) 1 了 4 PCY | 这 二 1 7 6 3 


求 (X,Y) 的 联合 概率 分 布 ,以 及 在 了 关 1 时 ,关于 和 的 条 件 分 布 . 
(12) 设 随机 变量 入 与 立 相 互 独立 ,并 在 区 间 [0,9] 上 服从 均匀 分 布 , 求 随机 变量 Z 二 的 分 


布 密度 . 
(13) 设 X 与 了 相互 独立 ,分 布 密度 分 别 为 
工 之 


Da 3 

es 0 二 es3,， y 宇 0 
px CZ) -1 ; py Cy) 上 二 | 

Qa 育 声 兴 0， TO 


求 随机 变量 Z 二 外 十 了 的 分 布 密度 . 
(14) 设 四 ,Y 相互 独立 , 且 在 [0,1] 上 均匀 分 布 , 试 求 使 方程 x? 十 2Xz 十 Y 二 0 有 实 根 的 概率 . 
(15) 设 (X,Y) 的 密度 为 
24y(1 一 Z 一 y)， Zzx>0,y>>0,z++y<=1， 


Cy) = 
Ee 其 他 . 


求 :DD px (7) ,9{y | x} ,p(y 1 法 宇 3};® pyr (9) ,p(T | a | y= 二) 


(16) 假设 随机 变量 立 服从 参数 为 和 二 1 的 指数 分 布 ,随机 变量 
X, 一 人 ed L325 
1,， Y>&k. 
求 :Xl 入, 的 联合 概率 分 布 ;OECXI 十 闵 ;). 

参 考 答 案 
1. (1) 区 

(2)c = 2. 

(3) PC(XZa) = F(a),P(X=a)= P(XL<a)— PXTa) = Fla)— F(a—0), 

P(X>a)=1— F(a),P(zi XE) 一 下 (zi) 一 下 (zl). 


(4)0. 6. 

二 时 二 A 
4: 汪 

(5)a 一 所 .一 36 
"Il dg” ww ww ww 
2 8 18 
ww ww wb 
3 12 27 


N 

| 
CS 

| 
ji 
La] 
[EN 
[8] 

Fs 


P | 240 66¢ 25la 126a 72a 
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ES = 
(0)c 一 二 lw) — WE+1) V2 一 5sin(y 十 要) (0<y<H). 


1 0 
0 (Np )- (Wa = 二 池 . 
过 十 黎 | 症 二 下 二 1 3 ; 1 3 
(10) @ 
站 
和 
py 
2 .2 
| 
12 12 12 1 12 12 15 
CE 
4 4 
@ 
| 下 下 
2 1 1 五 五 五 瑟 
2.(1D)C (2)B WC WA (5)D (6)B DC WD WB (loC ADB 
3. 略 . 
让 
4. (1) 二 11 这 轿 到 部 六 
343 243 2343 243 343 243 
X | 1 2 3 4 和 
(2) 
P | 0.9 0.09 0.009 0.0009 0.0001 
(3)A= et 
nT 
xX| 1 2 3 4 
(4) 中 10 3 i0 3 2 10 3 2 1 
13 13"12 13°"12°11 13°12°11 
/3 10 
加 二 各 二 | 和) 全 | 
x | 1 2 3 
® ] Te i 


Cy =， 区 二 
nT 3 


0， 区 入 1， 
(6) Fi (zx) = 1 十 二 arc sinz 十 方 ， 一 这 
1， 光志 


(12)D 
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[| 
0， 而 05 
x (< 
F(X) = 3 2 
完 
27z 一 本 一 1 卫生 让 去 25 
1， 部 
(7)D0.4931. @0. 87. 
8 1 4 
国语 国 训 加 十 
0， a 
K 20 ype YR 
9》 ~ ~ 9 
(9) Fy) = /ys, 2 yr P=IVry “ 
; 0， 其 他 
1， y 9n, 
1 | I 
(10) py(y) = 4 区 1—y py(y) = x VIi—y 
Oa 其 他 0， 其 他 
! ,1<y<l1, 
py (9) 一 4rVI 一 y 
y 其 他 
Y 
xX 1 x | 。 
(11) 0 GY P ro0.5 0.5 
1 |0.3 o1 0.2 位 天 也 
0， 总 过 05 
1 
| 全 
(12) g,(z) = 42 3 
1 
2z2 9? 沪 册 ， 
es 地 (1 一 ee )， zx 之 0， 
(13) ) = 
Ps (0 之 << 0. 
(14) PCX: 一 Y 之 0) = 村. 
C15) @ w= 0 过 无 过 1， 
10， 其 他 . 


6y(1 = 天 一 荔 ) 
ply | z) -1 (一 天) 


g(y | 工 一 也) 一 
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0， 其 他 . 
人 0 一 y 芯 亏 ， 
0， 其 他 . 
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| 
12y(1 一 2:， 0<y<=1, 
(y) = 
名 区 多 | 其 他 . 
上 z>0y>oz+y<1， 
plz | y) 一 
0， 其 他 . 
TE 
g(x1y= 节 ) = 2 2 
0， 其 他 . 
Xx 
: 0 1 
Xi 
= 一 2 
(16) © 0 1] = i GOE(CX 十 X,) 一 ee 十 e . 
1 el—e? e 
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一 、 一 维 随机 变量 的 数字 特征 ( 见 表 3-]) 


表 3-1 
X 为 离散 型 随机 变量 X 为 连续 型 随机 变量 
(1) XX 的 分 布 


(1) X 的 密度 函数 g(x)， 


十 oo 
EC(X) = zp (rx) dr 


i (2) 随机 变量 函数 Y= 二 f(X)， 
(2) 随机 变量 函数 Y= 二 f(X)， 


EC(Y) = Df (zi)p: 
数学 期 户 ’ (绝对 收敛 ) 


(绝对 收敛 ) 
(平均 值 )E(X) 忽 对 收 笋 


十 co 
E(Y) =| fr)p(zr)dzr 


EC(X) 的 性 质 
(1)E(C) = C (C 为 常数 ) 
(ZECCXY = CE(CX) 
(3)E(X++C) = E(X)+C 
(4)E(X+Y) = E(X) + E(Y) 
(5) 若 X 与 了 相互 独立 , 则 ECXY) 二 (EX) 。(EY) 


D(X) EE(X— EX)’ = E(X’:)— E:(X) 


DCOOD = 2 rEX’p(r) | DX)= | -EX:p(z)dz 


D(X) 的 性 质 
(1)D(C) = 0 (C 为 常数 ) 
(2)D(C+ X) = D(X) 
(DCH) = CDCX) 
(4) 若 X 与 了 相互 独立 , 则 DCX 二 Y) = D(X) 十 DC(Y) 
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续 表 


X 为 离散 型 随机 变量 X 为 连续 型 随机 变量 


X 的 & 阶 原点 矩 wx 为 和 的 & 阶 原点 矩 w 为 


be 十 co 
vr = ECX:) = > zz wr = E(X') = | zecodz 
i=1 


X 的 & 阶 中 心 矩 pu 为 


X 的 & 阶 中 心 矩 wx 为 
pr = ECX— wv) 


pr = ECX— we)* 


es 
=| cz 一 weg(oDadz， 
一 > (zi 一 由 ) 二 

jm 


【 例 3. 11 设 随机 变量 久 服从 二 项 分 布 B(n,p), 试 求 Y 二 a* 一 3 的 数学 期 望 E(Y), 其 中 a 二 0. 
【分 析 】Y 为 X 的 函数 ,一 般 直 接 利用 函数 期 望 公 式 进行 计算 . 
【 解 】3 因 X 的 分 布 律 为 
也 (和 一 R) = Cpl mp)" ,k= 0,1,,n, 
故 ECY) 二 了 (xx — 8) 


= Da — Cp (1 = PD) 


k=0 
= Cp = PY = pL 
k=0 k=0 


=[1+(ta— Dp =3. 
本 计算 中 用 到 了 分 布 律 的 < 归 1 性 ;Dp 一 1 以 及 (a 十 5)" 一 》)Ciatp". 
【 例 3.2] 已 知 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


a 
(zx) 一 一 e 十 2 一 1 
J 
则 X 的 数学 期 望 为 E(X) = ; 闵 的 方差 D(X) = 
1 2 1 C1)2 
【 解 】 因 为 (zx) = Coe? = eli)i, 
Re pr 
V2 
所 以 BECKY =1, D(XY = 玉 . 


@ 连续 型 随机 变量 的 期 望 ,方差 的 计算 常用 公式 计算 ,但 有 时 利用 已 有 的 重要 分 布 的 期 望 和 
方差 进行 计算 能 大 为 简化 , 故 应 掌握 儿 个 重要 分 布 的 期 望 和 方差， 
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二 、 二 维 随机 变量 的 数字 特征 ( 表 3-2) 


(X,Y) 为 离散 型 随机 变量 


表 3-2 
(X,Y) 为 连续 型 随机 变量 


已 知 二 维 随机 
变量 (X,Y) 的 
分 布 律 或 联合 
密度 


设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 

P(X= Zz,Y = »%) = ps 
(i,j = 1,2,°) 

则 ECX) = DJ)zipi 


二 2 Dzips 
E(Y) = >) yp; 
= > Dyips 
i 了 


D(X) = >) 2 [zi — ECX)] ps 
i 了 


DCY) = >) 2)[y — EY ps 
i 了 


设 (X,Y) 的 联合 密度 为 p(x,y) 则 


十 ce [+oo 
ZX(Zz)dz 一 [站 | 于 zerodzdy 


ypy(y)dy 


> [+o0 


yp lx, ydrdy 


一 co 


~ [xz— ECX) J px (x) dr 


十 


ER 
一 [E 一 ECoO]j?gGzyydzdy 


[Ly — EC(Y) J py(y)dy 


to [十 


[ty— Eg drdy 


一 co 


二 维 随 机 变量 
(X,Y) 的 函数 
8(X,Y) 的 数学 
期 望 


设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 

P(X= ZrisY = y)) = py 
(17 = 1,2,°) 

则 ELg(X,Y)] 


一 学 De xiry) ps 
(级 数 绝对 收敛 ) 


协 方差 
cov(X,Y) 


cov(X,Y) 
= EL[(X— EX)(Y— EY)] 
= E(XY) — E(X) » E(Y) 


设 (X,Y) 的 联合 密度 为 p(z，y) 
则 


co fhe 
Elg(X;Y)] = [a wp, ydrdy 


(二 重 广义 积分 绝对 收敛 ) 


性 质 : 

(l)cov(X,X) = D(X) 

(2)cov(X,Y) = cov(Y,X) 

(3)cov(aX ,bY) = abcov( X,Y) 

(4)cov(X1 十 Xz,Y) = cov(X1,Y) 十 covCXa,Y) 


_ _Cov(X,Y) 
Ar /DX VDY 
_ ECXY) — E(X) . E(Y) 
VDX . VDY 


性 质 : 


(1) 一 1 工 委 < 


COxy 
(2) 若 X,Y 相互 独立 , 则 pxy 二 0 

(3) | o|= 1X 与 Y 以 概率 1 线性 相关 , 即 3 常数 a,b65 且 a 
关 0, 使 

P{X=aY+6b}=1 


(X,Y) 的 协 方 
差 矩阵 


【 例 3. 3 了 


511 
CX,Y) 的 协 方差 矩阵 全 人 


C21 


其 中 ,ci 二 EL[(X 一 EX)?] 


czi = EL(Y — EY)(X— EX)] 


(1)X 与 Y 是否 独立 ? 
(2) 求 X 和 Y 的 相关 系数 oC(X,Y). 
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clz = EL[(X— EX)(Y — EY)] 


CIs = EL(Y— EY)?] 


设 随机 变量 X 和 了 在 了 = {(z,y) | x 十 y* 二 R?} 上 服从 均匀 分 布 . 
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【 解 〗(1) 易 知 (X,Y) 的 联合 密度 为 


1 
gt I (zy) 所 D,， 


0， ”其 他 . 
于 是 易 得 两 个 边缘 密度 为 
px(X) 一 | ceay | —7zx ,|z|=R; 


2 
soo VR:—y,|y|=R 
Wr (= | g(r)de 二 Iw Pe 、 
0， 其 他 
故 有 p(z,y) 天 px(Cz)pv(y)， 即 X 与 了 不 独立 . 


(X,Y) 
(2) 国 0 = = 
f VD VDY) 


-Heo R 
EX = | ne =| z hr VR zrdzr —0, 
三 55 -RR “ 泡 


+os R 
EY) =—| ypr Wdy = | y VR dy = 0, 


,COV(X,Y) = E(X,Y) — E(X)E(Y), 


- 吉 dzdy = 0， 


十 ce 『 十 ce 

E(XY) = ZyP(Z,y)dzdy = |Ixy 

jm | 

故 p(X,Y) = 0, 即 X 与 了 不 相关 . 

办 从 本 例 可 以 看 出 ,两 个 不 相关 的 随机 变量 可 以 不 独立 ,但 我 们 知道 独立 一 定 不 相关 . 
三 、 几 种 重要 的 数学 期 望 与 方差 ( 表 3-3) 

表 3-3 

分 布 分 布 律 或 概率 密度 


P(X=&k)= prg'r*,k= 0,1 
0=p<=1,p+gq= 1 


1. (0 一 1) 分 布 


P(X=&k) = Cp'rg™*,k=0,1,2,.,n 
0<=p<=1,p+g=1 


P(X=h) = te 
六 


. 泊 松 分 布 : 
k= 0,1,2,.…,A>>0 
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分 布 律 或 概率 密度 数学 期 望 
和 TO 
Qs < 


7. 超 几 何 分 布 
.| 0 过 有 去 1 二 NR 云 M 


P(X=&)= (1— pp 
k=1,2,…,0<p<1 


8. 几何 分 布 


四 .重要 公式 与 结论 
1.D(X+Y) = D(X) +D(Y) + 2cov(X,Y), 
特别 当 义 与 Y 独 立时 ,D(X 土 Y) = DCX) 十 DCY). 
2. covCXK,Y) =0 © poXYD)=0 © ECXY) = EC(X)ECY) 
© D(X+Y) = D(X) + DOY). 
3. XX 与 了 独立 之 p(X,Y) ==0, 即 X 与 Y 不 相关 ,但 反 过 来 不 正确 . 
4. 若 (X,Y) 服从 二 维 正 态 分 布 , 则 
-和 X 与 了 独立 “后 和 与 了 不 相关 . 
5. 求 期 望 和 方差 时 几 个 常用 的 公式 : 


(1)a 十 adg 十 ad 十 … 十 ad 十 … 二 (lg|=1) 

(2)a 十 2ag 十 3aq? 十 … 十 nag”! 十 … 二 Cay (| gl 1) 
(3)a 十 22ag 十 32:aqg’ 十 … 十 Wag”! 十 … 一 2 (| 9g | 到 了 1) 
(1 十 1 十 列 玉 十 全 十 二 十 …… 一 电 。 


十 co 
(5) 人 一 函数 的 性 质 :T(y 十 1) = YXFC) ,其 中 ,TT(Y) = | zx’ le“dzx. (7y>0) 


| dz 一生 ， 
第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方 法 和 技巧 
题 型 一 求 一 维 随机 变量 的 数字 特征 


1” 为 分 布 律 或 密度 已 知 的 情形 ,直接 按 定义 计算 ,对 由 试验 给 出 的 随机 变量 , 先 求 分 
布 ,再 按 定义 计算 ; 
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2” 利用 期 望 方差 的 性 质 以 及 常见 分 布 的 期 望 和 方差 进行 计算 ; 
3” 对 较 复 杂 的 随机 变量 ,将 其 分 解 为 简单 随机 变量 进行 计算 . 
【 例 3. 4】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
p(z) = Fe (一 c<z< 二 co)， 


求 EC(X) 及 DCX). 


+ec + 
【 解 ] EC(X) = | zp(z)dz = | z 了 edz 一 0， 


(因为 于 sc 为 偶 函 数 ,z Fe 为 奇 函数 ,由 奇偶 函数 积分 的 性 质 , 所 以 E(X) = 0】 
DCXY = [c. [zx—E(X)Jp(zx)dzr = [2 Fe dr 


十 co 十 ce 
二 | Z2ezdz 一 一 exr(z 十 2z 十 2) | 二 
0 0 


0r 交 委 0 
【 例 3. 5 了 已 知 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 下 (Cz) 一 0 二 zx 过 4， 
0 
求 ECX),D(X). 
【 解 〗 随 机 变量 X 的 分 布 密度 为 
i 0 二 工 委 1 


p(x) = ECz) = | ; 
0， 其 他 


8 6 流 
EC(X) = | zp)dr = |, 4dr = 
一 co 0 


2 


4 
TL 


0 
站 ,外 
0 44 


ws 


zx:dx = 


8 
1 
4 


2 es yg 1 
E(X“) = | Z p(X)dr 一 Ee 


D(X) = EC(X’) 一 [ECX)]: = 2 = 4. 


【 例 3.6] 设 从 学 校 乘 汽车 到 火车 站 的 途中 有 3 个 交通 岗 , 设 在 各 交通 岗 遇 到 红 灯 的 事件 是 相互 
独立 的 ,其 概率 均 为 < , 试 求 途中 遇 到 红 灯 次 数 的 数学 期 望 . 


【分 析 】 因 分 布 未 给 出 ,因此 须 先 由 试验 写 出 分 布 律 ,然后 再 计算 . 
【 解 】〗 令 X 表示 途中 遇 到 的 红 灯 次 数 ,于 是 


X~B(3, 志 ). 
即 X 的 分 布 律 为 
区 站 而 "4 识 兴 
p|27 54 36 8 
125 125 125 125 
从 而 ECX) = Pipex 二 太 三 5 
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当然 ,也 可 由 二 项 分 布 的 期 望 直接 得 到 , 即 


ECX) = np 一 3X 二 一 二. 
【 例 3. 7 了 按 规 定 某 车 站 每 天 8:00 一 9:00,9:00 ~ 10;00 都 恰 有 一 辆 客车 到 站 ,各 车 到 站 时 刻 是 
随机 的 , 且 各 车 到 站 的 时 间 相 互 独立 ,其 规律 为 


8:10 8:30 8:50 
到 站 时 间 
9:10 9;30 


一 旅客 8:20 到 车 站 , 求 他 候车 时 间 的 数学 期 望 及 方差 . 
【 解 】 该 旅客 乘 9:10 的 车 ,意味 着 8:00 ~ 9:00 这 趟 车 在 8:10 开 走 了 . 他 候车 时 间 为 50 min ,对 
应 的 概率 为 “第 一 趟 车 8:10 开 走 ,第 二 趟 车 9:10 开 , 两 事件 同时 发 生 的 概率 ”, 即 
Pr 二 二 二 总 由 三 芝 


5 5 25° 
他 候车 70 min,90 min 对 应 的 概率 类 似 处 理 . 于 是 候车 时 间 的 分 布 律 为 : 
X 10 30 50 70 90 
2 2 证。 订 1 六 1 .多 
5 5 5 < 到 从 再 8 


到 2 之 1 2 es ; 
故 E(X) 一 10X 与 十 30X 与 十 50X 坷 十 70X 匣 十 90 X36 二 30. 8Cmin)， 


ECX’) = (10)? x 三 十 (30)2 x 计 十 (50)? x 让 十 (70)? x 匣 十 (90) x2 


235 二 1540， 
D(X) = E(X’) 一 [E(CX) = 1540— (30. 8)’ = 591. 36. 


【 例 3. 8】 对 某 目 标 进行 射出 ,直到 击 中 为 止 , 如果 每 次 命中 率 为 p, 求 射击 次 数 的 数学 期 望 及 
方差 . 


【 解 】 设 射击 次 数 为 随机 变量 XX, 其 分 布 律 为 


活 小 十 2 3 


n 


Pilp 加 加 * pa™ 


E(X)=1Xp+2Xpati+3xXpa t+nX pq™ + 
公式 (2) 
= 于 二 中 二 明寺 二 寺 硬 Fi 十 国正， 一 上 (因为 1 一 疝 ， 
人 一 0 p 
= 了 XB 十 加 类 委 十 咏 汪 天 丰年 玉 天 十 


ECX’) 


由 公式 (3) 1 十 知 
= 2 2 a | Ce Ec dd ce 
震 就 下 十 2 人 3 Fn gq ++) 人 一 p 


;3_ 2—p ye 
D(X) = EC(X’) 一 (EX) 7 (5) ts 


【 例 3.9】 某 人 用 把 钥匙 去 开门 ,只 有 一 把 能 打开 , 今 逐 个 任 取 一 把 试 开 , 求 打开 此 门 所 需 开 门 
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次 数 X 的 均值 及 方差 ,假设 (1) 打 不 开 的 钥匙 不 放 回 ;(2) 打 不 开 的 钥匙 仍 放 回 . 

【 解 〗3(1) 在 打 不 开门 的 钥匙 不 放 回 的 情况 下 ,所 需 开门 次 数 X 的 可 能 值 为 1,2,…,n, 注 意 到 
X 一 1 意味 着 从 第 一 次 到 第 ; 一 1 次 均 未 能 打开 ,第 站 次 才 打 开 , 于 是 随机 变量 X 的 分 
布 律 为 


站 | 一 -一 
| | 
S| |w 
S| | 


1 
n 
1 


n 


| 
2 多 


E(X) 一 1X 寺 十 2 勾 寺 十 人 … 十 2X 二 一 二 (1 十 2 十 必 十 内 一 刀 


ECX2) — 1 x 2 X 二 二 十 霸 X 


一 二 (十 2 十 十 开 ) 


二 直入 二 
n 6 


《十 1) 《2 在 1》 
6 9 


D(X) = E(X’) — (EX)’ = 


(i TX(2n 1) (于 
6 2 


(2) 由 于 试 开 不 成 功 ,钥匙 仍 放 回 ,可 知 X 可 取 值 为 A 其 分 布 律 为 
x | 1 2 3 4 “0 1 


2 1 和 
) 一 证 十 DC 一 1)， 


故 EC(X) =1X 二 二 2X 一。 二 十 3X (+) 二 十 … 十 iX (= 出 4 


72 n 


L111 2 +3 (et) + ti ) Fm | 


n n 


由 公式 (2) 1 1 1 1 
. 2 了 . 
此 处 g=2 一 1 7 (1 一 2 + n (去 ) 
n 


n 


公式 (3) 
由 公式 (3 a n i = (1+? !), 
此 处 钙 二 区 二 天 (1 一 一) 


n 


n—1 
n 


D(X) = EC(X’) 一 (EX): = w (1+ = n: = nn — 1), 


【 例 3.10] 已 知 离散 型 随机 变量 X 服从 参数 为 2 的 泊 松 分 布 , 即 PCX = k) = 各 e 
【 解 】 因 为 E(2Z) = E(3X 一 2) = 二 3E(X) 一 2, 而 E(X) 一 2， 

所 以 下 KZ 二 名 和 2 一 和 = 4 
仿 直接 利用 已 知 的 泊 松 分 布 的 期 望 计算 . 
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【 例 3. 11】 设 某 人 先 写 了 封 投向 不 同 地 址 的 信 , 青 写 个 标 有 这 个 地 址 的 信封 ,然后 在 每 个 
信封 内 随意 装 入 一 封 信 , 试 求 信 与 地 址 配对 的 个 数 的 数学 期 望 与 方差 . 
【分 析 】 本 题 是 一 个 “配对 问题 ”, 若 用 先 求 分 布 再 按 定义 计算 的 方法 将 是 非常 麻烦 的 ,下 面 将 用 
数学 期 望 性 质 来 做 . 其 重要 技巧 是 将 一 个 较 复 杂 的 随机 变量 转化 成 简单 随机 变量 的 和 . 
【 解 〗3 设 X 表示 配对 的 个 数 ,X; 定义 如 下 


| 若 第 i 封 信 配对 pe 
0， 否则 
于 是 有 X= VRPR DL PED= 1 
i=1 n ‘ n 
因为 E(X) = 1X 寺 十 0X (1 一 二 )= 十 ， 
n n n 


故 EC(X) = EC(Xi + Xi 二 X,) = E(X1) TECX) + EX,)=1. 
下 面 我 们 来 求 方差. 求 方差 时 一 定 要 注意 的 是 X;(i = 1,2,…,n) 之 间 没 有 独立 性 ,因而 不 
能 认为 有 D(X) = DCX ) 十 D(X;) 十 … 十 DCX,). 
因为 D(X) = E(X’) 一 [ECX) 了 ,而 
EC(X’) = EL(Xi + X; 二 … 十 X,)’] 
于 VEGOC) 十 2 >，E(CXX))， 
ti 一 上 l<i<j<n 


E(X) =1 XLT+0X (1 一 去 )= 十. 
72 n n 


因为 随机 变量 XX;G 天 7 的 可 能 取 值 为 1 和 0, 且 


| 
POXX; = D =— PKK 一 0 一 1 一 2 二 1 
RE LE 
故 有 和 We | 福 ( 芍 一 ]7 
于 是 EX = n= 2C wn 
n(n— 1) 
所 以 Sn ee en . 


【 例 3. 12] 某 流水 作业 线 上 生产 出 的 每 个 产品 为 不 合格 的 概率 是 p, 当 生产 出 个 不 合格 品 时 ， 
即 停工 检修 一 次 , 试 求 在 两 次 检修 之 间 所 生产 的 产品 总 数 的 数学 期 望 和 方差 . 
【 解 】 设 X 表示 两 次 检修 之 间 生 产 的 产品 数 ,X, 表示 生产 出 第 i 一 1 个 不 合格 品 后 至 出 现 第 i 个 
不 合格 品 时 所 生产 的 产品 数 , 则 有 X= i .0 he 独立 同 分 布 服从 几何 分 布 : 
P(X; =)) = (p77p,I 一 1 2 
lp == L532 5 yh 故 


因为 ECX,) 一 XD = 
k 
E(X) = 2 EX) 和 s 


D(X) = Po) = 3 人 
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题 型 二 ” 求 一 维 随机 变量 函数 的 数学 期 望 


二 ee 
用 函数 期 望 公式 进行 计算 :ECY) = > g(z) 记 或 ECY) 一 六 g(z)gx(z)dz, 这 里 Y 一 


g(X). 另外 要 注意 随机 变量 函数 的 方差 或 其 矩 本 质 上 就 是 函数 的 期 望 . 
【 例 3. 13】 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


求 :DE( 一 了 XX 十 1)，D( 一 X 十 1); (2)E(X’),， DCX ). 


【 解 了 
| 
X |-10 序 1 3 
-X+il2 1 0 一 1 
x |1 0 14 
(CD EC 一 X 二 1D) 一 2X 二 十 1X 合 1 十 二 X 二 +0X 二 二 CDX 寺 = 艺 . 
Dr 一 苇 DD 一 DX 一 EGR) 一 [ECX) 了 一 ( 计 十 吝 )x1 十 言 x0 十 于 x 地 十 
TX4 | 二 这 1) 1 X01 六 本 是 = 
ER 
D(X') = (总 x1 十 言 x0 十 言 X 读 二 x16)- (六) = lB. 


【 例 3. 14】 设 随机 变量 X 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 , 则 数学 期 望 E(X 十 e 于) 二 
【 解 〗 由 题 设 可 知 X 的 概率 密度 为 
p(x) = i bE 
E(X+e*) = E(X)+E(e **) 
= | xp)de + ep(Zz)dz = | xedz +| e szdz 一 全. 
【 例 3.15] 假设 公共 汽车 起 点 站 于 每 时 的 10 分 ,30 分 ,50 分 发 车 , 某 乘客 不 知 发 车 的 时 间 ,在 每 
小 时 内 任 一 时 刻 到 达 车 站 是 随机 的 , 求 乘客 到 车 站 等 车 时 间 的 数学 期 望 . 


0 
rz 过 0 


583 


第 合 篇 上 概率 论 与 数理 统计 
iar 


【 解 〗 由 于 乘客 在 每 小 时 内 任 一 时 刻 到 达 车 站 是 随机 的 ,因此 可 以 认为 乘客 到 达 车 站 的 时 刻 X 
为 [0,60] 中 的 均匀 分 布 ,于 是 其 概率 密度 为 


1 
pe 0 过 60 
PC -全 Se e 
0， 其 他 
显然 ,乘客 等 候 时 间 节 是 其 到 达 时 刻 X 的 函数 ,可 用 如 下 公式 表示 : 
上 0 一 到 0 过 赤 和 过 "1L0 
30 一 天 ， 10 过 芭 雪 230 
Y= g(X) = 


60 一 十 10， 50 二 久之 60 


十 ea 
EC(Y) = ECg(X)) 一 | glo dt 


10 


| 一 的 :二 禾 二 | #48 1 s+ coosLad4[ 1 4 
一 | “和 :十 | 1) 50 :十 | -一 对 66 :十 | (70 一 四 去 上 


= HL(100— 50) + (600 400) 十 (1000 一 800) 十 (700 一 550)] = 全. 


【 例 3. 16】 对 圆 的 直径 作 近 似 测量 , 设 其 值 均匀 地 分 布 在 区 间 [a,o] 内 , 求 圆 面积 的 数学 期 望 ， 
【 解 】〗 设 圆 的 直径 为 随机 变量 X, 面 积 为 随机 变量 Y, 则 


区 二 F(X 二 < 


1 
随机 变量 X 的 概率 密度 为 ”yg(z) = 品 
人 其 他 


于 是 E(Y) = ECf(X) = | 7F(z)p(z)dz 一 | 玫 习 -dz 一 要 ( 十 四 十 o9). 

【 例 3. 17】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
cosz， 0 去 工 云 工 
g(x) = 2 


Os 其 他 
求 随机 变量 Y = f(X) = X? 的 方差 DCOY). 


2 
nT 


Fog 的 
【 解 】E(CX2 ) 一 | xX’ p(x) dz = | Z2coszdz 一 (| 一 2; 


Bs 各 
E(X) =| zep(z)dz = | ztcoszdz 
一 co 0 


要 4 
,一 工 一 3 十 24， 


一 (ztsinz 十 4zicosZz 一 12z2sinrz 一 24zcosz 十 24sinz) 


BY) es cs 2 Re 六 ny 2 2 
D(X’) = EC(X') —[E(X)J = 3r +24 上 2| — 90 Di. 


【 例 3. 18】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
加 ar: 十 br 十 c， 0 二 zz 二 1 
PCZ) 一 | 本 其 他 
已 知 E(X) = 0.5,DCX) == 0.15, 求 系数 a,b,c. 
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【 解 】 为 | PCZz)dz = 1 所 以 | (az’ 十 bz 十 c)dzx 三 1. 于 是 


0 


1 可 
aa 30te 1 (@ 
十 co 1 
又 ECX) =| zp(z)dr = | .zar: 十 如 十 cdr， 
人 
故 玫 & 十 柯 8 十 及 6 一 08 © 
再 DCOXY = EX’ — (EX):’, 0. 15 = EX?—'0, 5’, 


ji i 
SEX? 三 (0.4 一 | XxX:(ar’ 十 bz 十 c) dz. 
0 


和 
1 i103c 0. 4. @) 


解 方程 组 四 ,DOD,@ 得 a=12，20= 一 12，c 王 3. 
@ 忆 知 才 字 特征 可 反 求 未 知 参数 ,但 要 注意 密度 函数 的 隐 含 性 质 | “gp(z)dz 一 1 


题 型 三 ” 求 二 维 随机 变量 及 其 函数 的 数字 特征 


Y) , 故 只 要 已 知 (X,Y) 的 联合 分 布 律 或 联合 密度 , 均 可 按 相应 的 公式 求 出 其 函数 的 数字 
特征 ,主要 是 期 望 E[g (X,Y)], 其 他 的 ,如 方差 , 协 方差 等 均 可 转化 为 函数 的 期 望 , 故 重 
点 掌握 函数 期 望 的 计算 公式 : 

ELg(X,Y)|] = bs Dg zi,y;) ps ,(P{X= zi,Y = y;} = ps), 


十 co [+ 
或 ELg(CX,Y)] -| | gz sy fry drdys [LC(X,Y) ~ fx,y)]. 
【 例 3. 193 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
Asin(z 十 J)， 0 过 Xx 过半 ,0 之 y 声 妆 
rw -| A C ys 


2 
Gy 其 他 
求 :(1) 系数 A;(2)ECX) ,EC(Y) ,D(X),D(Y);(3)p(X,Y). 


【 解 ]G) 由 | | -zy)dzdy 一 1, 即 


上 | Asincz 十 y)dzdy 一 1， 
0 0 


可 得 和 到 
新。 x 
下 | zf Cz)drdy = | | zw" nri ydrdy = 7 
a 
ECX') 一 | | 之 .于 sinCz 十 7)dzdy 一 写 十 至 一 2， 
6Ji ”加 
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== 
2 
D(X) = E(X’) — E:(X) = eb 
类 似 可 得 E(Y) = 于， D(Y) = 下 十 一 各 
to f+oo 到 
(3) 由 EC(XY) = | | Zy 太 (zy)dzdy 本 | | TVy。 了 sin(z 十 y)dzdy = 二 ls 故 协 方 
差 为 
cov (XsY) = ECXY) — EC(X)E(Y) 一 到 一 至 一 1. 
从 而 
工 _ 1 
(X,Y) = cov(X,Y) ”2 16 _ 8x—x:—16 
7 dDORY ADOYY Wp Ter 
16 "2 


【 例 3. 20】 设 (X,Y) 服从 在 A 上 的 均匀 分 布 ,其 中 A 为 xz 轴 ,y 轴 及 直线 工 * 二 1 所 围 成 的 三 


角形 区 域 , 求 X,Y,XY 的 数学 期 望 及 方差 . 
【 解 】 如 图 3-1 所 示 , 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 


( ) 全 (zy) EA 
TL， = 
Pe 0， 其 他 
oo 2 一 2 0 过 区 过 1 
+ 1 0=y=2 
py Cy) 守 | PCZz,y)dz = 2 ; 
0， 其 他 
ECX) = | az 5 = | x(2—2z)dz = (# 3 ) 起 
_ TPx . 3 由 
2 a =| 2 Ee a 2 ss 1 2 
EX) = | pez)dr= | e220 (S| 一 井 ， 
Ee i 2 站 站 2 
D(X) 一 E(X’) — (EX)* = 3 Ea 
十 co 十 co 2 1 1 2 
A 
3 Te 0 
ee Sd 1 ,s 1 i “ 
Ey") 一 由 2 人 本 二 57) eh 


2 
DC = EY’—(EY)* = 4- (3) = 
上 oo [+oo 
EC(XY) = i | xzyp (zx,y)drdy = |lzyazay 
re A 
1 2 一 2x 1 1 
= | zdz| ydy 一 | zx 去 (2 一 2x)*dz 一 言 ， 
0 0 0 2 6 
十 co 『 十 co 
ECX’Y’) =| | rx’y p(xr,y)drdy = Jey drdy 
ey = 由 
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ES 
2 一 2z 1 2 
<1 zidz| y:dy 一 | XYy’ dz 
0 
Sf 
= 二 | (一 3 二 3 一 dx 
0 
BL 
a 4 i |= 
三 2W2N) 上 
D(XY) 一 ECX2Y2) 一 LECXY)] 15 0 


@ 二 维 随 机 变量 的 两 个 分 量 的 期 望 、 方 差 也 可 通过 先 计 算 两 个 边缘 密度 再 按 定义 计算 ,这 与 

利用 联合 密度 直接 计算 本 质 上 是 一 样 的 . 
【 例 3. 21】 设 随机 变量 X 与 了 独立 ,上 且 X 一 NG1,2), 了 一 No,1), 试 求 Z= 2X 一 Y 十 3 的 概率 
【 解 〗 因 为 相互 独立 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 仍 为 正 态 分 布 , 所 以 只 需 确定 Z 的 期 望 ECZ) 和 方 

差 D(Z) 即 可 求 出 2 的 密度 函数 . 

因为 E(Z) = E(2X 一 YY 十 3) 一 2E(CX) 一 ECY) 十 3 二 2X1 一 0 十 3 一 5， 

因为 XX 与 Y 独立 
D(Z) = DC2X 一 了 十 3) 一 一 一 -22D(OX) 十 DI7Y) 一 22X2 十 1 一 9， 


所 以 p,(z) = 


1 _ (aE(2))? 1 ee 
oe 已 2c We 3 Va 
【 例 3. 22】 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 区 域 D:0 二 zz 二 1, | y | 二 xz 内 服从 均匀 分 布 (如 图 3-2 所 示 )， 

(1) 关于 X 的 边缘 概率 密度 ;(2)Z = 2X 十 1 的 方差 D(2). 
〖 解 】(X,Y) 的 分 布 密度 为 


Cg ;= (rz;y) EA 
?~ mw， 其 人 


十 cc 
CDgx(z) 一 | pz,y)dy 


ldy = 2z， 人 过 和 过 寺 


(2)D(Z) = D(2X++1) = 2:D(X) 一 4LECX2:) 一 (EX)2] 
Fo 十 co 2 
= 划 | zzpxCzdz 一 (| zpxCz)dz) ] 
时 1 g | , 2 
尝 外 | > 2xdz ( ,I 2xdz ) | 
a 
4| 二 (37 ) ] 
fl | 二 二 
= a ) a 
【 例 3. 23】 设 随机 变量 X 与 Y 相互 独立 , 且 X~ N(0,0:),Y ~ N(0,0)， 
求 E(CVX: 十 YY ),DC(VX: 十 YY ). 


图 3-2 


1 2 1 和 
【 解 】 由 题 设 可 知 (人 一 。e 325， (y) = 。e 2. 
Px 2ra 人 V2no l 


又 由 于 义 与 Y 相互 独立 ,所 以 (X,Y) 的 密度 为 
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J -局 
PCZ,y) = p(x)py(y) 一 Dre 2 ， 


和 
于 是 BlLVE 二 和 ) =| | dT ts pdady 


x a dxdy 


也 os 这 odo 一 二 | oze- 如 dp 
je to 
0 -| cdp)= | e 好 do 


一 | evaodu = V2c 。 并 jo. 


D(CVR TF) = EC[(VR FY) [ECVR FY) 
2 
= E(X’: +Y’)— 


| dl 元 
= | ze 如 df a ZL os 

【 例 3. 24】 设 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 在 以 点 (0,1),(1,0),(1,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 上 服 

从 均匀 分 布 (如 图 3-3 所 示 ), 试 求 随机 变量 U = 和 十 Y 的 方差 . 

【分 析 】 这 是 一 个 求 二 维 随机 变量 (或 叫 两 个 随机 变量 ) 的 函数 U 二 XX 十 Y 的 方差 问题 ,因为 已 知 
联合 密度 , 故 最 简单 的 做 法 是 直接 用 函数 期 望 公式 计算 . 为 了 比较 还 另 给 出 了 两 种 
解法 . 

【解法 一 】 三 角形 区 域 

= {(z,y):0 rzQ1,0<yQ1l,r+y 宇 1) 
于 是 X 与 Y 的 联合 密度 为 
2,(Czy) EG 


a | 
f(z,3) 一 (0, 其 他 
D(X 十 Y) = EL(X+Y)|—E(X++Y) 


=||2cz+ a — [ze 二 ydzdy] 
G G 


» 


=| (| 2+7dy)dz— 


(ice pan)ae] 


11 (Y= 


6 3 18° 
【解法 二 】 三 角形 区 域 为 G= {(zx,y):0 过 zx 过 1,0 之 y 过 1,z 十 y 宇 1); 随 机 变量 X 和 YY 的 联 
合 密度 为 
2， 车 (zx,y) EG 
f(x,y) = pe 
0， 车 (zx;y) EG 
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以 f(zx) 表示 X 的 概率 密度 , 则 当 xz 过 0 或 + 宇 1 时 ,有 (xz) ==0; 当 0 二 x 二 1 时 ,有 
十 ee 1 
A Cy =| Pr | wi 
一 co 了 


1 1 
因此 ECX) =- |2zzdz= 3， ECX2) =- [2azr 一 士 ， 
0 0 


1 


D(CX) = ECX:) — (EC(X))’ = 元 一 六 和 


5， 


[| 


同 理 可 得 ”ECY) = 3 D(CY) = 
现在 求 XX 和 YY 的 协 方 差 . 

ECXY) = |[2zydzdy = 2| zaz| ee 

人 0 lI—w 


1 
18° 


12 
= ER 
cov(X,Y) = E(XY)— E(X) . E(Y) 12 9 36° 
于 是 D(U) = D(X+TY) 三 DCX) 十 DGY) 十 2cov( 和 ,Y) 


1 1 2 1 
18 + 18 36 18° 


【解法 三 】 三 角形 区 域 为 G 二 (zx,y:0 达 + 全 1,0 之 y 二 1,X 十 了 宇 1); 随 机 变量 X 和 YY 的 联 
合 密度 为 


2， 车 (x,y) EG 
fxsy) -1 Es 
0 ， 若 (x,y) EE G 
以 fl(u) 表示 U = XX 十 Y 的 概率 密度 , 当 w 二 1 或 u 记 >2 时 ,显然 f(u) = 二 0. 
役 1 委 议和 4 当 0 和 ww 导 1 有 Oa 一 区 这 1 时 (wow 一 wy》 二 25 殖 则 (xy 一 )》 = 0. 
由 随机 变量 之 和 的 概率 密度 公式 有 
Fy 一 | flzsu—z)dz=| 2 王 2 一 硕 。 


ce 2 
因此 ECX+Y = ECU) =| wdu = 2 u2— wdu— 
co 2 
EX+Z 一 EU = 人 w/wdu=2| 2 wd 
一 co 1 
en ee 2 | 2 | 16 1 
DU = DCX 二 2 = ECXK+Z): 一 [ECX 二 2 了 一 是 一 全 一 南 . 


【 例 3. 25】 设 Xi 与 X。 相互 独立 , 且 服 从 相同 的 分 布 No ) , 试 证 明 


E[max(X,,X:)] 一 /十 二. 
VT 
【分 析 】 本 题 仍 是 一 个 二 维 随 机 变量 函数 的 数学 期 望 问 题 , 可 按 其 公式 计算 . 我 们 给 出 两 种 不 同 
解法 ,其 中 解法 一 的 积分 技巧 是 较 强 的 ,而 解法 二 的 技巧 在 于 作 恰 当 的 变换 . 
【解法 一 】 由 随机 变量 函数 的 数学 期 望 公式 ,有 


co 
ELmax(CX ,X， )] = | max(z,y)f(z,y)drdy, 


1 (zxC—p) 十 (yy 一 0 
其 中 , f(z,3) = Ju Cz) fu Cy) = zzexp| 二 到 £ | 


于 是 
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Ee] 
-ea -Foo bo 
EL[max(X1,X;)|] = 前 dz| zf (zr)dy+| dz| yf (rx,y)dy 
十 co 过 十 ee 十 ce 
= | dz| -DAeody+| dz -Deceoay+z 


to0 too 上 ee 上 +eo 
| dy| cz 一 mccydz+| ay| 《一 gd 
a 
= x+2| ay| Ce— gy) ptr de 


Ey 


十 ce 2 too 2 
一 屎 十 2| 3 l i: dy| (一 je 焉 -dz 
-= 2ra 


y 


1 te CD2 oO 
= 中 二 z dy 一 vv 十 一 (利用 概率 积分 ). 
Ps A 
【解法 二 ] 设 Y== 一 k,Y, 一 一， 


则 了 与 到 独立 同 服从 NC0,1), 而 
max(X1i,X:) = max(yt+oYispoY:) = p+omax(Y ,Y,). 


性 因为。 maxk( 六 ,部 六 = >(Y, Fw 半 | Wy 一 让 | 


故 Ermax(y, ,Y;)] = [ECY,) Et EC 到 二 3 | 
二 
= FE Yi —¥; |), 


因为 Yi 一 YY er N(0,2), 做 


EC| Y, —Y, |) Ww | 上 | Fs 
一 = M | 。 e 4 ”一 ue ‘du 一 一 . 
1 2 _ 本 本 ey 


所 以 有 
E[max(Xi,X,)| = EL[y+omax(Yi,Y;)| = yoELmax(Y! ,Y;)] 
= +o FE = | = 
【 例 3. 26】 设 随机 变量 X 一 N(0,0:),Y 一 NO,),X 与 了 相互 独立 ,又 设 5=aX 十 永 ， 
7 一 aX 一 BY, (a,B 为 不 相等 常数 ) , 求 : 
(DEC(O ,ED ,DO ,DO ,po,; 
(2) 问 当 w 与 8 满足 什么 关系 时 ,5,7 不 相关 . 
【 解 〗(1) E(5) = EC(aX 十 BY) = acECX) 十 BE(Y) =aX0+BX0=0. 
E(y) = El(aX —BY) = aE(X)—BE(Y) =aX0—BX0=0. 
D(5 = D(aX + BY) = oD(X)+PBD(Y) = (a PB)o. 
同样 Dy) 一 《oz 十 序 )o. 
_ E(t) 一 EC(ODOE(C7D _ El(aX’*—PBY’)—0 
ty VD VD VBE VD 
_ a [ECX’) — (EC(X))’]— PLECY’)— (E(Y))’] 


(g++B)o 
_ aD(X)—BD(Y) _ ao —pBo _o—p 
(a pF)o (t+P)o ep 
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(2) 当 pw 一 0 时 , 即 | | 一 18| 时 必 与 ?不 相关 ， 
【 例 3. 27】 设 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 
2—z—y, 0<z<1,0<yE1 
0， 其 他 
(1) 判别 了,Y 是 否 相 互 独立 ,是 否 相 关 ;(2) 求 ECXY) ,D(X 十 Y). 
【 解 〗(1)(CX,Y) 关于 X 的 边缘 密度 : 


PCZ，y) 一 | 


1 
+eo | 琵 is 冯 克 交 半 让 半 1 
px (x) | px,y)dy 一 4.0 2 ; 


0， 其 他 
(X,Y) 关于 Y 的 边缘 密度 
工 一 y)dz 一 : ys 0 过 1 


其 他 


1 
十 co 《2 
py(y) = | plz,y)dz 一 | 
加 


3 


3 
Ce a 
prc) -| 2 Re E 天 pCzyy) 
0， 其 他 
所 以 X,Y 不 相互 独立 . 
到 十 co 站 3 5 
E(X) -| zpy(dr = | z(3 zjdr = 


十 co 1 3 
EC(Y) = | py dy = | 3 —»)dy = 蕊 ， 


十 ce 『 十 co 1 1 
E(XY) =| | zypCzy)dzdy 一 | dz| Zy(2 一 工 一 y)dy 一 5 
—00 J 一 ce 0 0 


2 


1 
因为 p ECXY) 一 ECX)EC) 6 () 
VD(X) VDC7) VD(CX) VD 


(2) ECXY) = 车 . 


尖 0. 所 以 X 与 了 相关 . 


DGCX 十 Y) 二 D(X) 十 DC(Y) 十 2cov(X,Y) 
一 DCX) 十 DCIY) 十 2[ECXY) — EC(X)E(Y)]. 


ei OT 
因为 DCX) = ECX’) — [ECX)] | .x (3 zjdz- ( 吾 ) = 让,DGD) = 第; 


所 以 环 二 十 末 二 二 革 2 人 吕 X 总 ) 一 吉 


144 144 6 12° 12/ 36° 
【 例 3.28】 如 果 久 与 YY 满足 D(X 十 Y) = D(X 一 Y), 则 必 有 
(A)X 与 Y 独立 . (B)X 与 了 不 相关 . 
(ODOD = 让 (DD(X) . DC(Y) = 0. 【 3 


【 解 〗 因 为 D(X 十 Y) = DX 十 DY 十 2cov(X,Y)， 
D(X—Y) = DX++DY— 2cov(X,Y), 

又 由 题 设 D(X 十 Y) = D(X 一 了), 所 以 cov(X,Y) 三 0. 

_ Cov(X,Y) _ 

Oxy VBX VDF 


9 
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故 X 与 了 不 相关 , 即 选 (B). 
【 例 3. 29 了 将 一 枚 硬币 重复 搓 ? 次 ,以 X 和 工分 别 表示 正面 向 上 和 反面 向 上 的 次 数 , 则 和 与 了 的 
相关 系数 等 于 


(A)—1. (B)0. CC) 六. (D)1， 【 了 


【 解 】 因 为 X 十 Y= 二 nn, 即 Y= 二 一 X 十 n, 故 XX 与 Y 之 间 有 严格 的 线性 关系 , 且 为 负 相 关 , 所 以 p(X， 
Y) = 一 1, 即 选 (A). 
仿 木 题 也 可 利用 相关 系数 公式 计算 得 到 : 
cov(X,Y) = cov(X,n— X) = cov(X,n)— cov(X,X) 
=— cov(X,X) =— D(X),D(Y) = D(X), 


i 
上 VD VD DCX) 


题 型 四 ” 有 关 数 字 特 征 的 证 明 题 


【 例 3.30】 设 A,B 是 二 随机 事件 ,随机 变量 
2 车 A 出 现 Ss 若 B 出 现 
一 1， 否则 一 1， 否则 
试 证 明 X 和 YY 不 相关 的 充 要 条 件 是 A 与 B 相互 独立 . 
〖 证 明 】 由 数学 期 望 和 函数 期 望 计 算 公 式 有 
E(X) = P(A)— P(A) = 2P(A)—1,E(Y) = P(B) 一 P(B) = 2P(B)—1, 
EC(XY) = P(AB) — P(AB) — P(AB)+ P(AB) 
= P(AB)— [P(A)— P(AB)J]—[P(B)— P(AB)]+[1— P(A)— 
P(B) + P(AB)] 
= 4P(AB) — 2P(A) — 2P(B)+1. 
于 是 cov(X,Y) = EC(XY) — EC(X)E(Y) 
= 4P(AB) — 4P(A)P(B). 
故 cov(X,Y) 二 0 当 且 仅 当 P(AB) = P(A)P(B), 即 X 与 Y 不 相关 的 充 要 条 件 为 A 与 
B 相互 独立 . 
【 例 3. 31〗 设 随机 变量 X 在 区 间 [Lac,2] 中 取 值 ,证 明 : 


A 
(Da<ECXZo DX) A ( 23). 


【证 3 (1) 因为 a 过 XX 过 5, 所 以 Ela) 过 EC(X) 过 E00), 即 a 过 E(X) 过 56. 
(2) 因为 EL(X 一 z)》] = EC(X’)—2rE(X)++x’ 
= [zrz— ECX)T + ECX)— [ECX 
= [zx— E(X)J + D(X). 
所 以 当 z= 二 E(xz) 时 ,EL(X 一 x)’j] 取 最 小 值 D(X). 


于 是 , 当 z 一 4 时 ,有 


D(X) = E{[X— EC(X)]} <E[(x- 叶 :) < BE 人 一 于 2 ] 
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E| (234) |= (与 <). 
【 例 3. 32〗 设 p(x) 是 正 值 非 减 函数 ,X 是 连续 型 随机 变量 , 且 ELp(X)] 存在 ,证 明 : 


P{X>a} 这 
a 


【证 了 设 X 的 概率 密度 为 f(x) ,由 题 设 有 XX 宇 a 人 Sp(X) 之 g(a). 
于 是 P(Xa) = Ptp(X) > g(a)) -| fC)dz 


| gE f(z)dr < | 2 fr) 
pz) pa) 0 

ELo(CX)] 人 

9 


ES es 
= ser REE: 全 


题 型 五 《数字 特征 在 经 济 中 的 应 用 


【 例 3. 33】 假 设 由 自动 线 加 工 的 某 种 零件 的 内 径 ZCmm) 服从 正 态 分 布 NGw,1) ,内 径 小 于 10 或 
大 于 12 的 为 不 合格 品 , 其 余 为 合格 品 ,销售 每 件 合 格 品 获 利 ,销售 每 件 不 合格 的 亏 
损 ,已 知 销售 利润 T( 单 位 :元 ) 与 销售 零件 的 内 径 Z 有 如 下 关系 : 
一 1， 着 ZZ 之 10 
豆 | 若 10 过 2Z 过 12， 
一 5， 若 Z>12 
问 平均 内 径 y 取 何 值 时 ,销售 一 个 零件 的 平均 利润 最 大 ? 
〖 解 3 平均 利润 就 是 销售 利润 了 的 数学 期 望 , 即 EC(T). 由 题 设 可 知 平均 利润 为 
E(T) = 20P{10 之 Z 过 12}— P{Z 二 10}— 5P{Z > 12} 
= 20[6(12 一 站) — B10—p)]— B10—p) — 5[1— 8(12—)] 
= 258(12—y) —218(10—y)—5, 
其 中 ,B(xz) 是 标准 正 态 分 布 函数 , 设 p(x) 为 标准 正 态 密度 , 则 


= gl. 
dECT) 一 25 Qa 2]1 Go-o2 
令 二 Qs 得 e- 二 一 一 e 7 一 0. 
了 dp V2n V2 
(12-2)2 _ 10)? 了 25 
之 25e 7 一 2le 7 y= jo 11 2 ln a1: 


【 例 3. i 为 值 ,是 等 可 能 的 ,生产 每 件 产 品 的 成 本 为 C = 
3 元 ;每 件 产品 的 售 价 为 C; = 9 元 ; 没 售 出 的 产品 以 每 件 C 二 1 元 的 费用 存 入 仓库 ， 
问 生 产 者 每 周 生 产 多 少 件 产品 能 使 所 期 望 的 利润 最 大 . 
【 解 】 设 每 周 产量 为 N, 显 然 N 不 应 大 于 5, 每 周 利润 为 需求 量 Q 的 函数 , 即 有 下 列 函 数 关系 : 
eh pi ee 若 Q>>N， 
CQ 一 CN 一 CG(N 一 Q)， 若 Q<N (10Q 一 4N， 若 Q<&N. 
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利润 的 期 望 值 
E(T) = 6NP{Q> N} + (10Q—4N)P{Q < N). 


由 于 需求 量 Q 是 等 可 能 地 取 值 1,2,3,4,5, 所 以 取 各 值 的 概率 为 二 ,于 是 


E(T) = 6N Sy $F +10 


n= N+1 


41 
5 
一 SNS N)+2. 1! 六. N FN’ 7N 一 N2. 


今 NE(T) 一 7 一 2N 一 0, 得 N 二 3.5. 


因为 


HED| ee 二 一 2 二 0, 所 以 当 NN == 3.5 时 所 期 望 的 利润 达到 最 大 值 ,由 于 需求 量 


Q 与 生产 量 和 N 应 取 正 整数 ， 所 以 应 取 N = 二 3 或 NN == 4. 此 时 利润 的 最 大 期 望 值 为 12 元. 
【 例 3. 35 卫 按 节 气 出 售 的 某 种 节令 商品 ,每 售 出 1 kg 可 获 利 a 元 ,过 了 节气 处 理 剩余 的 这 种 商 
品 , 每 售 出 1 kg 净 亏 损 5 元 . 设 某 店 在 季度 内 这 种 商品 的 销量 X 是 一 随机 变量 ,X 在 
区 间 (zi ,ts) 内 服从 均匀 分 布 . 为 使 商店 所 获 利润 的 数学 期 望 最 大 , 问 该 店 应 进 多 


少 货 ? 
〖 解 3 设 i( 单 位 :kg) 表示 进货 数 ,ti 过 1 过 ts ,进货 1 所 获 利润 记 为 Y, 则 Y 了 是 随机 变量 X 的 函数 ， 
其 函数 关系 为 
A wa 
ny at, ti 
ee ti=<x<it 
X 的 概率 密度 为 f(x) 一 | 一 所 
ol 其 他 
EYY = ' [az 一 (一 Z)0] 。 dz 十 | az 二 4 
| 二 ee 十 (bti 十 ats i 中 
加 区 :一休 
闪 AEY) = tot et 0, 


得 驻 点 上 一 人 . 由 此 可 知 ,该 该 店 应 进 人 二 名 kg 商品 , 才 可 使 利润 的 数学 期 望 最 大 . 


【 例 3. 36】 eh X 是 一 随机 变量 ,服从 区 间 [10,30] 上 的 均匀 分 布 ,而 经 销 
商店 进货 数量 为 区 间 [10,30] 中 的 某 一 整数 ,商店 每 销售 一 单位 商品 可 获 利 500 元 ; 
若 供 大 于 求 , 则 削 价 处 理 , 每 处 理 1 单位 商品 亏损 100 元 ; 若 供不应求 , 则 可 从 外 部 调 
剂 供应 ,此 时 每 1 单位 商品 仅 获 300 元 ,为 使 商店 所 获 利润 期 望 值 不 少 于 9280 元 , 试 
确定 最 少 进货 量 . 
〖 解 】3 设 进货 数量 为 <, 则 利润 工 为 随机 变量 X 的 函数 : 
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ea ee 
500X— (a C=)100,10Q Xa 600X 一 100a,10 委 和 和 4a， 


30 a 30 
ECL) | jt 夯 |， (6ooz 一 100o)dz 十 十 | (300x 十 200a)dz 


= 高 (600 x 祁 一 100az ) 本 下 亢 (300 x 地 十 200az) 


二 一 7. 5a’ 十 350c 十 5250 之 9280. 


>7, 54: — 3504 + 4030 去 0 全 ~ 过 & 


故 利润 期 望 值 不 少 于 9280 元 的 最 少 进货 量 为 21 单位 . 
【 例 3. 37] 一 商店 经 销 某 种 商品 ,每 周 进 货 数量 X 与 顾客 对 该 种 商 应 
品 的 需求 量 Y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 都 服从 区 间 
[10,20] 上 的 均匀 分 布 ( 见 图 3-4) ,商店 每 售 出 一 单位 商 
品 可 得 利润 1000 元 ; 若 需求 量 超过 了 进货 量 , 商店 可 以 
从 其 他 商店 调剂 供应 ,这 时 每 单位 商品 获 利润 500 元 . 试 
计算 此 商店 经 销 该 种 商品 每 周 所 得 利润 的 期 望 值 . 


ce Ps <20 


0， 其 他 图 3-4 
二 [i <y<20 
0, 其 他 
设 Z 表示 商店 每 周 所 得 的 利润 , 则 
1000Y， Y<X 
a X) = 500(X+Y), Y>X 


由 于 X 与 了 相互 独立 ,所 以 X,Y 的 联合 密度 为 
1 

一 ~， 10 达 zx 过 20,10 达 y 达 20 

p(x,Yy) 100 > 、 

0， 其 他 


En he .和 
故 Ei(ZY = oo00» x dzdy aoe +») xX jdrdy 
1 


21 x 
=10| dz| ydy+5| a tw 
10 10 


20 
= Fx lo0)dz 十 5 (3 —109—50)dy 
| 


一 人 二 5X 1500 > 14166. 67( 元 ). 


轩 作 上 面 几 个 例题 可 以 看 出 ,求解 这 类 题 型 首先 要 正确 写 出 随机 变量 之 间 的 函数 关系 ,其 次 
要 和 弄 清 楚 哪 个 是 随机 变量 ,哪个 是 确定 性 的 参 变 量 . 
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第 3 节 思维 定 势 与 综合 题解 析 


思维 定 势 ”涉及 nn 次 试验 中 某 事 件 发 生 的 次 数 X 的 数字 特征 的 问题 ， 马上 要 联想 到 对 


: XX 作 (0- 1) 分 析 . 

0， 第 ;次 不 发 生 
: 即 令 X= ; 则 久 二 Xi 十 Xs 十 "十 XX 
a | 第 i 次 发 生 “ 风 二 


【 例 3. 38】 设 事件 A 在 第 i 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p;(i = 1,2,…,n) ,XX 表示 n 次 独立 试验 中 人 A 
出 现 的 次 数 , 求 E(X) ,D(X). 

0， 第 i 次 试验 A 不 出 现 

1， 第 i 次 试验 A 出 现 

则 六 = Xi 十 X, 十 … 十 X,. 

因为 P{X; = 1} = P(A) = p;, 

P{X;=0}= P(A)=1—p;= g(i= 1,2,,n) 
所 以 E(X;) = p;， 


[1S X= | 


ECX) = DE(CX) = > 加。 
t= i=1 
D(X,) = E(X?) — [ECX,) J 
= lp 二 +0. gq — pt = piq:, 
又 X1,X;，,… ,XX, 相互 独立 . 


故 D(X) = SDCX,) > Vp, 
1 一 1 | 


二 、 综 合 题 解析 


【 例 3. 39】 今 有 两 封 信 和 欲 投 入 编号 为 工 , 工 , 亚 的 3 个 邮 简 , 设 X,Y 分 别 表示 投入 第 工 号 和 第 开 
号 邮 简 的 信 的 数目 . (1) 求 (X,Y) 的 联合 分 布 ; (2)X 与 Y 是 否 独立 ; (3) 令 U = 
max(X,Y),V 二 min(X,Y), 求 ECU) 和 ECV). 

【 解 】(1) 由 题 设 可 知 ,X,Y 的 可 取 值 为 0,1,2. 


P{X = 0,Y = 0} 一 P{ 两 封 信 均 投入 第 中 邮 简 ) 一 过 六 
P{X = 二 1,Y = 0) = P{ 两 封 信 中 有 一 封 投入 第 号 简 , 另 一 封 投入 第 中 号 简 } 
Ci .3 
2 
P{X=1,Y= 1) 本 
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CE 
9 


P{X=2,Y = 0)} 


2 


P{X=2,Y=1}=0,P{X=2,Y= 2}=0. 
由 以 上 结果 可 得 (X,Y) 的 分 布 律 


X 到 | 航 2 
1 | 
| 汪 和 
2 0 0 


(2) X,Y 的 边缘 分 布 律 


因为 P{X 一 0, 二 0) 于 关 P(X 一 0) .PIG 了 = 0 一半 x 寺 ， 


所 以 X,Y 不 独立 . 
(3)U 二 max{X,Y} 的 可 能 取 值 为 0,1,2. 


1 
9 


P{U=0)}= P{X= 0,Y= 0} 


9 


P{U=1}= P{X=0,Y +P{X=1,Y=0)+P{X=1,Y=1)—5 = 


co| co 


P{U=2}= P{(X=0,Y=2}+P{X=1,Y= 2}++ P{X=2,Y = 0})+ 


|e ey 本， 


所 以 E(U) 一 0X 计 十 1X 也 十 2X 地 一 
V = min{X,Y) 的 可 能 取 值 0,1,2. 
PlV=0)=P{X=0,¥—=0}+P{(X=0,Y=1)+P{X=0,Y=2)+ 


10 


P{X=2,Y= 0}++P{X=2,Y = 0)} 


P(V=1}= PIX=1Y=1}4+P(X=1,Y=2)+P{X = 2,Y= 1) = 了， 


Pl{V=2}= P(X=2,Y=2}=0, 
所 以 E(V) 一 0X 于 十 1X 地 十 2X0 一 地 
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【 例 3. 40】 已 知 随 机 变量 人 XX 和 Y 分 别 服 从 正 态 分 布 N(1,3*) 和 NN(0, 和 ), 且 XX 与 Y 的 相关 系数 


i > 
Pxy = 一 了 33 设 2 二 可 十 二- 
(1) 求 Z 的 数学 期 望 ECZ) 和 方差 D(Z);(2) 求 X 与 Z 的 相关 系数 ps;(3) 问 XX 与 
Z 是 否 相 互 独立 ?为 什么 ? 
〖 解 3X ~ NGC1,32),7 ~ N(0,4’). 
弦 ， 宁 1 1 ,证 | _1 
(0) ELZ) = E( 和 G+)= 3E(X) + EY) 了 XI1 十 却 X0 一 杞 ， 


D(Z) =D(X+Y)= (3 ) pco+ (去 ) DO 十 2om VD(3) VD(¥) 


1 ; 1 
训 X3 | 刘 
a 人 
人 


C2) ov(X, ZY = cov(X, 委 十 五 ) 一 cov(X,X) 十 二 covCX,Z) 


-人 x+ 人 


| 
一 
让 

| 
[ee 
| 
六 


1 | 2 ,1 | 
= CX) 十 pry DER VD = 名 交 囊 和 XX(— 却 )X3X4 


和 


故 p。 二 cov(X,2Z) ” 
”VDG VDC2) 
(3) 因 2Z 不 一 定 服从 正 态 分 布 ,(X,Z) 更 不 一 定 为 正 态 分 布 , 故 尽管 和 与 2 不 相关 ,X 与 QZ 
仍 不 一 定 相互 独立 . 
【 例 3. 41】 假 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 和 矩形 
G= {wy | ORZrE LEY 1} 
上 服从 均匀 分 布 , 记 


i 6， 这 浸 玉 /0,，X<2Y 
一 1 X=>2Y 
求 :(1)U 和 VV 的 联合 分 布 ; (2)U 和 V 的 相关 系 

数 p. 


〖 解 〗 由 题 设 可 知 ( 如 图 3-5 所 示 ): 
P(XZY) = ,P(X > 2Y) = 志 ,P(Y < X<2Y) = 工 . 


(1) (U,V) 所 有 可 能 取 值 为 :(0,0),(0,1),(1,0),(1,1). 
且 P(U=0,V=0)= P(X&<Y,X<2Y) 


| 


= P(X<Y) = 地 ; 


P(U=0,V=1)= P(X<Y,X>2Y) = 0; 


PrU =1V=0) = PRSY;Z) = FIY 一 六 去 27) = 地 ; 


PCU=1,V=1)=1 ( 


(2) 由 (1) 的 结构 易 知 UV,U 和 V 的 分 布 律 分 别 为 
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HE 
0 1 @ 1 0 1 
2 2 4 4 2 2 


于 是 ,有 
3 六 1 
E(U) = 了 ,DCU) = 六 ;ECV) 一 到 ,DCV) = 士 ; 
E(UV) = 也 二 ;cbv(UV) = EUV) — ECDEV) = 于 
cov(U,V) _ 1 


VDD DV V3 
【 例 3. 42】 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 f(x) 一 Fe ;0 二 妇 十 6 


(1) 求 X 的 数学 期 望 ECX) 和 方差 D(X); 
(2) 求 X 与 |X| 的 协 方差 ,并 间 X 与 | X | 是 否 不 相关 ? 
(3) 间 X 与 | X | 是否 相互 独立 ?为 什么 ? 


"十 co Hoo 
【 解 ] (DECX) =| zrCz)dz 一 王 | ze dz=0， 


十 co 十 co 十 co 
D(X) =| flz)dz = | 2Z2 。 oe"dz= | 2 d= 区 
os 一 co 0 


(2 ECX|X |) = 去 | > | 并 | erlzldz 一 0， 

cov(X, | X|)=E(X|X|I)—E(X).E(|X|)=0. 

pi 人 二 | 玉 全 下 作 二 生 | 芝 1 和 相 

(3) 对 给 定 0 二 a 过 十 ,显然 事件 {| X | 二 a) 包含 在 事件 { 和 <a) 内, 且 P{X<a}<=1， 

Pi w|i 0 

故 P(X<a,|X|<a)}= P(X|<a). 

但 P{X<~<a}. P{|X|<a}<=P{|IX|<a)}, 

所 以 P{X< 过 a, | XI|<a)2 关 P(X<a}.P(|X|<<a). 

故 X 与 |X| 不 独立 . 


习题 = 
1. 填空 题 . 


(1) 设 随 机 变量 X 与 Y 相互 独立 ,DC(X) = 2,D(Y) = 4,D(2X 一 Y) = 

(2) 已 知 随机 变量 和 一 N( 一 3,1),Y 一 NGC2,1)，, 且 X 与 了 相互 独立 ,Z 一 X 一 2Y 十 7, 则 
2 一 

(3) 投 搓 史 枚 朋 子 ， , 则 出 现 的 点 数 之 和 的 数学 期 记 

(4) 设 离散 型 随机 变量 5 的 取 值 是 在 两 次 独立 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 如 果 在 这 些 试验 中 
事件 发 生 的 概率 相同 ,并 且 已 知 E(X) 二 0.9, 则 DCX) = 

(5) 设 和 一 NGO,1),Y 二 X*”(n 为 正 整数 ), 则 ov 一 


ls 若 和 之 0 
(6) 人 若 X 一 0, 则 方差 
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DY = 


0 
(7) 车 随机 变量 X ,XX， 相互 独立 , 且 服从 相同 的 两 点 分 布 | ， 


0.2) X= 和 Xi 服从 
分 布 ,E(X) 一 ,D(X)= . 

(8) 设 时 和 立 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 且 和 ~ N(0,1),Y 在 (一 1,1) 上 服从 均匀 分 布 , 则 
cov(X,Y) 一 

(9) 设 尺 和 YY 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 :p(x) 一 人 | 

oY yy 

0， 其 他 

(10) 设 随机 变量 X, ,X,,X， 相互 独立 ,其 中 X 在 [0,6] 服从 均匀 分 布 ,X; 服从 正 态 分 布 
N(0,2:),Xs 服从 参数 为 和 = 3 的 泊 松 分 布 , 记 Y 一 Xi 一 2Xs 十 3X， 则 DCY) 


.选择 题 . | 
(1) 设 随 机 变量 匀 和 YY 独立 同 分 布 , 记 U 二 贸 一 Y,V 二 义 十 了 , 则 随机 变量 口 和 V 必然 


5 
g(y) = , 则 ECXY) = 


A. 不 独立 . B. 独立 . 
C. 相关 系数 不 为 零 . D. 相关 系数 为 零 . 【 】 
(2) 设 PCX 一 门 一 CE bn = 1 MN ECXY = 
A.0. B.1. 
C. 0.5. D. 不 存在 . 【 】 
(3) X ,Xs ,Xs 都 服从 [0,2] 上 的 均匀 分 布 , 则 EC(3Xi 一 X, 十 2X,) 一 
A.1. B. 3. 
C. 4. D. 2. | r 3 
(4) 已 知 了 与 Y 的 联合 分 布 如 下 表 所 示 , 则 有 
Y 
0 1 2 
0 G1 0.05 0.25 
0 0.1 0.2 
2 |o2 0.1 0 
A. 久 与 了 不 独立 . B.X 与 Y 独立 . 
C. 久 与 了 不 相关 . D.X 与 彼此 独立 且 相 关 . [ 3 


(5) 设 离散 型 随机 变量 X 的 可 能 取 值 为 :zi 一 1,zs 二 2,x3 二 3, 且 E(X) 二 2.3,E(X*) 王 


5.9, 则 TXT1»T2» XT3 所 对 应 的 概率 为 
A. pi = 0. 1， p: 一 0.2， 
C.p!1 = 0.3,， p: = 0.5， 


ps = 0. 7. 
pi 0 2 


B. pi = [0 
D. pi 二 0.2， 


ps = 0. 2; 
p: = 0 


ps 5 
炉 二 0 总 ;下 】 


(6) 设 和 与 立 为 两 个 随机 变量 , 则 下 列 等 式 中 正确 的 是 


A.E(X+Y) = E(X)E(Y). 
C.ECXY) = E(X)E(Y). 
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B.D(X+Y) = D(X)++ DOY). 
D. DCXY) = D(X)D(Y). 【 了 
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(7) 现 有 10 张 奖券 ,其 中 8 张 为 2 元 ,2 张 为 5 元 , 令 某 人 从 中 随机 地 无 放 回 地 抽取 3 张 , 则 此 
人 得 奖 的 金额 的 数学 期 望 为 
A. 6. B. 12. C.7.8. D. 9. r 7】 
(8) 设 随机 变量 与 了 服从 正 态 分 布 ,X ~ NG,4?),Y ~ NC,57), 记 Pi 二 P(X 过 Zu 一 4)， 
P; = P{Y 这 p44 十 5), 则 


A. 对 任何 j, 都 有 Pi! = P;. B. 对 任何 实数 ,都 有 Pi 过 已 . 

C. 只 有 的 个 别 值 , 才 有 Pi 二 Pi. D. 对 任何 实数 wp, 都 有 Pi 二 Pi. 【 了】 
(9) 随机 变量 5 三 和 十 立 与 7 一 和 一 了 不 相关 的 充分 必要 条 件 为 

A. E(X) = E(Y). B. E(X’) — FE:(X) = E(Y’) — FE:(Y). 

CBC = EY D. E(X’) +E:(X) = E(Y’) + EE:(Y). 


【 】 
(10) 人 的 体重 和 一 g(x),E(X) = 二 a,D(X) 一 0,10 个 人 的 平均 体重 记 为 了 , 则 下 列 结论 正确 
的 是 
A.ECY) = a. B. EC(Y) = 0. la. C. DO(Y) = 0. 010. D. D(Y) = 2. 
【 】 
.证 明 题 . . 
(1) 设 久 是 随机 变量 ,c 是 常数 ,证 明 :D(X) 二 E{(X 一 c)?}, 其 中 cc 关 EC(X). 
(2) 设 和 和 Y 为 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 
ww ja 
A re 3. 
试 证 ;它们 的 卷 积 , 即 随机 变量 Z 二 了 十 Y 的 概率 密度 也 服从 正 态 分 布 . 
(3) 设 X,Y 相互 独立 ,证 明 :DCXY) = DCX)DCY) 十 [EC(X)DCOY) 二 [EC(P)]D(X). 
(4) 设 zi 和 zx 为 随机 变量 X 的 任意 两 个 可 取 值 ,EC(X) ,DCX) 分 别 为 其 数学 期 望 与 方差 , 则 


E[X— 二 | > D(X). 


fi (xz) = 


. 计算 题 . 


C1» 设 X 的 分 布 律 为 P(XK =@ Ek) = 全 ，( 尺 0,1,2,3,…,& 二 0), 试 求 EC(X) ,D(X). 
2 08, | 去 | 外 天 : 

(2) 设 随机 变量 具有 概率 密度 p(x) 一 区 2 ， 
0， 其 他 


求 EC(X),DCX). 
(3) 设 随 机 变量 X 和 了 的 联合 概率 分 布 为 
(0,0)|(0,1) | (1,0)|G1,1)| (2,0) 


0.10 1.0.18 0.251 0. 20 .. 0. 15 
求 E| sin 

(4) 一 汽车 沿 一 街道 行驶 需要 通过 三 个 设 有 红 绿 信号 灯 的 路 口 ,每 个 信号 灯 为 红 或 绿 与 其 他 
信号 灯 为 红 或 绿 相互 独立 , 且 红 绿 两 种 信号 显示 的 时 间 相 等 ,以 六 表 示 该 汽车 首次 遇 到 
红 灯 前 已 通过 的 路 口 的 个 数 , 求 :(1)X 的 概率 分 布 ;(2)E (二 二 支 )- 


< 二 Y) 下 
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(5) 设 (X,Y) 的 概率 密度 
gp(z,y) 一 和 ee 
0， 其 他 
求 ECVX 十 六 )， 

(6) 设 (X,Y) 服从 区 域 卫 = {(zx,y):0 二 xX 二 1,0 二 y 二 Xx) 上 的 均匀 分 布 , 求 相关 系数 ov， 
(7) 在 长 为 ! 的 线段 上 任 选 两 点 , 求 两 点 间距 离 的 数学 期 望 与 方差 ， 
(8) 设 义 ,Y 为 服从 正 态 分 布 N (a,o?) 的 随机 变量 , 且 X 与 了 相互 独立 , 求 卫 [min(X,Y)]. 
(9) 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 

gp(z) = FE, z+) 


求 E(X) ,D(X). 
(10) 设 (X,Y) 的 联合 密度 为 
1 


I z+y 1l 
PCZ，y) n . 
0， 其 他 
(11) 假设 一 部 机 器 在 一 天 内 发 生 故 障 的 概率 为 0.2, 机 器 发 生 故 障 时 全 天 停止 工作 , 若 一 周 5 
个 工作 日 里 无 故障 ,可 获 利 润 10 万 元 ,发 生 一 次 故障 仍 可 获 利润 5 万 元 ;发 生 二 次 故障 
所 获 利润 为 0 元 ;发 生 三 次 或 三 次 以 上 故障 就 要 亏损 2 万 元 , 求 一 周 内 期 望 利 润 是 多 少 ? 
(12) 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 密度 函数 为 
f(z19) 一 二 [pi (zy) + p(x,y)], 
其 中 gp1(zx,y) 和 go(X,y) 都 是 二 维 正 态 密度 函数 , 且 它 们 对 应 的 二 维 随 机 变量 的 相关 系 
数 分 别 为 二 和 一 于 它们 的 边缘 密度 函数 所 对 应 的 随机 变量 的 数学 期 望都 是 零 ,方差 都 
是 1. 
OD 求 随机 变量 X 和 立 的 密度 函数 户 (z) 和 fi(y), 及 义 和 YY 的 相关 系数 o( 可 直接 利用 
二 维 正 态 密度 的 性 质 ); 
四 间 义 与 了 是 否 独立 ?为 什么 ? 
参 考 答 案 


LDI2 NO (WEX)=Fn (DX)=—0.495. (5) px = 0 


(6) 了 Cp BY EX 


(8) 0. (9) E(XY) = 4. (10) 46. 
2.(1)D (2) D (3)C (4)A (5)B 
(6)A (7)C (8)A (9)B (10)A 


3. 略 . 
4. (DDE(X) = a,D(X) 一 aa 十 性 . (2)E(X) 一 0. (3)0. 25. 
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-二 + 二 + 于 ,于 +。 


1 十 六 3 8 4 8 96 
(DECVW FY) — HV. (6)pxr 一 序 : (TECX) = 
(8)E[min(X,Y)] = na 一 二. (9)E(X) = 0 D(X) = 2 
VT 
1 中 
(ioipc 三 壮丁 pr=% (11)5. 216( 万 元 ). 
CI DA Lt t= 
到 = G 27 y 一 ee i», 一 3 
1 A a V3 e 


@f(zsyy) 了 关 用 (Xz)fi(y), 故 头 与 Y 不 相互 独立 . 


3 


» 


Z2 


D(X) = 18- 
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第 四 章 “大 数 定律 和 中 心 极 限定 理 


第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 切 比 雪 夫 不 等 式 


1 . 切 比 雪夫 不 等 式 与 大 数 定律 . 
设 X 为 随机 变量 , 且 有 有 限 方 差 , 则 对 任意 s 之 0, 有 
P{| X— ECX) | 之 e) 过 对 下 
或 者 
DX) 


2 
全 


P{| X— ECX) |<e} 宇 1 


.大 数 定律 
(1) 切 比 雪夫 大 数 定律 : 设 Xi,X;,… 为 两 两 不 相关 的 随机 变量 序列 ,和 且 它们 的 方差 均 有 
限 ,并 有 公共 上 界 , 即 存在 常数 c, 使 
DCX;) 二 cc 一 1,2，… 
则 对 Ve 之 0, 有 
limP| $9x -FEx)|<e)- 1. 
(2) 伯 努 利 大 数 定律 : 设 Y, 表示 nn 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 即 Y, ~ BC(n,p) ,其 
中 p= 二 P(A), 则 对 Ye 0, 有 
or 
(3) 辛 钦 大 数 定律 : 设 Xi ,XX ,… ,XX, ,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 数 字 期 望 ECX;) = 
存在 , 则 对 任意 e 0, 有 


limP | 中 S71 -p<e)= 
~ n—”oo i=1 
二 .中 心 极限 定理 


1. 林 德 伯 格 一 列 维 定理 
设 Xi ,及 ， py" 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,ECX;) = jy, D(X;) 一 到 ,1 一 卫 23 则 对 任意 
实数 xX, 有 


站 Xi 一 了 ly 1 f= 2 g 
lim P< =1 一 -| e Td. 
non 本 Sz V2 
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2. 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 
设 Y, 表示 nn 重 伯 努 利 试 验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 即 Y, ~ Bln,p),p = 二 P(A), 则 对 任意 实 
数 ,有 


三 、 重 要 公式 与 结论 


1 . 切 比 雪夫 不 等 式 的 一 般 形式 
设 X 的 > 阶 绝 对 矩 存在 ,> 二 0, 则 对 Ve 放 0, 有 
< EC| 2 | 
村 


P{| X | 宇 e} (r > 0). 


特别 有 


(1) P{| XEON Ize <ELX-EXD, 


€ 


E(| X—E(X) | ) _ D(X) 
< | 2 DD 于 


E [3 


(2) P{| X— EC(X) |} 之 e} 
2. 近似 计算 公式 
(1) 当 nn 很 大 ,p 很 小 时 ,二 项 概率 有 下 列 近 似 公 式 ( 即 Poisson 定理 ): 


[3 
P,(k) = Cipt(1— p)"™ ~ 二 7， 其 中 = np. 


(2)X ,Xs ，,… 满足 中 心 极限 定理 的 条 件 ,E(X;) 二 jp,D(Xi) 二 0 (i 二 1;2,…,n),n 很 大 时 
有 下 列 近似 公式 


.EE 
中 人 < 小 Bb) — Ba). 


四 注意 

(1) 德 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 实际 上 就 是 林 德 伯 格 一 勒 维 定理 在 随机 变量 序列 X, ，Xs。，…， 
X,，,… 独立 同 0 一 1 分布 的 情形 . 

(2) 切 比 雪夫 不 等 式 主 要 用 来 对 期 望 .方差 已 知 的 随机 变量 取 值 的 概率 作 粗 略 估计 . 

(3) 大 数 定律 是 参数 估计 中 和 矩 估 计 的 理论 依据 ,也 是 判别 估计 一 致 性 的 主要 方法 . 

(4) 中 心 极限 定理 主要 用 于 近似 计算 ， 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方 法 和 技巧 
题 型 一 有 关切 比 雪夫 不 等 式 与 大 数 定律 的 命题 


【 例 4. 1 设 随 机 变量 X 的 数学 期 望 ECX) = /方差 D(X) 二 0, 则 由 切 比 雪夫 不 等 式 , 有 
P{| X—y| 宇 30) < 
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Es 
【 解 】 令 = 二 3c, 则 由 切 比 雪夫 不 等 式 P{| X 一 j | 宇 e} 过 D9 有 
二 0 
ny 
【 例 4.2] 设 XX ,X,,…,X, 是 nn 个 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,E(X;) 二 ,D(X;) = 二 8,(i==1,2,…， 
D, 对 于 X= > “, 写 出 所 满足 的 切 比 雪夫 不 等 式 ,并 估计 P{| X 一 y | 一 4) 之 
[MI ECX) = E(T HX)= LE(DX)= .wm =p 
D(X) =D (2X)= 4p( Dx jp 一色 
于 是 二 》) 将 所 满足 的 切 比 雪夫 不 等 式 为 
这 二 “| 生计 莹 于 到 三 让， 
ef ne 
区 DC 
| 4 Se 42 xn , 2n" 


【 例 4. 3】 设 随机 变量 X 和 了 的 数学 期 望 分 别 为 一 2 和 2, 方 差分 别 为 1 和 4, 而 相关 系数 为 一 0. 5， 
则 根据 切 比 雪夫 不 等 式 P{| X 十 Y | 宇 6}) 过 
【 解 ] 令 Z== XX 十 Y, 则 EC(Z) = E(X) 十 E(Y) = 一 2 十 2 一 0， 
D(Z) = D(X+TY) = D(X)+TD(Y)+2cov( X,Y) 


— D(X) +D(Y) 十 2pw VDCRJ VC 一 1 十 4 十 2X (一 去 jx1X2 一 3， 


于 是 “Pt| 和 二 TY| 三 6) = P{| 2 一 EC2Z) =6 < = 部 一 十 . 


【 例 4. 4】 设 随机 变量 Xi ,XX;,…,X,,… | 其 分 布 函 数 为 
F(x) = 二 a 十 一 二 arctan 冯 ,2 天 0， 


则 辛 钦 大 数 定律 对 此 序列 


(A) 适用 . (B) 当 常 数 a,65 取 适当 的 数值 时 适用 . 
CC) 不 适用 (D) 无 法 判别 . [  】 
【 解 】 六 饮 大 数 定律 成 立 的 条 件 是 随机 变量 X 的 数学 期 望 存在 , 即 | | = 虹 2 | dz 收 得 ， 
二 b 
因为 dz re "(PT)" 
dF (zx) |- : 2 
有 三 | 人 0 
_ lol fa4dG 天 十 m2) 站 a 
x dm | bh Mim ln(1 生 ) 一 en 


故 辛 钦 大 数 定律 不 适用 , 即 选 (C). 
【 例 4. 5】 设 Xi ,X:，…,X,，%… 相互 独立 同 分 布 , 且 ECX,) 一 0， 则 imP{ Xi 一 可 一 
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【 解 ] 由 辛 次 天 数 定律 有 ( 取 。 一 1) 
Een) le] 
即 
tmp( | < 中 
又 显然 有 (|2>x|<1) 运 en 


limp{ PX =n) tim(|22x|<1)- 1. 


从 而 有 limP{ DX， 二 n) 二 1, 即 应 填 1. 


题 型 二 “有关 中心 极限 定理 的 命题 


问题 间接 给 出 . 其 求解 步骤 都 可 归纳 为 : 
1” 根据 实际 问题 , 设 随 机 变量 X 或 独立 同 分 布 随机 变量 序列 Xi ,Xs,…, 令 
2” 分 析 X 服从 什么 分 布 ,并 求 数 学 期 望 EX 和 方差 DX; 


X—EX 
3 变量 X 有 , 见 
将 该 随机 变量 X 标准 化 ， I 则 


pen 
a Eee 
(3 加 | 


其 中 5B( ”) 是 标准 正 态 分 布 函数 . 
【 例 4. 6】 设 Xi ,X;,… 为 独立 同 分 布 序列 , 且 X;(i 二 1,2,…) 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 则 


pC X; 一 元 
(A) ij 多 过 小 G(Cz).(B) ij 六 二 D(X). 
ee 让 二 
(C) limP3 二 1: a Sx), (DD) limPa iei | Dz). 
n>o0 MnA N00 nA Ss 


其 中 B(x) = a i 思 
到 T 


1 
EE 八 = 
4 和 汤 “2 Vn 
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1 qz 可见 该 选 (A). 

27 

【 例 4. 7】 某 人 要 测量 A,B 两 地 之 间 的 距离 ,限于 测量 工具 ,将 其 分 成 1200 段 进行 测 量 , 设 每 段 
测量 误差 (单位 :km) 相互 独立 ,上 且 均 服从 (一 0.5,0.5) 上 的 均匀 分 布 . 试 求 总 距离 测量 
误差 的 绝对 值 不 超过 20 km 的 概率 . 

【分 析 】 利用 独立 同 分 布 情形 下 的 林 德 伯 格 一 勒 维 定理 . 

【 解 〗 设 XX; 表示 第 i 段 上 的 测量 误差 , 则 XX; 一 U( 一 0.5,0.5),i 二 1,2,…,1200, 从 而 要 求 的 概率 


1200 


为 P{| > X,|<< 20), 因 为 X; 独立 同 分 布 , 且 


E(X;,) 二 一 0 D(X 和 9 i = Ls L200: 


1200 


于 是 由 中 心 极限 定理 知 ， 2 近似 服从 N (0,100). 


1200 
人 1 
故 P XxX; | 去 20 = P|-20-0 之 20—0,= 6(2) 一 6( 一 2) 
(2 ] | 10— < 10 | 


从 


= 28(2)—1 = 0.90. 
【 例 4. 83 抽样 检 查 产 品质 量 时 ,如 果 发 现 次 品 多 于 10 个, 则 拒绝 接受 这 批 产品 , 设 某 批 产 品 的 次 
品 率 为 10%, 问 至 少 应 抽取 多 少 个 产品 检查 才能 保证 拒绝 接收 该 产品 的 概率 达到 0. 9? 
【 解 】 设 ”为 至 少 应 抽取 的 产品 数 ,X 为 其 中 的 次 品 数 
1， 第 & 次 检查 时 为 次 品 ， 


ly 第 上 次 抽查 时 为 正品 . 


则 X= SX BCXY=01 DRY=0.1(—0,1) = 0.09. 


k=1 
由 德 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 ,有 
10—nX 0,1 | | = 
A OlIXEI vn Wl OB 少 


10 一 0. 17 10 一 上 ] 元 
一 0. 1. 查 表 得 
0..34/n 0. 3Vn ) 查 表 得 


Pl10<X}=P| 


由 题 意 1 一 6 人 |]=0.9 > | 


【 例 4. 9】(1) 一 个 复杂 系统 由 100 个 相互 独立 的 元 件 组 成 ,在 系统 运行 期 间 每 个 元 件 损坏 的 概 
率 为 0. 10, 又 知 为 使 系统 正常 运行 ,至 少 必 须 有 85 个 元 件 工作 , 求 系统 的 可 靠 度 ( 即 正 
常 运行 的 概率 ); (2) 上 述 系 统 假如 由 n 个 相互 独立 的 元 件 组 成 ,而 且 又 要 求 至 少 有 
80% 的 元 件 工 作 才 能 使 整个 系统 正常 运行 , 问 n 至少 为 多 大 时 才能 保证 系统 的 可 靠 度 
为 0. 95? 
1， 第 个 元 件 没 损坏 ， 
0， 第 个 元 件 损坏 . 


X 为 系统 正常 运行 时 完好 的 元 件 个 数 , 于 是 X = 》)X. 由 题 设 可 知 Xi(k 二 1,2,…， 


【 解 】(1) 设 Xi 二 
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100) 服从 (0 一 1) 分 布 . 
100 
X 二 》) Xi 服从 二 项 分 布 BC(100,0.9), 于 是 
= 
E(X) = 100 X0.9= 90, D(X) = npg = 100X0.9X0.1=9, 
(二 2 加 | 
V9 V9 


去 3)=1 o( 3 )~ 0. 952. 


故 所 求 概 率 为 P{X 二 85) = 二 1 一 P{X 达 85;= 二 1 一 P 


X—90 
3 


= P| 


(2) P{0. 8n < X) = 0.95, 


0. 一 心 . 一 0. a 
而 Plo0.8n<X)=PI Ee | | Vn X Se 


0.3n Vn Xo0.3 


~g( 并 )> 0. 95. 


故 1 65>n — 25. | 


【 例 4. 10 某 车 间 有 200 台 车 床 ,由 于 各 种 原因 每 台 车 床 只 有 60% 的 时 间 在 开动 ,每 台 车 床 开动 
期 间 耗 电量 为 请, 问 至 少 供给 此 车 间 多 少 电量 才能 以 99. 9% 的 概率 保证 此 车 间 不 因 


供电 不 足 而 影响 生产 . 
1， 第 & 台 车 床 开动 ， a 
i 有 < 令 本 | 到 ,由 
【 解 】〗 设 0， 第 丰台 车 床 不 开 ， 令 了 ZX 车 间 开 动 的 车 床 数 , 则 
EC(X; = 6 了 (XRD = 0.6X0.4=0.24; 
ECX) = 200 x 0.6 = 120, D(X) = 200 Xx 0.24 = 48. 


不 影响 生产 需 开 动 的 车 床 数 为 n, 由 德 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 ,有 
X— ECX) 。 n— 120 
VDCX) ~ V18 


P(X<n)=P| > 0. 999. 


n— 120 n—120 
即 ol )}> 0. 999， 查 表 得 > 3.01. 取 wn 一 141， 


从 而 可 知 ,给 车 间 供 电 141E 就 能 以 不 小 于 99. 9% 的 概率 保证 正常 生产 . 
【 例 4. 11] 一 生产 线 生产 的 产品 成 箱包 装 ,每 箱 重 量 是 随机 的 . 假设 每 箱 平 均 重 50 kg ,标准 差 为 
5 kg. 若 用 最 大 载重 量 为 5 t 的 汽车 承运 , 试 利用 中 心 极限 定理 说 明 每 辆 车 最 多 可 以 
装 多 少 箱 ,才能 保障 不 超载 的 概率 大 于 0. 977L@6(2) = 0. 977, 其 中 B(x) 是 标准 正 态 


分 布 函数 ]. 
【 解 】 设 X; (i 二 1,2,…,n) 是 装运 的 第 i1 箱 的 重量 (单位 :kg) ,n 为 所 求 箱 数 ,由 条 件 可 以 把 Xi ， 
Xz,…，,X, 看 做 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,而 ” 箱 的 总 重量 了 , = Xi 十 X; 十 … 十 X,. 由 题 设 


E(X,) 二 50, VD(X;) 二 5,E(T,) 二 50n, VD(CT) 一 5V (单位 :kg). 由 勒 维 一 林 德 伯 

格 中 心 极 限定 理 ,T, ~ N(50n,25n) 

T,— 50n 5000— 50n 1000 一 10n 
pe 


i de 


> 2=>n = 98. 0199. 


P{T, 过 5000}= 二 P )> 0. 977 = 6(2) 


_、1000 一 10z 
Vn 
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i 
故 最 多 可 装 98 箱 . 

仿 如 [ 例 4.8] 中 ,虽然 作为 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 义 ,有 事件 (10 二 X) 一 (10 过 XX 过 nn) ,但 
在 用 中 心 极限 定理 做 近似 计算 时 ,不 能 将 P(10 一 X) 写成 P(10 二 久之 nn) 来 计算 ,因为 写 
成 后 者 以 后 一 般 会 产生 更 大 的 误差 . 其 他 例题 也 有 类 似 问 题 ,请 不 要 和 弄 错 . 

盏 页 可 

1. 填空 题 . 

(1) 设 Y, 是 n 次 伯 努 利 试验 中 事件 A 出 现 的 次 数 ,p 为 A 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 对 任 


意 e 之 0, 有 limP (| 光一 p| 之 6)- 
(2) 设 随机 变量 了 和 YY 的 数学 期 望 是 2, 方 差分 别 为 1 和 4, 而 相关 系数 为 0.5, 则 根据 切 比 雪 
夫 不 等 式 P(| X 一 Y | 宇 6) 过 


2. 计算 题 . 
en 0 
CD 放生 的 和 认为 TCD 一 ，” 这 利用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 概率 
Qs TO0 
P(O0<<X 一 6). 


(2) 某 厂 有 400 台 同 型 机 器 ,各 台 机 器 发 生 故 障 的 概率 均 为 0.02, 假 设 各 台 机 器 相互 独立 工 
作 , 试 求 机 器 出 故障 的 台数 不 少 于 2 台 的 概率 . 

(3) 设 供电 网 中 有 10000 益 灯 ,夜晚 每 一 益 灯 开 着 的 概率 都 是 0.7, 假 设 各 灯 开 、 关 时 间 彼 此 无 
关 , 计 算 同 时 开关 的 灯 数 在 6800 与 7200 之 间 的 概率 . 

(4) 设 某 产品 的 不 合格 品 率 为 0.005, 任 取 10000 件 , 问 不 合格 品 不 多 于 70 件 的 概率 . 

(5) 检查 员 逐 个 地 检查 菜 产品 ,每 次 花 10 s 检查 一 个 ,但 有 的 产品 需要 重复 检查 一 次 再 用 去 


10 s, 假 设 每 个 产品 需要 重复 检查 的 概率 为 二 , 试 求 在 8 h 内 检查 员 检 查 的 产品 多 于 1900 
个 的 概率 . 
参 考 答 案 
1 
1. (1)0. (2 17: 


2. (1)P(0 一 X 一 6) 之 3 


(2)0. 9859. (3)0. 999. (4)0. 998. 
(5) 设 T; 表示 检查 第 i 个 产品 所 需 时 间 , 则 T; 独立 同 分 布 , 且 
_ /10, 第 i 个 产品 没 重复 检查 ， 


1 = 1,2,*…,1900 
20， 否则 ， 


1900 


易 得 P(>)T < 8xX3600)= 0.916. 
二 
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第 1 节 重要 概念 .定理 和 公式 的 剖析 


一 、 几 个 基本 概念 


了 . 总体、 个 性 和 样本 

在 数理 统计 中 , 称 研究 对 象 的 全 体 (通常 为 数量 指标 的 集合 ) 为 总 体 ,组 成 总 体 的 每 一 个 元 
素 为 个 体 ;从 总 体 中 随机 抽取 若干 个 体 ,这 些 个 体 称 为 样本 ,个 体 的 个 数 称 为 样本 容量 (或 样本 
大 zs 

通常 总 体 用 随机 变量 X 表示 , 容量 为 n 的 样本 用 n 维 随机 变量 (X, ,X,,…,X,) 表示 . 若 
Xi(i 二 1,2,…,n) 相互 独立 且 与 总 体 X 同 分 布 , 则 称 (X ,XX ,…，,X,) 为 简单 随机 样本 (也 简称 
样本 ). 


2. 统计 量 
不 含 总 体 分 布 中 任何 未 知 参数 的 样本 的 函数 称 为 统计 量 . 下 面 为 常用 的 一 些 统计 量 . 
(1) 样本 均值 X= iox. 
(2) 样本 方差 Esp 
(3) 样本 上 阶 原点 短 A 一 二 DX 
(4) 样本 大 阶 中 心 和 矩 M; = Lp 


(5) 次 序 统计 量 ” 设 样 本 CX ,XX;,…,X,) 的 观测 值 为 (zi ,zz，… ,zx,), 现 将 观测 值 按 由 小 
到 大 的 顺序 重新 排列 得 到 zu 过 ze 声 … 过 zow, 记 取 值 为 xo 的 样本 分 量 为 Xe , 则 称 Xo， 
X ，…，,Xow 为 样本 (Xi ,XX,,…,X,) 的 次 序 统 计量 . 
8. 分 位 数 

车 存在 x, ,使 P{X > zs) 二 a; 则 称 x。 为 X 的 概率 分 布 的 (上 侧 )a 分 位 数 . 
二. 样本 (Xi , 义 ,,… ,XX, ) 的 联合 分 布 

若 总 体 X 为 一 个 连续 型 随机 变量 ,密度 函数 为 fx (zx) , 则 样本 (Xi ,X:,，…,X,) 的 联合 密度 
为 


Fr zz) = [fx zi). 
i=1 


若 总 体 X 为 一 个 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 P(X= Xi) = 轧 ; ;1 一 1,2,…, 则 样本 CX ,及 2 0 
X,) 的 联合 分 布 律 为 
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flzivma sz) = || PX: = 1). 
== 


二 、 三 个 抽样 分 布 Te 分 布 、! 分 布 与 下 分布 
了.x 分 布 
设 Xi i ， 相互 独立 且 同 服从 正 态 分 布 N(0,1) , 则 随机 变量 
太一 之 总 


所 服从 的 分 布 称 为 自由 度 为 n 的 x? 分 布 ,并 记 为 x (n). 
入 分 布 有 下 列 性 质 : 
车 XX 一 六 (WD), 了 一 wm), 且 XX 与 Y 相 互 独立 , 则 十 Y ~ (n 十 m). 
2.1 分 布 L 
设 X~ N(0,1),Y 一 x (mn), 且 XX 与 Y 相互 独 立 , 则 随机 变量 
r=x| 工 


n 
所 服从 的 分 布 称 为 自由 度 为 n 的 1 分布 ,并 记 为 iz(n).t 分 布 的 密度 函数 关于 y 轴 对 称 , 且 其 极限 
分 布 为 标准 正 态 分 布 . 


38. 下 分 布 
设 X 一 Xm),Y 一 x(n), 且 XX 与 YY 相互 独立 , 则 称 随机 变量 
3 X/m 
Y/n 


所 服从 的 分 布 为 自由 度 为 (m,n) 的 下 分 布 ,并 记 为 FCm,n). 
三 、 正 态 总 体 下 常用 统计 量 的 性 质 
设 (X ,X: ,…,X,) 为 来 自 正 态 总 体 NGu,o) 的 样本 , 则 有 


== 2 NP 
a) X~N(ss), Vn SL -et NO Lys 


i | 可 
$m 
eg 


2 oO 3 
(3) EDK) ~ 
i=1 


(4) X 与 S: 相互 独立 ; 


(5) Viet A 1 


设 (Xi Rs WE 是 来 自 正 态 总 体 NG ,01) 的 样本 ， (Yi ,Y; 5 是 来 自 正 态 总 体 
No so!) 的 样本 , 且 两 个 总 体 相互 独立 , 则 有 
(X—Y) CAa 一 /ia ) 
2 


5 
101 O02 
一 十 一 
m n 


(6) ~ N(0,1); 
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PX; — pa )’ /mo 
1 


C7» ~ FPF(m,n); 


py (CY.; — pa)* /ngs 


(8) i 


其 中 ,S 二 一 + 
m— 1 


(9) 当 两 总 体 的 方差 相同 时 , 即 ma 一 cz ,有 
(X—Y)— (a — ps) 


中 
m n 


i 1 人 
2 CX Xi FT Y)?; 


~ tm 十 nn 一 2)， 


四 、 重 要 公式 与 结论 
(1) 统计 量 是 随机 变量 ,本 身 不 含 总 体 分布 中 的 未 知 参数 ,但 它 的 分 布 可 能 含 总 体 分 布 中 
的 未 知 参 数 . 


(2) 样本 (Xi,…,X,) 取 自 总 体 义 ,X; 相互 独立 且 与 XX 同 分 布 (i 二 1,2,…,n). 
(3) 无 论 总 体 X 是 何 分 布 ,只 要 有 (Xi ,Xi;,…,X,) 来自 X, 且 ECX) = jy,D(X) = 二 多, 则 
Su i 2 
@ E(X)= ,D(X) = a 
nO—1 2 
oO. 
n 


a 2 
其 中 ,S” = et XE, 


(4) 抽样 分 布 的 补充 性 质 . 
中 车 x 一 x Cn) , 则 有 


@ E(S)=0,E(S* )= 


E(x’) 一 n,D(x’) = Zn 
@ 若 工 一 tn), 则 


n 


E(T) =0,D(T) = 2 (n>2). 
若 工 的 上 侧 w 分 位 数 记 作 zn), 则 
万 (2) =— ti (n). 
加 车 下 ~ FFGms), 则 雷 ~~ Cnwm). 
车 下 的 上 侧 a 分 位 数 记 作 下 Cm,n), 则 
其 tea 二 二 


图 若 可 一 N(0,1) ,ww 为 其 上 侧 a 分 位 数 , 则 z 二 一。. 
五 经验 分 布 函数 


假设 X 为 随机 变量 ;zi ,zs,… ,zx 为 从 小 到 大 排列 的 一 组 样本 值 . 令 
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0， 3 eis 

1/n, 当 站 生计 过 is 
F(z) 一 4 

k/n, 当 和 六 之 es 

1, 当 充 深 丈 


称 F(x) 为 经 验 分 布 函数 (或 样本 分 布 函数 ). 
性 质 :F,(x) = 二 {X 过 x) 的 频率 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


求 统 计量 的 数字 特征 或 取 值 的 概率 、 样 本 的 容 


pe 
【 例 5. 13 设 (Xi ,X;,…,X,) 为 取 自 正 态 总 体 NG io ) 的 样本 , 令 
Y 1 | 芝 一 吉 | , 斌 求 ECY),D(YY. 
1 一 


〖 分析】 因 Xi; ,X2 ，…,X, 独立 同 分 布 ,从 而 | X; 一 | 也 独立 同 分 布 (i 二 1,2,…,n), 于 是 根据 数 
字 特 征 的 性 质 ,只 须 求 E(| X; 一 jy 1) 和 D(| X; 一 1) 
【 解 ] 邻 YY; 二 X; 一 4, 则 Y; ~ N(0,0). 


十 co 1 
证 县 EX -wzD=EIZD=| yy 一 二 -edy 
一 Viana 
十 ce 2 
= 2 | » i 
2n0 
故 De dh /< 
而 DC X 一 六 = DY,|) = EC(Y’) 一 [EC Y 1 了 
= BD(Y,) 27 一 (1 2 je 
nT 
_l~ 二 
故 DY) 一 挛 立 DGX x)= (1 二 


KK 例 S, 2 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 NG, 过)(C 过 0) ,从 该 总 体 中 抽取 简单 随机 样本 Xi ,X， LA ,Xz » 
Gn > 2) ,其 样本 均值 为 玉 一 二 了 Xx,, 求 统计 量 Y 一 2 (X 十 Xn 一 23)? 的 数学 期 
望 E(Y). 


n 


【分 析 ] 利用 Ey) = Ele -12x = 


即 E| (XX 一 二 如 XX) ] 一 (nm 一 Dw 进行 计算 较 简便 .车 直接 利用 期 望 的 性 质 进行 
计算 , 则 是 很 复杂 的 , 故 掌握 几 个 常用 统计 量 的 数字 特征 是 必要 的 . 
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OR 
A 

【 解 ] 邻 X a 受 站 之 Xe， 
显然 有 2X 二 X' 十 了 Y. 并 注意 到 XX, 一 X 与 Xi 一 入 G 一 1,2,…,n) 相互 独立 .因此 


E(Y) = E[ D(X;+ X,; —2X)’ |= E{ DTC —X) + (CX, — XJ) 
和 1 一 1 


一 了 (>)[CX 一 和 7 十 2(X — XI Km K+ Xm 一头 )2]】 
1 一 1 


= B[ YR RR] YR — Ry] 
一】 t= 1 
= (2 一 1]) 叶 十 (2 一 1)o = 2(n— 1)0. 


〖 例 5.3】 从 正 态 总 体 N(3.4,6?) 中 抽取 容量 为 n 的 样本 ,如 果 要 求 其 样本 均值 位 于 区 间 (1.4， 
5. 4) 内 的 概率 不 小 于 0. 95, 问 样本 容量 n 至 少 应 取 多 大 ? 


【分 析 】 利 用 统计 量 /7 立 二 4 ~ NC0,1) 即 可 得 到 结果 . 
【 解 】 令 X 表示 样本 均值 , 则 因为 


Vn <—3.4 NG,1), 


6 
故 P(.4 一 X 一 5.4) = P(—2<X—3.4<2) 
[这 一 融 六 | 2 
=P| Ea | 
6/ Vn 6/ Vn 


一 PI/ X24 | < 7) 
= 20 (Vn)-— 1 > 0. 95. 
查 表 得 二 5 之 1.96, 即 n 之 34. 57. 故 至 少 应 取 35， 
【 例 $.4] 设 (Xi ,Xs ,Xi) 取 自 总 体 X ~ NGO,0.5), 则 P(X > 人 一 
【 解 】 因为 总 (站) 一 六 (7) ,于 是 
P{(Px: >4)= P|D (ES) > ae 


i=1 


查 表 可 知 x ws (7) 二 16. 03, 故 答案 应 填 0. 025. 


题 型 二 求 统计 量 的 分 布 


的 关键 . 
【 例 5. 5〗 设 XX 与 Y 相 互 独立 且 都 服从 NC(0,3”) ,而 ，… Xe 和 六 ，… ,Ys 分 别 是 来 自 总 体 X 和 
Y 的 简单 随机 样本 , 则 统计 量 
[7 = A te Rg 
服从 的 分 布 是 
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【 解 ] 易 知 分 子 >)X, ~ NC0,31) ,于 是 十 DX, ~ NC0,D), 而 了 CY,/3)* ~ x(9), 由 4 分布 的 


定义 有 
1 9 
Ee 
U = = ~ (9). 
D3) 
故 答案 应 填 1(9). 
【 例 5.6】 设 X, ,XX,,…,X, 是 来 自 正 态 总 体 N yo) 的 简单 随机 样本 ,X 是 样本 均值 , 记 
2 2 _ 1 & ww? 
3 二 ED. Xs 5 = 二 和 XY, 
Sf = PX, SS -一 Xp， 
则 服从 自由 度 为 nn 一 1 的 1 分 布 的 随机 变量 是 
(CANW= (BF 一 一 袜 二 和 
Si/ wn— 1 Sy/ Vn—1 
(C= XL. Dy = 2 
Ed 1 
【 解 】 因 为 X—p ~ NG0,l), :~ XD, 
o/ Vn 
故 易 知 = t(n 
即 应 选 (B). 
【 例 5. 7】 设 总 体 X 一 CO 从 总 体 中 取 一 量 为 6 的 样本 Xi ,Xe ，… ,Xs; 设 Y= 二 (Xi 十 


Xs 十;)? 十 (Xs 十 Xs 十 Xe)? i hn 分 布 . 


【 解 】 因 为 和 十 和 十 入 一 NGN) 所 以 全 NC0,1) 
Xi 十 X, 十 X， Xs 十 六 ;十 XX。 . 
2 Lys 回 人 ~ y:(1)., 
是 人 ee 


由 于 x? 分 布 的 可 知性 , 故 


ly (s+) (et) 2(2) 
V3 V3 et 
可 知 C 一 亏 . 
a 
【 例 5. 8] 设 总 体 X ~ NC0,07) ,Xi,Xs 是 总 体 的 一 个 样本 , 求 了 一 “一 325 的 分 布 . 
1 2 
Xi 十 XX; 2 Xi1—X; 2 
至 三 5 
人 
又 Xl 二, ~ N(0,20’), Xi — X, ~ N(0,20), 


Xi 十 XX 2 2 冻 1 =E 广 2 2 2 
a 0) 0 
且 易 验证 Xi 十 六 与 Xi 一 上 相互 独立 . 由 统计 量 世 的 定义 可 知 立 ~ F(1,1). 
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【 例 S5 9]】 设 XI so sR 是 来 自 正 态 总 体 X 的 简单 随机 样本 ， 
箭 二 FX Ea 二 光 六 。 一 于 COX + Xe + Xs), 


9 
S’ 一 Es, ZY 


S 
证 明 : 统 计量 Z 服从 自由 度 为 2 的 t 分布. 
【证 明 】 设 X 一 NC,0 ), 则 


EY = EY;s = py», DY, x j= 1 X 60 = Eo’, 


36 
DY, = 也 x 30 了 
由 于 Y 和 Y, 相互 独立 ,可知 EC(Y1 一 Y;) = 0. 
2 
DCy —Y,) = Dor ) 上 DC ) = so yo 5. 
从 而 UY 0, 1y, 
of/ V2 


正 态 总 体 样本 方差 的 性 质 , 可知 x? 一 ~ (2). 由 于 蕊 ,Z,S: 相互 独立 ,可 见 


一 了; 与 独立 .于 是 ,由 服从 :分 布 随机 变量 的 结构 , 易 知 
A = 
Z= = 服从 自由 度 为 2 的 1 分 布 . 
S J 


第 3 节 思维 定 势 


. 思维 定 势 ” 若 Xi ,Xs,…,X, 为 总 体 X 的 一 组 简单 随机 样本 , 则 凡是 涉及 统计 量 g(zxi， 
…,z,) 的 分 布 问题 ,一 般 联 想到 用 x? 分 布 ,t 分 布 和 下 分 布 的 定义 进行 讨论 . ; 


[ 例 5.10】 设 Xi ,XX; ,XX;,X, 是 来 自 正 态 总 体 N(0,2) 的 简单 随机 样本 ,X == a(Xi 2 oe 
b(3Xs 一 4Xs)?. 则 当 a = 水 二 时 ,统计 量 X 服从 X 分 布 ,其 自由 
度 为 

【 解 ] 设 Yl = Xi 一 2X; ,Ys 二 3X 一 4X4, 则 EC(Y1) = E(Y;) = 0,D(Y1) = 一 20,DC7,) = 100. 

因此 Y 一 N(C0,20),Y, ~ N(0,100). 更 进一步 


到 了 
ne N(0,1) 9 
V20 | V100 


由 x 分 布 的 定义 知 


2 


一 + 


ca 本 FP 2 2 ,~v2 
= 30X1 2X;) + (3X, — 4X4) 人 20。 
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[RE 
[ED 
1. 填空 题 . 
(1) 设 XI ,Xs，…，,X, 为 来 自 总 体 N(0,o2) 的 样本 , 且 随 机 变量 了 = C( 了》\X;) 一季 (1)， 则 
i=1 
常数 C 一 
《2 设 (X ,XX; ,Xs3,X4s) 取 自 正 态 总 体 X 一 NO0,22) 的 样本 且 Y 二 al(Xi 一 2X,)? 十 b(3X; 一 
入 (总则 & 守 ,0 一 时 ,了 服从 XX? 分 布 ,自由 度 为 
(3) 设 DP 福 21259。 为 来 自 总 体 为 X (72) 分 布 的 样本， 则 ECX) eS » 
DC RY = 
2. 单项 选择 题 . . 
(1) 设 Xi;Xs，…,X, 为 来 自 总 体 NC0,07) 的 样本 , 则 样本 二 阶 原点 短 As 一 二 》)X? 的 方差 
i=1 
为 
A.o, B; 多 2 D. 开 ， 【 了 
72 n n 
(2) 设 Xi , 义 ; 为 取 自 总 体 和 一 NC(jyso ) 的 样本 , 则 Xi 十 和 与 XI 一 和 必 
A. 线性 相关 . B. 不 相关 . C. 相关 但 非 线 性 相关 . DD. 不 独立 . 【〖 了 
(3) 设 总 体 了 服从 正 态 分 布 N(0,2?), 而 XX1,… ,Xis 是 来 自 总 体 久 的 简单 随机 样本 , 则 随机 变 
Xi 十 … 十 XI 
量 Y 一 上 _ 所 服从 的 分 布 ; 
i th 
A x (15). B. 1(14). C. F(10,5). D.F(1,1). [E 7 
3. 计算 题 . 


10 
(1) 设 XX1 ,Xs，…,Xio 为 N(0,0. 3?) 的 一 个 样本 , 求 [Sx > 1.44 
i=1 


(2) 从 一 正 态 总 体 中 抽取 容量 为 10 的 样本 ,车 有 2% 的 样本 均值 与 总 体 均 值 之 差 的 绝对 值 在 
4 以 上 , 试 求 总 体 的 标准 差 . 
(3) 设 总 体 和 一 N(72,100), 为 使 样本 均值 大 于 70 的 概率 不 小 于 0.95, 问 样本 容量 至 少 应 取 多 大 ? 
(4) 设 总 体 义 服从 Nn,4) ,样本 (Xi，…,X,) 来 自 X,X 为 样本 均值 . 问 样本 容量 nn 至少 应 取 
多 大 才能 使 
@ E(|X—yl|)<o0.1; 
® P(X—y|<0.1) 0.95. 
(5) 设 总 体 久 ~ N(j4,o?),(X1，…，X,) 为 取 自 和 的 样本 , 问 样本 容量 交 至 少 应 取 多 大 才能 使 
P 人 (至 和 15)>0 95. 
(6) 从 正 态 总 体 NGusoz)( 其 中 必 和 a 之 0 均 为 未 知 ) 中 抽取 一 容量 为 16 的 样本 ,S? 为 样本 方 
差 , 求 : 
@ P 人 (至 > 2.041)， 
四 方差 D(CS?). 
(7) 设 广 一 元 袜 和 证明 
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El 
OD OK = DK KX) nn(X— 
i=1 1 一 1 


© > (7 一 X) = DX 一 7X2. 
| Eg 
(8) 随机 观察 总 体 X ,得 10 个 数据 :3.2,2.5, 一 4,2.5,0,3,2,2.5,4,2. 求 经 验 分 布 函 数 . 
(9) 考察 某 块 麦田 发 生 某 种 虫害 的 程序 , 若 选 取 8 个 样本 点 ,每 点 规定 1 m? ,实测 害虫 数量 为 ; 
0,2,3,0,1,0,1,2. 求 害虫 总 体 X 的 经 验 分 布 函 数 . 
参 考 答 案 
1 时 
20”100? 
2.(1)C (2)B (3)C 
3. (1)P(x:(10) > 16) = 0.1. 


二 (2) 2 (37y2。 
ng 


(2) 设 买 ~ Ne = NO Dy P(t] = 
oO 


(3)n 之 68. 0625. 


(4) DE | X—pl’ = DX) = D(X) = <0.1, 夏 n>40 


@@ 利 用 中 心 极限 定理 可 得 n 宇 1537. 
(5) 利用 x? 分 布 可 得 n 宇 27. 


(6) D0. 99 © Eo. 
(7) 直接 验证 即 可 . 


Q's 开 近 一 站 ， 
1 
10° 本 委 交 有 0; 
2 0 过 直人 过 吕 
10” 人 2 
4 
10° 2 ,WR Bs 
(8)Fio (Xx) 一 1 
mm 2 
3 过 3. 
10 1 
上 | 
10° WA ” 
Ly > 入 / 遇 
0， 入 0， 
名 ， 0 六 
9 
(9)Fs (zx) = 1 1 迁 记 过 2 
7 
Fy 2 
1， 范 22 8 
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第 1 节 重要 概念 定理 和 公式 的 剖析 


一 、 矩 估计 与 最 大 似 然 估计 


1 .点 估计 的 概念 

设 (Xi,X,,…,X,) 为 来 自 总 体 X 的 样本 , 若 将 样本 的 某 个 函数 9CXi ,XX ,…,X,) 作为 总 体 
分 布 中 未 知 参 数 9 的 估计 , 则 称 9 为 9 的 点 估计 量 . 在 抽样 后 ,0 的 值 9 (xi ,xs，… ,zx,) 称 为 9 的 估 
计 值 . 
2. 矩 估 计 法 

设 总 体 X 的 分 布 中 含有 7 个 未 知 参数 0 ,0 ,，… ,0, ,其 & 阶 原点 矩 EC(X*) 二 ax (01,… ,0,)， 
k= 二 1,2,…,m. 今 


ae (CO ,*** ,0,,) Em 1 DX:,k = Ly ss 
=1 


mm; 
则 由 上 述 方 程 所 求 得 的 解 (Xi ,XX ，,… ,XX,) ,二 1,2,…,m 称 为 未 知 参数 0; 的 矩 估 计量 ,简称 
和 矩 估计 . 只 要 求 掌 握 二 1,2 的 情形 . 
3. 最 大 似 然 估计 法 
设 总 体 X 的 概率 密度 为 1(z;0.,…,0,)( 若 六 为 离散 型 , 则 用 分 布 律 代替 ) ,0, ,… ,0 为 未 知 
参数 . 记 zz,… ,zs 为 样本 六 1,…,X, 的 观测 值 , 则 称 


LOCK ri 0 = [Ef zi;0,,** ,0,) 
i=1 


为 似 然 函 数 , 若 有 0(Czi i Ee 1], ,1m) 使 得 


L(y 9 Tn ;01 ek ;0 三 TNax L(t 9""*9Tn ;9 二 ,0 ) 9 
1 


则 称 (zi,…,x,) 为 0 的 最 大 似 然 估计 值 , 而 将 入 CX ，…X,) 称 为 0; 最 大 似 然 估计 量 (i 一 1， 
2,…,n). 只 要 求 掌 握 m 一 1,2 的 情形 . 
【 例 6.1] 设 总 体 X 一 NG ) ,Xi,X,，,…，,X, 为 取 自 X 的 样本 , 试 求 : 
(1)p,o 的 矩 估 计 ; 
(2)7po2 的 最 大 似 然 估计 . 
【 解 】(1) 因为 ECX) = ,D(X) 二 0, 故 令 


人 
go = M, 


其 中 , 误 一 工 》 Xi ,Me = 工 》 (X, 一 部 ?, 于 是 有 Auo: 的 矩 估计 为 


| 一 
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= 
.0 

i=1 
(2) 总 体 X 的 密度 为 

2 由 La 

f(r;u0 ) = e sw ,Lrco> 0. 
V2no 

于 是 似 然 函数 为 


L(xi sr ya 0 ) fT ;L490 ) 全 和 证 请 FC, ;490 ) 


2 
《zi 一 有 


一 (2ro2) te 2 


两 边 取 对 数 有 
n EE 2 
bb = 一 全 一 思 -， 
2 1 20 
于 是 
alnL zx; 二 小 
Ap 和 2 0 
9lnL nl 1 2 
aa2 207 | 204 > (ss £) 


全 一 03 一 0, 即 得 wo 的 最 大 似 然 估计 为 


一 、 估 计量 的 评选 标准 


了 . 无 偏 性 
设 0CX ，…,X,) 为 0 的 估计 量 , 若 E(O) = 0, 则 称 0 为 0 的 无 偏 估计 . 
8. 有 效 性 
设 0 ,0 均 为 0 的 无 偏 估 计 , 若 DC ) 二 D(C9;), 则 称 9 比 9, 有 效 . 
3. 一 致 性 
设 9 为 9 的 估计 量 , 若 对 任意 的 es 之 0, 有 
- limP(|0—0|<e)=1 


[上 式 即 表示 9CX, ,…,X,) 依 概率 收敛 于 9, 常 记 为 9 一 >0,n -> oo], 则 称 9 为 9 的 一 致 估计 量 
(或 相合 估计 量 ). 
【 例 6.2】 设 Xi ,Xs 是 取 自 总 体 NG,1) Cy 未知 ) 的 一 个 样本 . 试 证 如 下 三 个 估计 量 都 是 的 无 
偏 估计 量 ,并 确定 最 有 效 的 一 个 : 
~ 2 


双语 A + 二 Xs， 


3 
1 3 
ki 二 IX! 二 了 2， 
] 
2 


Ka3 一 长] 十 去 X2， 
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【 解 ECX;) 二 jy， D(X;)= 二 1 (i 二 1,2), 于 是 
~ 2 1 2 1 
EQn)= 3E(X) + EX:) = aLt 34k 


< 1 3 
Ep ) 一 A — 


~ 1 l 
EQ)= 54+ Hp 


故 pa » 2 As 均 为 p24 的 无 偏 估计 . 


因 为 Xi 与 革 独立 ， 

所 以 DG = 了 DO ) 十 DG) 一 分 十 言 一 襄 ， 
Di) 一 去 十 所 一 号， 
DGs) 一 邢 十 寺 一 艺 . 


比较 可 知 ws 是 p 的 最 有 效 估 计量 . 
【 例 0. 3】 设 X ,六 ee 全 是 总 体 N (py,0) 的 一 个 样本 , 试 适当 选择 常数 C, 使 a (Xi — i) 


为 的 无 偏 估 计 . 
【 解 〗 由 题 设 EC(X;) = 二 yw， DCX) 一品 (i 二 1,2,…,n 一 1). 由 题 意 
Nl 
El CY Xa — Ki) | = 


1 一 1 
WW 
即 CO ECXm 一 总 )2 = 0, 
i=1 
由 于 X;,Xii 的 独立 性 有 
EC(X# — XY = D(X — Ki) 
= D(X) D(X;) 


= By, 


轩 、 Ee 
故 Co = WC gy 


三 、 区 向 估计 
设 0 为 总 体 X 的 分 布 中 的 未 知 参 数 ,Xi ,XX,,… ,XX, 为 取 自 X 的 样本 , 若 存 在 两 个 统计 量 
O CK1 XXX ,0; 《Xi1 , 义 ,,… , 义 , ) 使 得 对 给 定 的 a(0 二 a 二 1) 有 
P{0 <I0RKH})= 1—a, 
则 称 [9 ,2, ] 为 9 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 ,9 ,0 分 别称 为 置信 下 限 和 置信 上 限 . 
正 态 总 体 未 知 参 数 的 置信 区 间 如 表 6-1 所 示 . 
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双 侧 置信 区 间 


(X—u a 
Vn 


二 S 
六 一 1 二 s 儿 十 志 。 
( A 

P{| TI = a) 


Es 一 8 DX, | 


x (n) 和 (n) 


W’ = Rp ~ x 


P{W’ Xx) = P{W <X ,0}= 


WwW 


(7 一 1)S? 二 苏 er | 
2 
Oo 


x nm—1) x ,nm1) 


[& Kd Ua» 


(i i gy 
可 到 和 

而 7 (X—X) Tw A/ 于 十 于 
1 


mi nz 


U= 


P{IU|>u}= a 


pn [Bi Rim tm .+s 


2 


| th = 
cn 二 了) 开 丰 0 二 二 癌 NN 


. 击 十 天 一 名 


1 
| 二 划一 全 Em 


Fn 一 Lm 1)s 


PIFSF(nm =1% = = 全 


P{ 言 宕 FGm 一 l,m -D}= 主 


[ 注 关于 求 置信 区 间 的 问题 ,应 该 说 比较 简单 .只 要 记 住 上 述 几 个 公式 即 可 (当然 能 推导 出 此 公 
式 为 好 ). 
【 例 6. 4] 设 总 体 X 的 方差 为 1 , 据 来 自 X 的 容量 为 100 的 简单 随机 样本 , 测 得 均值 为 5, 则 X 的 
期 望 的 置信 度 近 似 等 于 0. 95 的 置信 区 间 为 
[分析] 当 样本 容量 较 大 时 ,可 将 总 体 看 做 正 态 总 体 ,于 是 本 题 属于 已 知 方差 , 求 均值 的 置信 区 
间 的 问题 ,所 求 置信 区 间 即 为 [+ 全 |， 代入 数值 即 得 答案 为 
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[4..855, 2 ， 
四 、 重要 公式 与 结论 


(GD)E(CX) = E(X),E(S’) = DCX) , 即 样本 均值 X 和 样本 方差 S: 分 别 是 总 体 X 的 期 户 
E(X) 和 方差 D(X) 的 无 偏 估计 量 . 

(2) 样本 的 任意 阶 原点 矩 均 是 对 应 的 总 体 & 阶 原点 矩 的 一 致 估计 . 

(3) 若 0 为 0 的 无 偏 估计 , 且 DCO) -> 0(n ~ ce), 则 2 为 0 的 一 致 估计 . 

(4) 车 9 为 9 的 矩 估计 ,g(Cz) 为 连续 函数 , 则 g(0) 为 g(0) 的 矩 估计 ， 

(5) 车 0 为 9 的 最 大 似 然 估计 ,g(x) 为 单调 函数 , 则 g (90) 为 g(0) 的 最 大 似 然 估计 . 

(6) 车 [01,0,] 为 9 的 置信 和 度 是 1 一 a 的 置信 区 间 ,g(zx) 为 单调 增加 函数 (或 单调 减少 ), 则 
[gC0.),g(0,)]( 或 [g(0;),g(01)]) 为 g(0) 的 置信 和 度 是 1 一 a 的 置信 区 间 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 ” 求 矩 估计 和 最 大 似 然 估计 


握 : 示 :(1) 对 于 和 矩 估 计 , 只 有 一 个 未 知 参数 时 , 令 广 = E(X); 有 两 个 未 知 参 数 时 ,例如 ,X 一 


Nps0 ) (py0 未 知 ), 则 wo 的 矩 估 计量 分 别 为 六 一 X,c 一 1 9x,— X)’. 
(2) 对 于 最 大 似 然 估计 ,其 求解 步骤 为 : 

@ 写 出 似 然 函 数 L(xi za ,zx ;01，… ,0%) 一 [I fx.30, 0 

四 取 对 数 InL; 和 


@ 求 偏 导数 2 一 1 270 


@ 判断 方程 (组 ) 2 二 0 是 否 有 解 . 若 有 解 , 则 其 解 即 为 所 求 最 大 似 然 估计 ;车 无 


解 , 则 最 大 似 然 估计 常 在 0 的 边界 点 上 达到 . 
【 例 6. 5 一 个 龟 子 里 装 有 黑 球 和 白 球 , 黑 、 白 球 数 之 比 为 a : 1. 现 有 放 回 地 一 个 接 一 个 地 抽 球 ， 
直至 抽 到 黑 球 为 止 , 记 X 为 所 抽 的 白 球 个 数 . 这 样 做 了 nn 次 之 后 ,获得 一 组 样本 Xi， 
X, ,…,X,. 基于 此 , 求 未 知 参数 a 的 矩 估计 和 最 大 似 然 估 计 . 
【 解 】 由 题 意 知 ,随机 变量 X 的 分 布 律 为 


a 1 . 
P{X=h)= 1 (aF1) = 0:1,2,.°, 
A cz 人 -1 
二 1 pa (| 一 二， 


令 X = EX=>a 一 去 ' 即 a 的 矩 估 计 a = 元. 
对 于 给 定 的 样本 Xl ,人 X; 1 , 似 然 函数 为 


Gi li(atr) | 车 人 全 :于 是 
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WR 
InL (a)= 齐全 了 六 (DX,)In(at1). 
1 一 1 
dlnL (a) 1 1 | - i n 1 
A 一 0 a Ew 
人 da 0, 则 (5 | za4Fi(2X) Qe A 


LL Sg 
故 a 的 最 大 似 然 估计 之 一 也 


【 例 6.6】 设 XX 服从 (0,0) (0 0) 上 的 均匀 分 布 ,Xi ,XX;,…,X, 是 取 自 总 体 X 的 样本 , 求 9 的 最 
大 似 然 估 计量 与 矩 估 计量 . 


xx 


1 


和 0 0O 
CR 0D X 的 人 应 数 为 (5.0 一 | se 
0， ”其 他 
1 
n 一 ， 0 PE 
机 0， 其 他 


显然 , 当 0>0 时 , 工 (0) 是 单调 减 函 数 ,0 越 小 ,L(0) 就 越 大 ,但 0 之 max{zi) ,所 以 
0 = max{ X,) 是 9 的 最 大 似 然 估计 量 . 


之 dx 一 0 


十 co 
(2) 因 EC(X) 一 | zf(z;0dz 一 | 了 dz 一 全， 


9 
0 


令 E(X) 一 二 >)X,， 即 2 一斑, 得 0 的 矩 估计 量 为 b 一 2X. 
i=1 


【 例 6. 7 了 设 随机 变量 X 的 密度 为 A(z) 一 声 e ,一 呈 之 +< 十 %， 


Ti9T2，"… ,Xi 为 z 的 n 次 观测 值 , 试 求 o 的 最 大 似 然 估计 . 
1 2 
(20)” 


【 解 】 似 然 函 数 L(xi 9 T2909" 9 Tn ;0) = 


9 


六 二 lg 二 小 了 ?1 时 填 
0 j=1 


| n 机 < 、 n 
令 “2 = 一 至 十 点 | zx 1= 0, 得 5 的 最 大 似 然 估计 5 一 二 > | zx |， 
i=1 zi 一 1 


【 例 6. 8】 已 知 某 种 白炽 灯泡 寿命 服从 正 态 分 布 , 在 某 星 期 中 所 生产 的 该 种 灯泡 中 随机 抽取 10 

只 , 测 得 其 寿命 (以 小 时 计 ) 为 1067,919,1196,785,1126,936,918,1156,920,948. 设 

总 体 参 数 均 未 知 , 试 用 最 大 似 然 估计 法 估计 该 星期 中 生产 的 灯泡 能 使 用 1300 h 以 上 

的 概率 . 
【 解 】 设 总 体 , 即 白炽 灯泡 寿命 和 一 N(y,o). 由 〖 例 6.1】 可知 jy,o? 的 最 大 似 然 估计 为 

k= X= 997,1. 
?=X (X10X)= 15574.29， 
0 A 124. 80. 
t 1300 — 997.1、 
故 ”P{X 之 1300} 的 最 大 似 然 估计 为 1 一 re 0. 008. 
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【 例 6. 9】 设 总 体 X 的 概率 密度 为 
oh 0 过 落雪 工 
f(x) = 
0， 其 他 
其 中 ,9 二 一 1 是 未 知 参 数 ,Xi,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 一 个 容量 为 ”的 简单 随机 样本 ,分别 
用 和 矩 估 计 法 和 最 大 似 然 估 计 法 求 9 的 估计 量 . 


es : b 十 1 
【 解 】 总 体 X 的 数学 期 望 E(X) = | zf Cz)dz 一 | (0+Dzxmdz 一 他， 


? 


ER 1 后 ~,2X—1 
样本 均值 X 一 一 和 Xi 令 X= 9 十 2 解 之 得 未 知 参数 0 的 矩 估 计量 为 9 ee 
设 0 Be » Tn 是 相应 于 样本 X1,X,,: 的 观测 值 , 则 似 然 函数 为 

[HY ， 0<zi<1i=1,2,.,n) 
二 二 1 , 
0， 其 他 


0 < 1(z = 1,2,.%,n) HL >> 0s 且 
ci 一 


lnL = nln(9+ 1) 十 9>)lnzi， 
i=1 


邻 SE 一 0, 解 得 0 的 最 大 似 然 估计 值 为 8 一 一 1 一 一 一 ， 


从 而 9 的 最 大 似 然 估计 量 为 9 = 一 1 一 一 一 一 . 
> lnX 


【 例 6. 10】 设 总 体 X 的 密度 函数 为 


Le 
= a 之 
f(z) = 1 谎 
0， 其 他 
其 中 90> 0,0,n 为 未 知 参 数 ,Xi ,XX; ,…,X, 为 取 自 X 的 样本 . 试 求 9,y 的 最 大 似 然 估计 量 . 
〖 解 】 因 为 似 然 函 数 为 


过 $2 0 ， 和 os 
L(g» ne ss -fe 0 | 


0， 其 他 
于 是 lnL 王 一 2lnl0 一 i 十 gn 
alnL n 1 
a0 + 52 中 
alnL 7 ， 
1 > 0. © 
由 @ 可 知 lnL 关于 jy 单调 增加 , 即 工 (zx1,…,z,;0,p) 关于 单调 增加 , 又 因为 w 过 


min{ ), 故 jj 的 最 大 似 然 估计 为 


l<i<n 


= min{X;}. 


lS<i<n 
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另外 ,由 式 四 , 令 2 = 0, 即 得 9 的 最 大 似 然 估 计量 为 


有 A 
0 = 二 之 并 min {Xi}, 


【 注 ) 从 本 例 可 以 看 出 ,最 大 似 然 估计 可 能 在 驻 点 , 即 似 然 方程 的 解 上 取得 ,也 可 能 在 未 知 参数 的 
边界 点 上 取得 . 
【 例 6.11] 设 Z 二 lnX ~ NG,o) ,Xi,Xs,…,X, 为 取 自 X 的 样本. 试 求 ECX) 的 最 大 似 然 估计 . 


Te (eg) 
【 解 〗3 因 为 E(X) = E(Cez) 一 Fe 1 人 


2ra 
-ee 2 ,2 
1 1 _ (spo) 证 甸 
= | ee 2 dz= ez°. 
~” V2no 


故 E(X) 为 未 知 参 数 jy 与 o? 的 函数 , 目 分 别 为 1 与 o? 的 单调 增加 函数 . 由 最 大 似 然 估 计 的 
性 质 可 知 ,只 须 求 出 jy,o? 的 最 大 似 然 估 计 . 因为 对 于 总 体 和 的 样本 X,,X, ,…,X, ,对 应 地 
有 总 体 2 = InX 的 样本 Zi = lnXi ,Zs 一 InXs ,…,Z, 二 lnX,, 故 易 得 wo 的 最 大 似 然 估 
计量 为 
这 一 i 22 一 gi 
所 以 有 EC(X) 的 最 大 似 然 估 计量 为 
A exp[ 寺 > nx + 宛 》 (ix — i>inx,)]. 
〖 例 6. 12】 设 总 体 X 的 概率 分 布 为 
X | 0 1 2 3 


PIF 201—0 ¢ 1 一 2 


其 中 0(0 二 9 一 训 ) 是 未 知 参数 ,利用 总 体 X 的 如 下 样本 值 


3,1,3,0,3,1,2,3, 
求 9 的 矩 估 计 值 和 最 大 似 然 估 计 值 . 
【 解 ] EX 一 0X0 十 1 X20(1 一人) 十 2 XP 十 3X (一 20) = 3 一 40， 


斌 一 言 X (3 十 1 十 3 十 0 十 3 十 1 十 2 十 3) 二 :站 
令 EX 一 元 , 即 3 一 40 一 2， 
解 得 9 的 矩 估 计 值 为 5 一 于 . 


对 于 给 定 的 样本 值 , 似 然 函 数 为 
L(0) = 40° (1 — O°(1— 20)*, 
InL(0) = ln4 十 6lng 十 2ln(1 一 0) 十 4ln(l 一 20)， 


dlnL (9) 6 2 8 _ 6—280++240 
db 0 1—0 1 一 20 0 一 0)(1 一 20)” 
dlnL(O) 六 7 士 V13 
人 EE = 一 -一 一 一 
~ dg 0， 解 得 ”0,,， 12 
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因 了 二 13 > 二 不 合 题 意 , 所 以 0 的 最 大 似 然 估计 值 为 


mE 
12 


题 型 二 ”评价 估计 的 优 劣 


【 例 6. 13] 设 X, ,X,,…,X, 是 随机 变量 X 的 一 个 样本 , 试 证 ;人 计量 = a 


W= DaXi(a >0 为 常数 ,>a 二 1) 都 是 EC(X) 的 无 偏 估计 , 且 六 的 方差 不 超过 


【证 ] 因为 ECX) 一 二 了)ECX;) 一 了 有 二， 


2 
EW = EX 二 Sa) = BOX) ie = EY; 
i=1 1=1 2 
所 以 X,W 均 为 ECX) 的 无 偏 估 计 . 
因为 D(X) = 志 > DX) = LD(X), 


DW) = Da DCX) = Da D(X) = (Da )DX). 
i=1 i=1 i 一 1 


又 由 于 (n—1) a2 2 io: 即 


Da Ss 1<i<i< 
= : n 
而 Zai 十 2 >， aaiaj 一 (al 十 oa 十 … 十 o) 二 ， 
| l1<i<j<n 
站 关机 二 故 D(X) 过 DW). 


【 注 ) 也 可 用 Lagrange 乘 数 法 求 函 数 flal,…,a,) 二 2 在 条 件 Za 二 1 下 的 条 件 极 值 而 
得 证 . 
〖【 例 6. 14] 设 从 均值 为 六 方 盖 为 吗 之 0 的 总 体 中 分 别 抽取 容量 为 mm ,nz 的 两 个 独立 样本 ,样本 均 
值 分 别 记 为 六 ,X,. 试 证 :对 于 任意 满足 4 十 5 = 1 的 常数 ac 和 0, 工 一 aXi 十 0X; 都 
是 wx 的 无 偏 估 计 , 并 问 a,6 为 多 少时 ,DC(T) 达到 最 小 ? 
【分 析 】 此 类 问题 实质 上 是 高 等 数学 中 的 最 值 问题 ,不 同 课程 之 间 的 联系 须 引起 注意 . 
【证 明 】 设 总 体 为 XX, 由 已 知 有 EC(X) = ,D(X) = ,于 是 
E(T) = EC(a X, +bX;) = aE(X1) + bE(X,) 
= aE(X) 十 ECX) = (a+Du= rw. 
即 全 = aXi 十 bX, 是 的 无 偏 估 计 . 因为 
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DCT) = D(a X16bX,) = aD(X) + 6DCX,) 
= a op go = [+0 
nl 722 nl 722 
为 了 求 DCT) 的 最 小 值 , 令 
dD(T) EE = i 


da ni nz 


2 
解 之 得 一 天 下 二 并且 一 全 m 一 玫 o? > 0， 


nl 十 7 721 722 


故 当 au = 一 2 时 ,DCT) 达到 最 小 , 即 此 时 有 
ni 十 nz 


721 四 722 


9 。 
721 十 nz 721 十 zz 


【 例 6. 15】 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


0 
0， 其 他 
Xi，X，…,X, 是 取 自 X 的 简单 随机 样本 . 
(1) 求 0 的 矩 估 计量 0; 
(2) 求 0 的 方差 D(O) ; 
(3) 讨论 0 的 无 偏 性 和 一 致 性 (相合 性 ). 
【 解 ] (1) 因为 ECX) 一 | zf (zdz 一 | 生 (0 一 Ddz 一 本 0 


9 


8 一 
xu 一 


于 是 , 令 E(X) = 广 , 这 里 广 = 二 >) X,, 即 广 0 一 斑 , 得 0 的 矩 估计 量 为 8 一 2X. 


i=1 


(2) DO) = D2X) = 4D(X) = DCX). 


、 六 和 N _ 1 2 = 67’ 6 
因为 ECX”) 一 | zf(r)dr 一 | 加 (0 一 zdr 一 训 ?， 


故 D(X) = EC(X?) 一 [ECX)]? = - 于 是 D(0) = 0". 


(3) 因为 E(D) = EC(2X) = 2E(X) = 2E(X) = 2 X 50 = 0，, 


故 0 二 2X 为 9 的 无 偏 估计 量 . 又 DCD) = 0 > 0(n > oo), 故 
0 二 2X 为 9 的 一 致 估计 . 


题 型 三 。” 区间 估 计 或 置信 区 间 的 命题 


按 相应 的 公式 计算 ; 另 一 种 是 已 知 置信 区 间或 其 长 度 反 求 置 信 区 间 中 的 未 知 量 , 例如 样 
本 容量 等 , 即 逆 问题 . 
【 例 6. 16】 从 一 批 钉 子 中 随机 抽取 16 枚 , 测 得 其 长 度 (单位 :cm) 为 
2.145 0 2 名 1 
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对 时 2 10 7 SB oll, Zld; 2.11 
假设 钉子 的 长 度 X 服从 正 态 分 布 N (yx,o?) ,在 下 列 两 种 情况 下 分 别 求 总 体 均值 w 的 
置信 度 为 90% 的 置信 区 间 . 
(1) 已 知 c 一 0.01; (2)o 未 知 . 
【 解 】 由 观察 值 可 得 
区 二 125，, S S00L713., 


(1) 已 知 c 一 0.01，1 一 wx 一 0.90， 到 一 0.05， n= 16. 
选取 随机 变量 U 一 兰 二 4 ~ N(0,1). 
o/ Vn 


由 P(| U | Uo.05 } 一 0， 90, 查 标准 正 态 分 布 表 得 uo.95 = 1.645. 


计算 二 
后 V16 

Fs Xo _ ,125+L645X0.01 _ > 129. 
a | Vi6 


故 所 求 的 置信 区 间 为 (2. 121,2. 129). 
(2) 由 于 vc 未知 ,因此 用 随机 变量 工 一 i DD) ,由 P{IT| 二 to Cn 一 1)} =0.90， 


n 


查 1 分 布 表 得 to.05 (C15) = 1: 7881, 
ie 全 S 1.753 Xx 0. 01713 
计算 得 ”到 一 &0.0s(15) 二 二 2.125 x 2.117， 
I 6 
pl 矶 王 匣 旋 8 站 了 国光 全 入 和 鲁 和 
Mn 16 


故 所 求 的 的 置信 和 度 为 0. 90 的 区 间 为 (2. 117 ,2. 133). 
【 例 6. 17] 随机 地 取 某 种 炮弹 9 发 作 试验 , 测 得 炮 口 速度 的 样本 标准 差 S = 11(m/s). 设 炮 口 速 
度 了 服从 NG,o), 求 这 种 炮弹 的 炮 口 速度 的 标准 差 o 的 95% 的 置信 区 间 . 


【 解 】31 一 vc 二 0.95， $= 0.025， NXg9,.S=11., 
2 
取 随 机 变量 x = ps ~ tn). 
由 Pryta—l) < DI me 


查 ?分布 表 ,得 Xoo6 (8) 一 17.535， ans(8) 一 2, 18. 
故 o 的 95% 的 置信 区 间 为 
国 EX 11 
MT /Zul8 
【 例 6. 18】 假 设 0. 50,1. 25,0. 80,2. 00 是 来 自 总 体 和 的 简单 随机 样本 值 ,已 知 了 = lnX 服从 正 态 
分 布 NCuy1). 
(1) 求 X 的 数学 期 望 ECX)( 记 下 (CX) 为 0); 
(2) 求 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 ; 


= (7.4,21. 1). 
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(3) 利用 上 述 结果 求 5 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 
【分 析 了 Y 的 分 布 已 知 , 而 X = e* ,于 是 ,由 一 个 随机 变量 函数 的 数学 期 望 公式 即 可 求 得 ECX)， 
由 于 为 正 态 总 体 Y 的 均值 ,于 是 由 单 正 态 总 体 ,方差 已 知 时 区 间 估 计 公式 即 得 wx 的 置 
信和 区间 ,6 为 的 函数 ,利用 此 函数 关系 即 可 求 得 5 的 置信 区 间 . 
【 解 】 了 (1) 因 Y 的 密度 函数 为 


A : i 
V eT 


于 是 ,( 令 上 一 电 生 沿 
BE EY = ECery = 3 


=] 


1 


直线 枉 : 
二 一 一 etre 2 dz 
MLR 
El 1 1 
et ema ed. 
一 ce 2 元 
(2) 当 置 信和 度 1 一 a 二 0.95 时 ,a 二 0.05, 从 而 置信 水 平 a 二 0. 05 的 双 侧 分 位 数 ws = wo2s 一 


1.96, 总 体 Y ~ N(y,1). 故 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 是 


(了 一 1 96 X 元 字 十 9 x 去 有 


其 中 ,Y 表示 总 体 Y 的 样本 均值 . 于 是 ,将 已 知 数据 代入 得 
y 一 于 (ln0， 5 十 ln0.8 十 lnl.25 十 ln2) 一 了 Inl 一 0， 


故 w 的 0.95 at 98,0. 98). 
(3) 因为 6 一 erY， * 单调 递增 , 故 5b 的 0.95 置信 区 间 为 (e313 ,er 8313 )， 
即 (e ,er ). 
【 例 6. 19】 设 Xi ,… ,Xz, 为 来 自 正 态 总 体 N (yu ,18) 的 样本 ,Zi ,…,Y, 是 来 自 正 态 总 体 N Cy， 
16) 的 样本 ,要 使 jw 一 js 的 95% 置信 区 间 的 长 度 不 超过 2, 问 至 少 要 取 多 大 ? 
【分 析 】 因 两 个 总 体 的 方差 已 知 ,于 是 可 选用 对 应 的 区 间 估 计 公 式 而 求 得 x. 
【 解 】 因 为 置信 区 间 的 下 限 、 上 限 分 别 为 


2 2 2 2 
(天 一 玉 一 由 /于 十 全 ,六 一 丈 十 吐 A/ 于 十 于 
2n ?AN2n nn 


于 是 置信 区 间 的 长 度 


LS= Zuo. 025 于 十 吉 
10 
二 一 X1.96 达 L. 
Vn 
故 5 区 半 和 雹 即 至 少 要 取 | 38 和 1 -1 (假定 38 16 为 非 正 整数 ) 
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蕊 “更 村 
1. 填空 题 . 
cL》 设 总 体 X Cae N(u,0), 若 史 已 知 ， 总 体 均 值 jy 的 置信 度 为 1 工 一 wa 的 置信 区 间 为 : 


受 二 之 如 十 革 过 】 一 
( 所 后 ) 则 》 
(2) 设 由 来 自 正 态 总 体 X ~ N(14,0.9?) 容量 为 9 的 简单 随机 样本 ,得 样本 均值 了 一 5, 则 未 知 
参数 六 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 
1 


(3) 设 Xi ,Xz 为 来 自 总 体 和 一 NCj,o ) 的 样本 , 若 CX1 十 jgg9 


Xs 为 4 的 一 个 无 偏 估计 , 则 C 


(4) 设 (Xi, 义 ;，…,X,) 为 来 自 总 体 祥 一 U(9,9 十 1)(0 0) 的 样本 , 则 0 的 给 估计 量 为 
;最 大 似 然 估计 量 为 
(5) 设 (Xi，, 义 ;，… ,XX,) 为 来 自 正 态 总 体 NC,o) 的 样本 ,a,b 为 常数 , 且 0 二 a 一 5, 则 随机 区 
间 


[ (X; je Qe] 


i=1 a 


的 长 度 工 的 数学 期 望 为 : 


2. 选择 题 . 
(1) 设 总 体 入 一 NGusoz) ,其 中 只 已 知 , 则 总 体 均 值 六 的 置信 区 间 长 度 ! 与 置信 和 度 1 一 a 的 关 
系 是 
A. 当 1 一 wa 缩小 时 ,! 缩短 . B. 当 1 一 wx 缩小 时 ,/ 增 大 . 
C. 当 1 一 a 缩小 时 ,lL 不 变 . D. 以 上 说 法 均 错 . 【 】 


(2) 设 总 体 和 ~ NGCusoz) so? 已 知 ,车 样 本 容量 1 和 置信 度 1 一 w 均 不 变 , 则 对 于 不 同 的 样本 观 
测 值 ,总 体 均 值 的 置信 区 间 的 长 度 
A. 变 长 . B. 变 短 . C. 不 变 . D. 不 能 确定 【  】 
(3) 设 随机 变量 Xi，Xs，…，X, 相互 独立 且 同 分 布 ,二 DXi,S’ 一 了》 (CX, 一 1 
i 1 


让 一 站 


DCX;) = 一 0 ， 则 S 


A. 是 o 的 一 致 估计 . B. 是 0 的 无 偏 估 计 . 
C. 是 0 的 是 通过 似 然 函数 求 的 . D. 与 X 相互 独立 . 【  ]】 
(4) 设 昌 为 9 的 无 偏 估计 , 且 D(D) 关 0, 则 如 必 为 做 的 
A. 无 偏 估计 . B. 有 偏 估计 . C. 一 致 估计 . D. 有效 估计 .[  】 
(5 设 (Xi ys ，""* ,你 ,) 为 取 自 总 体 X De NGC) 的 样本 , 则 A 二 +o 的 和 矩 估计 量 为 
ls _ XY 1 vx xy 
A X)’. B.A (X， X)’. 
8 二 Ny 
CG. 27% nX?. D. TX 【 ] 


(6) 设 总 体 义 的 分 布 中 未 知 参 数 0 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 [Ti ,Tsj], 即 
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dr Eb 

则 下 列 说 法 正确 的 是 

A. 对 Ti,Ts 的 观测 值 广 和 :9E [tiytz]. B.9 以 1 一 a 的 概率 落 入 区 间 [T ,Ts]. 

C. 区 间 [T ,Ti] 以 1 一 a 的 概率 包含 0. DD.0 的 数学 期 望 E(9) 必 属 于 [T,T,]. 

【 】 

3. 计算 与 证 明 题 . 
(1) 设 总 体外 服从 参数 为 和 A 的 Poisson 分 布 ,XI ，…,X, 为 样本 , 试 求 的 给 估计 和 最 大 似 然 估 计 . 
(2) 设 总 体 久 服从 (a,b) 上 的 均匀 分 布 ,X1 ,XX，…,X, 为 取 自 六 的 样本 , 试 求 a? ,0b 的 矩 估计 
和 最 大 似 然 估计 . 


CE 1 | _dnro2 
(3) 设 总 体 X 的 密度 函数 为 F(x) = ze Ww yr >0, 
和 V2no 


其 中 ,一 0o 二 jp 二 十 co,o? 之 0 为 未 知 参数 , 试 求 j 和 go? 的 最 大 似 然 估计 . 
(4) 设 总 体 久 服从 (0,0) 上 的 均匀 分 布 ,XX , 义 ; ,… ,XX, 为 取 自 X 的 样本 . 

Q 求 9 的 适 估 计 01, 并 讨论 其 无 偏 性 和 一 致 性 ; 

@ 求 0 的 最 大 似 然 估 计 02: ,并 讨论 其 无 偏 性 和 一 致 性 . 
(5) 设 总 体 X 的 密度 函数 为 


azele ， 工 二 0， 
f(z) = QA>0,a> 0) 
0， 区 Rs 0 


据 来 自 总 体 X 的 样本 (Xi ,Xs，…,X,), 求 未 知 参 数 和 的 最 大 似 然 估 计量 ， 


(6) 设 (XI，X2，…，X，) 为 取 自 总 体 X 的 样本 ,ai 二 0 > 三 1 证明 
i=] 
Q@ yuX, 为 E(X) 的 无 偏 估计 ; 
i=1 


@ 在 上 述 所 有 无 偏 估计 中 ,以 一 二 了)X, 最 有 效 . 
i=1 

(7) 设 某 产品 的 性 能 指标 义 ~ NGCpoz) , 现 随 机 抽取 20 个 产品 进行 检测 ,检测 后 经 计算 得 这 些 产 
品 的 性 能 指标 均值 叉 一 5.21, 方 差 S* 一 0.049, 试 求 和 的 标准 差 c 的 置信 度 为 0.95 的 置信 
区 间 . 

(8) 设 某 产品 的 性 能 指标 在 技术 改进 前 服从 正 态 分 布 NCjn ,2.18?), 而 在 改进 后 服从 N(j， 
1.762) , 现 对 改进 前 的 产品 随机 抽取 200 个 ,算得 均值 为 5. 32, 改 进 后 的 产品 抽取 100 个 ， 
算得 均值 为 5.76, 试 求 1 一 jxz 的 置信 度 为 95% 的 置信 区 间 . 

参 考 答 案 


1998 二 _1 ,. i 
1. CA=wu 4. (2)(4.412,5.588). (3) jo59: (PX—5,min{X}. ta 一 和 


2.DA (2)C (3)A WB (5)D (OC 
3. (1)4 的 短信 计 和 一 下 ,4 的 最 大 似 然 估计 js 一 六 ,其 中 斑 一 工 > Xi. 


nN i=1 
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(2) as ,5 的 给 估 计 为 a 一 (雄一 VS) 六 一 (XX 二 V3)'. 其 中 六 = 上 了 51xX,,M, = 
n 


i=1 
二 DCX 一 X)*;ai, 太 的 最 大 似 然 估计 为 人 9 一 Xi ,六 一 X% ,其 中 Xo ,Xu 分 别 为 样 
i=1 
本 的 最 小 、 最 大 次 序 统计 量 . 
ed 
1 i=1 7 i=1 
(4)@D 二 2X, 且 具有 无 偏 性 和 一 致 性 ;@DB 一 max{X;) ,为 有 偏 估计 ,但 有 一 致 性 . 


(Di = oe. (6) 利用 多 元 函数 求 极 值 为 Lagrange 乘 数 法 . 

DX 
(7) 先 求 o 的 置信 区 间 [0.0282,0. 1043], 于 是 得 ec 的 置信 区 间 [0. 168,0. 323]. 
(8) 为 两 正 态 总 体 下 ,方差 已 知 ,均值 差 的 区 间 估 计 . 置信 区 间 为 [一 0.899,0.019 1]. 
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第 七 章 ”假设 检验 
第 1 节 ”重要 概念 定理 和 公式 的 剖析 


一 \ 显著 性 检验 的 基本 思想 

为 了 对 总 体 的 分 布 类 型 或 分 布 中 的 未 知 参数 作出 推断 ,首先 对 它们 提出 一 个 假设 H, ,然后 
在 H, 为 真 的 条 件 下 ,通过 选取 恰当 的 统计 量 来 构造 一 个 小 概率 事件 , 若 在 一 次 试验 中 ,小 概率 
事件 居然 发 生 了 ,就 完全 有 理由 拒绝 昌 , 的 正确 性 ,否则 没有 充分 理由 拒绝 态 , 的 正确 性 ,从 而 
接受 H, ,这 就 是 显著 性 检验 的 基本 思想 . 


二 假设 检验 的 基本 步骤 


(1) 由 实际 问题 提出 原 假 设 态 , (与 备 选 假设 Hi); 

(2) 选取 适当 的 统计 量 , 并 在 昌 , 为 真 的 条 件 下 确定 该 统计 量 的 分 布 ; 

(3) 根据 问题 要 求 确定 显著 性 水 平 a( 一 般 题目 中 会 给 定 ), 从 而 得 到 拒绝 域 ; 

(4) 由 样本 观测 值 计 算 统 计量 的 观测 值 , 看 是 否 属于 拒绝 域 , 从 而 对 右 , 作出 判断 . 


三 .两 类 错误 


当 H。 本 来 是 正确 的 ,但 检验 后 作出 了 拒绝 互 。 的 判断 ,这 种 错误 称 为 第 一 类 错误 ,也 称 拒 
真 错误 ; 当 互 , 本 来 是 不 正确 的 ,但 检验 后 作出 了 接受 玉 , 的 判断 ,这 种 错误 称 为 第 二 类 错误 ,也 
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四 、 正 态 总 体 未 知 参 数 的 假设 检验 ( 见 表 7-]) 


家 7-1 
Ho 下 的 检验 统计 量 及 分 布 


(检验 水 平 为 a) 


Ho 的 拒绝 域 


当 j = jo 时 ， 


厅 = 2 NO, 


of Vn 


| UV | a 


U> wu, 


本 


X> potus . 
或 一 
X<po—us 


即 X > jou * 


即 X<pi 一 ww 大 


广 证 斌 月 他 | 


当 j == jw 时 ， 


Oe 
S/Vn 


Tm(z— 


一 


X> p+tts n—1) . S 


1T|> 疤 (n 一 DD 或 


Xits nl). 
即 X> poti(n—1). 
n 
S 


n 


即 X> jo min—1) 


W' 娩 (四 或 W' 过 xis Cn) 


WwW’> Xn) 
W’ < x?_,(n) 


当 叶 一 ci 时 ， 
= 


WwW Xn 
0 


WW> 娩 (一 DD 或 W 过 Xi gn 一 1D 


W> x (nC—1) 


Wa= Xian—1) 


IU|>us 


US 
U <— ws 


但 包 济 导 疗 副 


S2 一 


一 ta 十 ?72 一 2) 
(aa 一 1)Si 十 (zz 一 1)S; 


ni 十 05 一 2 


| T|> 声 (n+nz —2) 


Ts to(n1 十 nz 一 2) 
T<—i (nn = 2) 


当 of 二 0 二 0 时 ， 
-3 
5 


~ F(n 1 ,nz 1) 


F> Fs(m—l1,n—1) 
或 F< FS (nl1,nm—1) 


FFtm ©— le = 1) 
F<F,!(n— 1,n— 1) 
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五 .假设 检验 与 区 间 估 计 的 联系 


参数 的 假设 检验 与 区 间 估 计 虽 然 是 统计 推断 的 两 种 不 同形 式 ,但 它们 也 有 密切 的 联系 . 下 
面 通过 一 种 具体 的 情形 予以 说 明 : 设 总 体 X 一 NG) 已 知 ,zi，…zn 为 样本 观测 值 . 对 给 
定 的 显著 水 平 ,检验 假设 
Ho:py=po, Hi:pA po. 


易 知 选取 检验 统计 量 U = 请 mm 的 接受 域 为 
Oo. n 

| 

o/ Vn 

即 Ko a Em 只 -后 芝 十 坦 ) 中 

另外 ,由 单 正 态 总 体 在 方差 已 知 时 ,jp 的 区 间 估计 公式 可 知 ,此 时 的 置信 度 为 1 一 a 的 区 间 

估计 是 (二 一 性 后 运 十 哈 后 ) ,这 正好 为 式 D. 因此 由 假设 检验 (一 yo) 的 接受 域 即 可 得 到 / 


的 区 间 估 计 ,而 且 不 难 发 现 反 之 亦 然 . 其 他 情形 也 有 类 似 的 结果 . 但 也 要 指出 的 是 在 统计 结果 的 
解释 上 ,这 两 种 统计 推断 形式 是 有 差别 的 ,在 此 不 再 缆 述 . 


第 2 节 重要 题 型 的 解 题 方法 和 技巧 


题 型 一 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 假设 检验 


(1) 根据 具体 问题 作出 假设 ; 
(2) 选取 相应 的 检验 统计 量 ; 
(3) 写 出 拒绝 域 或 接受 域 ; 
(4) 将 已 知 数据 代入 统计 量 进 行 计算 即 可 做 出 判断 . 
【 例 7. 1】 食品 厂 用 自动 装 饶 机 装 饶 头 食品 ,每 饶 标 准 重量 为 500 g, 每 隔 一 定时 间 需 要 检验 机 器 
的 工作 情况 , 现 抽 10 把 , 测 得 其 重量 (单位 :8g): 
495， 510， 505, 498, 503, 492， 502， 512， 497， 506. 
假设 重量 X 服从 正 态 分 布 (wo ) ,试问 机 器 工作 是 否 正常 (a 二 0. 02)? 
【 解 Ho :二 500,@ 因 叶 未 知 , 所 以 选取 统计 量 ,在 Ho 成 立 的 条 件 下 
_X 一 m -和 一 500 


一 1(9). 


S/ wW7az S/ v10 
i 502 一 500 
="502, = 6.5， T = 一 -一 一 0.97. 
由 样本 数据 ,得 芯 s 6] /和 


查 1 分 布 表 ,得 ts (n 一 1) = to.0 (9) 一 2. 82. 
因为 | T, |= 0.97 二 2. 82, 故 可 认为 自动 装 铅 机 工作 正常 . 
【 例 7.2】 用 包装 机 包装 某 种 洗衣 粉 , 在 正常 情况 下 ,每 袋 重量 为 1000 g, 标 准 差 o 不 能 超过 15 g. 
假设 每 袋 洗衣 粉 的 净重 服从 正 态 分 布 . 某 天 检验 机 器 工作 的 情况 ,从 已 装 好 的 伐 中 随 
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Mn 
机 抽取 10 袋 , 测 得 其 净重 (单位 :g) 为 
1020, 1030， 968, 994, 1014, 998, 976, 982, 950, 1048. 
问 这 天 机 器 是 否 工作 正常 (a 二 0. 05)? 
Es 2 
【 解 DH, :0 之 15: ,@ 选取 统计 量 x? 一 针 一 (4 一 1) 
Oo 
对 于 a 二 0.05, 查 x? 分 布 表 ,得 xo (9) = 16. 919. 由 样本 数据 ,得 
2 
z= 998， s=—30.23, x — < = 36.5540. 
因为 x = 36. 554 > xi os(9) 一 16.919， y 


故 拒绝 接受 瓦 ,, 即 包装 机 在 这 天 工作 不 正常 ,应 调整 . 

【 例 7. 3】 设 (Xi ,…，,Xw) 是 来 自 正 态 总 体 NG ,oi) 的 样本 , (Yi ,>,) 是 来 自 正 态 总 体 NG ， 

到 ) 的 样本 ,其 中 ju ,po ,ai ,ao 均 未 知 , 但 ol = 03, 试 在 显著 性 水 平 s 下 ,检验 下 列 假设 
Ho:pm ph =6, Hi:m— p>6, 

6 为 已 知 常 数 . 

【分 析 了 首先 备 选 假设 于 不 写成 jw 一 jw 关 5, 是 因为 根据 实际 问题 不 须 考虑 或 不 可 能 有 1 一 jo 二 
的 情形 ,其 次 要 在 HH, 为 真 的 条 件 下 找到 恰当 的 统计 量 ,这 与 6 二 0 的 情形 是 类 似 的 : 

【 解 】 选 取 下 列 检验 统计 量 


FT nn 
Sw /+ 二 
m n 
i 
其 中 二 
于 是 对 显著 性 水 平 a, 可 得 拒绝 域 
一 (一世 一 9 一 tm 十 nn 一 2). 
a 
m n 


其 中 Cm 十 n 一 2) 为 tm 十 n 一 2) 分 布 的 a 分 位 数 ， 
eal Cm Tn 2 
站 


纺 本 题 为 单 边 检验 问题 ,不 难 发 现 它 与 双边 检验 并 没有 什么 本 质 的 不 同 ,只 是 拒绝 域 仅 在 一 


侧 选 取 . 
题 型 二 ”有关 两 类 错误 的 命题 


K817. 4] 设 (X，…,X.) 是 米 自 正 态 总 体 NG 的 一 个 样本 .在 显著 性 水平 下 入 验 
Ho:r = 0, Hi:p0. 
现 取 拒绝 域 W 一 (4,…,z,) | VR 上 3 > us |. 当 实际 情况 为 4 二 1 时 , 试 求 犯 第 二 
类 错误 的 概率 . 
[分析] 第 二 类 错误 的 概率 为 P( 接 受 有 H。| Hi 为 假 ) 二 P( 样 本 观测 值 不 属于 拒绝 域 | y 一 1) 
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Le 
【 解 〗 设 犯 第 二 类 错误 的 概率 为 8, 则 因为 五, 不 成 立 ,y 二 1 时 ,总 体 X~ NG1,4), 于 是 和 一 
(3] 才 


ot ) (seu). 


狼 当 样 本 容量 ”与 显著 性 水 平 w 给 定时 即 可 查 表 算 出 B, 当 不 大 时 ,一 般 B 剖 比较 大 ,这 也 是 
显著 性 检验 中 为 什么 “拒绝 昌 ,” 是 可 靠 的 ,而 “接受 右 ,” 是 不 大 可 靠 的 原因 .另外 可 以 看 出 

当 容量 n 一 co 时 ,8 一 0, 故 要 两 类 错误 都 尽 可 能 小 ,必须 将 容量 取得 足够 大 ， 
【 例 7. 5 了】 设 总 体 和 一 NC(y,o ),o? 未 知 ,zi，…z 为 来 自 X 的 样本 值 , 现 对 7 进行 假设 检验 . 若 
在 显著 性 水 平 a = 0.05 下 拒绝 了 Ho:y 二 pu, 则 当 显 著 性 水 平 改 为 a 二 0.01 时 ,下 列 


结论 正确 的 是 
(A) 必 拒 绝 互 ,. (B) 必 接 受 Hi. 
(C) 第 一 类 错误 的 概率 变 大 . (D) 可 能 接受 ,也 可 能 拒绝 HH. 【 】 
【 解 】 因 为 此 时 假设 检验 的 拒绝 域 为 加 
i 人 > i 


故 对 固定 的 样本 值 ,a 变 小 时 ,上 述 不 等 式 不 一 定 仍 成 立 , 所 以 选 (D). 
习 题 七 | 
1. 填空 题 . 
(1) 设 (XI1，,…,X,) 为 来 自 正 态 总 体 NGuo2) 的 样本 ,o 未 知 , 现 要 检验 假设 有 Ho:y 王 pw, 则 应 
选取 的 统计 量 是 ; 当 五 ,成 立时 ,该 统计 量 服 从 分 布 . 
(2) 在 显著 性 检验 中 , 若 要 使 犯 两 类 错误 的 概率 同时 变 小 , 则 只 有 增加 
2. 单项 选择 题 . 
(1) 设 总 体 X a Ngo ) ,0 已 知 ,Zi 9 9Tn 为 取 自 X 的 样本 观测 值 ,现在 显著 性 水 平 红 == 
0.05 下 接受 了 再: 一 1. 车 将 w 改 为 0.01 时 ,下 面 结 论 中 正确 的 


A. 必 拒 绝 万 ,. B. 必 接 受 Hi. 

C. 犯 第 一 类 错误 概率 变 大 . D. 犯 第 二 类 错误 概率 变 小 . 【 】 
(2) 在 假设 检验 中 ,HT。 表示 原 假 设 ,H| 为 备 选 假 设 , 则 称 为 犯 第 二 类 错误 的 是 

A. 日 | 不 真 ,接受 HH. B. HH, 不 真 ,接受 Hi. 

C. Ho 不 真 , 接 受 Ho. D. Ho。 为 真 ,接受 Hi. [ 7 


(3) 设 (X,Xs ，…,X,) 是 来 自 正 态 总 体 N(j,o ) 的 样本 ,pw 和 o? 为 未 知 参 数 , 且 
过 = tx = DR. 
则 检验 假设 Hs :jy 二 0 时 ,应 选取 的 统计 量 为 
A Vat Bh Vn 了 T 疙 DiE. r[ 1 
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3. 计算 题 . 

(1) 设 用 过 去 的 铸造 方法 ,零件 强度 服从 正 态 分 布 , 其 标准 差 为 1.6(kg/mm2). 为 了 降低 成 

本 ,改变 了 铸造 方法 , 测 得 用 新 方法 铸 出 的 零件 强度 如 下 : 
1.90, 53.0, B27 M1 B32, 
5 

问 政变 方法 后 零件 强度 的 方差 是 否 发 生 了 显著 变化 ( 取 显 著 性 水 平 a 一 0.05)? 

(2) 一 自动 车 床 加 工 零 件 的 长 度 服 从 正 态 分 布 NGUpro2) ,车床 正常 工作 时 ,加 工 零 件 长 度 均值 
为 10.5, 经 过 一 段 时 间 的 生产 后 ,要 检验 一 下 这 一 车 床 是 否 工作 正常 .为 此 随机 抽取 该 车 
床 加 工 的 零件 31 个 ,算得 均值 为 11. 08, 标 准 差 为 0.516. 设 加 工 零件 长 度 的 方差 不 变 , 问 
此 车 库 是 否 可 以 认为 工作 正常 ?Ca 取 0. 05) 

(3) 设 有 甲乙 两 种 零件 彼此 可 以 代用 ,但 乙 零 件 比 甲 零 件 制造 简单 .造价 低 , 经 过 试验 获得 
它们 的 抗 压强 度 如 下 表 所 示 . (单位 :kg/cm?) 


甲 种 零件 | 88 87 92 90 91 
乙 种 零件 | 89 89 90 84 88 


已 知 甲乙 两 种 零件 的 抗 压强 度 分 别 服从 正 态 分 布 NO ,oz) ,NGC ,oz). 问 能 否 在 保证 
抗 压强 度 质量 下 ,用 乙 种 零件 代替 甲 种 零件 ?Ca 取 0.05) 
(4) 在 正 态 总 体 X 一 N(j,1) 中 抽取 容量 为 100 的 样本 ,经 计算 样本 均值 为 5. 32， 
@ 试 检验 日 , :py 二 5 是 否 成 立 ( 取 a 二 0.01)， 
@ 计算 上 述 检 验 在 日 1 :1 一 4.8 下 犯 第 二 类 错误 的 概率 . 


参 考 答 案 


LD 全 二 如同 ， t(n— 1). (2) 样本 容量 . 


2.(DB (2)C (3)A 
3. (TL 2 未 知 ,方差 的 检验 ,HH, :0 = Ts 87. 
= > = 
故 接受 日 ,, 即 方差 没有 显著 变化 . 
(2) 选取 检验 统计 量 了 二 全 万 扣 V1 ,Hap 一 jo 一 10.5, 检 验 结果 为 不 能 认为 车 床 工作 正常 
(3) Ho:p—p 一 0, 了 一 X—Y 9 
Sw /二 十 圭 
m n 
检验 结果 为 接受 厅 ,, 即 可 用 乙 代 蔡 甲 . 
(GD 拒绝 机， @B 一 0.7257. 
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附录 “ 课 后 习题 答案 详解 
第 一 篇 ”高 等 数学 


第 一 章 ” 函数、 极限 和 连续 


习题 一 
1. 填空 题 
(DE 解 ] 可 得 == lim(1+ 二 ) ”= edu= Ge 一 e) 
工 -oo ey 二 


a 


二 ae 一 ,所 以 a 二 2. 


An nn 


i i 
CIM > er et 
n(l1 二 nn) 

。 及 

Xlir n? 十 nn 十 n pe 2 ” 
?21 十 7) 

Ce en ee 2 1 
ln pn 

yj 1 | 2 ee n ,1 
所 以 lim (未 二 AT : 二 ep 总 

sinz . NW 
a 
五 t 

lim az 一 sinz 洛 必 达 法 则 lim 2 一 cosz _ lim2 cosz iilimn 1 COS 并 
0 | In(1 te) yg, zr0 In(1 十 za) 0 了 2 20 

0 1 区 

1 
zz 
xs 1 渴 此 1 
lim 本 一 六 一 < 和 关 0. 即 < 二 12 一 0 一 本 ， 
Ci ls A 1 te 歼 二 为 = a 上 
Ws0 2h 2 hod 2 


(5 并 解 ]fLFCz)] = 二 1. 
COI 解 ] imCV2 十 3 一 Vana) = lim 全 nt 3n 一 Vn—Vn)(Vnt nt Vn—Vn) 


Vnt 3Vn + Vn—Vn 
lim 4Vn 
™™” Mndt3Vn 十 Vn—vVn 


(7 并 解 】 lim LD asm = jin 大 Cs 过 


一 2. 


-> 人 


1 十 pz (二) 一 l= 1 ere — 1—ax 
OD i 本 
洛 必 达 法 则 1 er 十 prer 十 per 一 & 6 二 1 一 a ee 十 20er 十 pzer 
im 二 一 一 一 lim 一 一 一 一 一 一 . 
z=0 3% z=0 6 工 
所 区 基 卡 二 三 0 太一 二 一 了 
， 了 元 


附录 课 后 习题 答案 详解 


1 
OD ee 
| ni 1990mts8 
OUR i pe 
ee :a _ 
所 以 k 一 1 = 1990,k 一 1991; 地 一 A,A 一 15 
2. 选择 题 
A 1 >zEQ 
(1 并 解 】3 令 f(x) = 1,p(Cz) 一 Mt Re gLf(z)] = 1,7Lp(Cz)] = 1, 排 除 A,C. 令 g(x) = 
a [Lg(z)J* = 1, 排 除 B,D; 若 8x) 二 俊民 在 (一 名 十 co) 内 连续 , 则 p(x) 一 g(x) f(z) 在 
二 0 9 乐 台山, gg fF) 9 9\7X) = SAZ x 
(一 ce ,十 ce) 内 连续 ,矛盾 .所 以 了 D 是 答案 . 
(2 并 解 了 3 是 答案 . 
(3) 解 】 lim 王 二 1eai 二 lim (x 十 De 二 十 oo, lim 于 一 Je = 0, 故 选 D， 
wt 下 一 荆 lt wl 一 
[ee — 1)dr Bd ， 
(4 并 解 】lim 一 一 = lm 2 lim 3 一 0 一 f(0) 一 a, 故 选 A. 
5 3 1 5 fee 2 
(5)[ 解 ] lim | TX 汪 贡 可 ti | 


站 让 1 a L 
lim | 译 po | lim| 1 | 1, 故 选 B 


5 100 a 
(6 并 解 38 一 lim 生生 -二 全 一 wa 一尊 , 故 选 C， 
(CTE 解 3C 为 答案 . 
人 2 到 » 
(8 并 解 〗lim i lim(2*ln2 十 3*ln3) = ln2 十 ln3 == 1ln6 关 1. 故 选 B. 
z+0 


ZX-—*0 


(9 放 解 lim(1 十 z)(1 十 2z)(1 十 3z) 十 aa 一 0,1 二 aa 一 0,a 1, 故 选 A. 


二 bsinz 
一 洛 必 达 法 则 2 
(10 解 32 = lim atan 工 十 0(1 一 cosZ) lim Sos 工 2 
天 0 eitl 一 光 二 这 井 二 这 ) 0 一 2c + Dad 2c 
1= 2 
所 以 a = 一 4c, 故 选 DD. 
3. 计算 题 
本 本 全 ijaGCzHez ) av 汉 
(1)@[ 解 】lim (z 十 Ee 二 = lim 二 
立 -十 oo 了- 十 co 
1 lim 2sinz+cosz 一 1 1 二 2cosz 一 sinz 

@[ 解 lim(2sinzx 十 cosx)#z 二 exo 工 二 ex*0 | = 8 

z=0 

| 
@[ 解 ] 令 = 工 , 骨 
2 ] \= li Csin2yt cosy) lm 2coay-siny 
lim (sin 一 十 cos =) = lim(sin2y 十 cosy)y = ey*0 ? 一 ey-~0sin2yieosy 一 e? 
Zo0 Tx 并 y—0 
1 1 

(lttanz\)s _ tanz — sinz 可 _ lm me-sinz 

@【 解 】 bw (i 和 定 es) lim(1+ 1 二 sinz ) 0 
x2 
-i 
3 3 
(2)Q@[ 解 3lim 时 填 VIP 1 i Vz 1 i 1 a 
zl arcsin2 Wz 一 1 ”2 V 到 一 1 -12 VZ 十 1 2V2 
: 1 2 8 1 cos:z . Sin: zx 一 ZX:cos’z 
t a Ae 

Q@【 解 】 lim ( Ee z) lim ( 埃 = 村 lim Xisin:z 
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We fh i 1— (zx 二 1l)cos’rz i 2zcosz 并 十 2(z2z 十 1)coszsinz 


0 这 x0 4 
= 2zcos: 工 十 sin2x .ji 2zx? coszsinz 
x50 423 z=0 4 


一 2cosz 并 十 4zcoszsin 并 十 2cos2z ， 1 


20 12z? “2 
1 Zeos 区 十 2cos2z 0 1 
in 12x7 十 了 十 了 
人 cosrsinz 一 4sin2z | 5 
bm 247 十 6 
一 2sinzz 5 1 5 2 
EN a 
. ln(ecosxz» V1l—zx) i. Deos 1 ) 
@【 解 】 lm tanzln(l1 二 zx) lim 
1 ( V1— zx’ sinzx Fcosz ) 
lim Yi— x cosz 1l—z 
z=0 2 
2 sinz 1 
li ge ey) 
1 2n 1 
2n e 一 (1+ 二 ) Ee 2 2 
2 区 n n i 人 一 (1 十 z)= 
(3)@[ 解 ] limn| (1+ ) ]= im lim 本 
n 
; | aN tl 
2 Ural | zt ( ) 全 Z2(] 十 并 ) 
2e lim1 二 ljnG 十 zZ) 一 1 -elimnlnd 十 z) eo 
x0 2 并 0 小 y 
n Mn—l1 Smh=z 
OM lim TA 一 也 二 lim mm 六 liniaTrs 
[六 次 二 二 二 全 二 员 
wt | rw zi 
你 2a (2 一 1)a 1 
@[ 解 ] lim| (x 十 如)+ (z+ 至 )+…+(z+ 呈 -22) 1] 站 
二 
Ss n n 
= lim Cn + lim 到 = i yo 
1 1 1 
1 1 | 1 2 十 | 
Vi 六 一 + 过 一 一 ,从 而 一 一 一 a i 
1 十 一 1 十 一 人 一 a 
i [4 省 全 让 (+ 广 j 
i 1 1 1 2 | 1 
因此 3 1 十 工 I 去 1 汪汪 
1 十 一 1 十 一 1 
ED 
1 2 1 < \ ] 1 下 1 re 二 
因为 lim Ce 
中学 | 
1， >0 
@[ 解 ] lim ] 二 = 一 0， 元 一 
一 上 无 芝 O 


附录 课 后 习题 答案 详解 


@[ 解 ] lim (| = Met 


a lim (te) 


z=0t 2 
一 ae a ae mm 一 ae, mm =ae¥ =a 二 = Vab. 
| cost* dt—1 | ose dt 一 
4.【 解 fF (0+) = lim 人 2 一 人 0 一 lim 也 一 
Pe 名 0 ze0t z*0t 这 
4 
及 二. 一 -二 丈 
lim cosz 一 】 一 lim =0. 
0t 2 元 ze0t 27 
2 (1— CoO) 
Bi me fC CD i , 0 gD ks 
i 
ee 2sinz — 2x ji cosT—1 _ Bnd SinZ _ 0 
ze0™ 3z’ -0 37 0 3 


所 以 ,了 (0) == 0, 所 以 f(z) 在 z= 二 0 处 可 导 , 因 此 f(x) 在 x 二 0 处 连续 . 
5. 求 下 列 函 数 的 间断 点 并 判别 类 型 


Q@rE 解 3f(01) 一 lim 


zx*0 


2= 


0 = lim 经 一 ! 


并 


所 以 xz = 0 为 第 一 类 间断 点 . 


] 一 


2n 


@[ 解 3f(x) 一 lim 


zl1t 


并 
1 十 x” 
显然 , lim f(x) = 一 1,1lim f(z) =1, lim f(x) 


e 并 一 


1 


一 工 


民 9 


| 
| 
| 1 
|z|<1 


和 一] = 


一 一 1， 


] 十 


@【 解 】lim f(zx) = 一 sinl, lim f(x) = 0， 所 以 xz = 0 为 第 一 类 跳跃 间断 点 ; 


x>0 


limf(z) = 一 limsin ~ 


Em 


x0 


T 不 存在 .所 以 x 二 1 为 第 二 类 间断 点 ; 


和 = ai lim 本 经 十 一 lim 全 十 开 一 一 各 ,所 以 z 一 一 至 为 第 一 类 可 去 间断 点 ; 
一 豆 xz 一生 
lim 开 二 一 oo,(k 一 1,2,…) 所 以 x 一 一 kr 一 至 为 第 二 类 无 穷 间断 点 . 
二 COS 工 
azs +ztol oe dt 
6.【 解 ]lim( 筷 十 二 十 |e dt)= lim 0 
工 -0 人 
_ a 2 i 
= 3az2: 十 1 十 pe 分 子 极限 为 0, 所 以 5 1 lim 3az2 十 1 攻 
z0 5z 0 52 
二 jp 6az + 2xe” i 3a+ xe™ 
0 20z: 0 10z2 
陈 志 
分 子 极限 为 0, 所 以 a 一 一 本 fim — Ze _ ] 
z+0 20% 10° 
7.【 解 3 由 于 z= 二 0 是 f(zx) 的 可 去 间断 点 ， 
因此 lim V1 十 sinz 十 sin2z 一 (十 psinz) 存在 . 所 以 
we sin2 并 
lim[ ML 十 sinz 十 sin2z 一 (ao 十 psinz)] 二 0. 即 
了 0 
Er 1 十 sinz 十 sinzz 一 (十 psinz) 
**0 WV1 十 sinz 十 sinz 十 (Ce 十 psinz) 
lim 人 一 吧 ) 十 (1 一 2o8)sinz 十 (1 一 序 )sinpz loo _ 1,, 
Q 


0 VI 十 sinz 十 sinzz 十 (xc 十 psinz) Ll 
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所 以 a=1. 
lim Yl + sinz sin x — (at Bsinz) _ jia (1—28+ (1—pPB)sinr 
0 Sin x z 0 sinz 。 Ei sinz 十 sin* zx 十 (1 十 psinz)) 


若 上 式 极限 存在 ,必须 分 子 为 0, 即 1 一 28= 0,8 一 袜 药 


8.【 解 〗 因 为 极限 存在 ,从 而 a = 二 


1 2 < 
ee he ke 5 二 
所 以 lim[ Cz 十 7z* 十 2)* 一 z] = lim 和 la I A 
i co 甫 ， y=0 y 
Bs 

< ee BE BR oi 

二 lim 一 (1 十 7y 十 2y ) 5(7 十 10y ) .所 以 

70 5 5 5 


9.【 解 ] 当 a 之 0 时 , lim (zsin 十) 不 存在 ,所 以 zx 一 0 为 第 二 类 间断 点 ; 


0 


当 w 之 0 时 ， lim (sin 二) 一 0, 所 以 RP= 一 1 时 ,7(z) 在 z 一 0 连续 ;8 关 1 时 ,z= 0 为 第 一 类 跳跃 间断 点 . 


sin3z 


3 十 f(z) 
10.【 解 ] im (3 二 人 好 )= lim 一 : 一 起 
0 于 Es 


I"0 之 


所 以 ,lim ( 江 汪 十 f(x) ) 一 0.f(z) 在 = 0 的 某 邻 域内 二 阶 可 导 , 所 以 f(x), 六 (x) 在 工 一 0 处 连续 . 因此 


f(0) = limf(z) = lim = = 一 
-0 
ine | ga) Sn gh fe 
因为 lim 一 一 和 一 一 二 0, 所 以 lim 次 一 0, 即 
3 二 sin3z Dg 
m 人 可 3 i -名 二 号 光一 Sin3 je = COS ey 2 = 二 9 . 
ln z=0 工 z=0 过 z=0 3% z=0 工 2 
f 00) lim 2A 一 im EHS = limze pe 9 -0 
I—>0 2 Da So 2 
f°00) = lim I = 十 Bi 2. 
zx->0 
9 1 本 3 a (zx) 
因为 名 lim lim po 
从 而 lim r/o 二 9. 即 了 (0) 一 9. 
-一 2E 
第 二 章 “导数 与 微分 
习题 二 
1. 填 空 题 
(DE 解 】 2|， Zzcost: dt = 人 cost* dt 一 2z2coszt. 
dr 2 
v 1 一 z 一 1 十 zz _ (一 1)22.1! 、 Ck) 1)2.&! | 
(2[【 解 3f (zx) 0 = ,假设 f(z) ~ , 则 
Ct1) (一 1)712。(k 十 1)1 Wi A Se 1)”2.n1 
EM Ca) (Tm ;所 以 f(z) i 
dy _—sint dt _ 1 dy sint \” dt 2tcost— 2sint 1 _ sint— tcost 
(3)[ 解 】 2t "dz 2t'"dz’ ( )， dz Ar? 2 4 


(4 放 解 】 隐 函数 求 导 得 :ery (1 十 yY) 一 (> 十 zy sinzy 二 0， 
。 645 。 
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pe 
p :Ysinzy & 
即 得 :y 二 es 


(5 并 解 〗 由 太一 z) = 一 f(z), 得 一 (一 x) = 一 了 (x), 所 以 (一 z) = f(z)， 
所 以 (zo)= f(x) 一 人 
fx i mAL)— fx0) 十 fFo) — fs — NnAx) 


(6 氏 解 】lim 
Arz-=0 Ax 

i fzo t+ mAzx)— f(zxo) peli Ca 一 Po 

mmAz->0 mAx mnAz-=0 一 MAZz 

(7 并 解 ] klim 加 十 AO) 一 jzo) py), 所 以 &f'(zo) = 十 1(zo); 所 以 k= 工 . 
AAz-0 kAZx 3 总 3 
d 灿 及 | 二 WN 

Ca[ 解 ] 芋 | /( 雯 ) |= 了 (去 ): 记 = 士 ,所 以 了 (去 )=- 和 于 


令 下 二 2, 所 以 了 ( 记 )= 一 1. 


(9 并 解 】 Y = f(x)cosf (zx)f [sinf (x)Jcos(fLsinf (x)]). 
(10 江 解 】3 对 隐 函 数 求 导 得 :es (2 十 y) 一 (> 十 zy )sinCzy) 一 0. 
所 以 切线 斜率 有 一 y(0) 一 一 2. 法 线 斜率 为 村 ,法 线 方程 为 


村 1 一 去 z, 即 z 2y 十 2 = 0. 


2. 选择 题 
(1 江 解 玉生 :因为 F(C0) 存在 ,所 以 已 (0 ) 一下 (0 ), 于 是 
F(x) 一 FCO) lin fz) + sinz) — f(0) 


Le it z+ 交 


F + (0) = lim 


= OD AO = f (0) + f(0). 
0 十 
Cy = Ti R(xz) — EO lim fz) (1 一 sinz) 一 f(0) 
-0 工 一 0 0 I 
= (FCx) -A — f(x)sinz _ f° (0) — fC0). 
Te0 


所 以 了 (0) 十 f(0) = 六 (0) 一 Co) ,2FC0) = 0,f(0) = 0. 
“=>”, 已 知 f(0) 一 0, 所 以 
F’, (0) = lim FCO)— FO) jy fA) sinz) — f(0) 


ze0t = 必 0+ 必 


(fz)— f(0)) 十 f(x)sinr 
人 z 


= (0) 十 Fo0) = f (0). 


= li 
二 


工 w0 


F’'_ (0) = lim 


TO 


了 Go 一 下 (0) hire £0 A 


区 一 必 


0 


Cf) — FONY — Fw)eins qoy — Fey = OY. 


Zz 


= lim 
IO 


所 以 F'(0) = 六 (0) 存在 . 即 答案 为 A. 
(2 并 解 】 因 为 F(z) 是 连续 函数 ,F(x) == Fe )(ez) 一 f(z) = 一 e*f(e“*) 一 f(z). 所 以 答案 是 A. 
(3 并 解 】 因 为 f(z) = [f(z)], 且 f(x) 具有 任意 阶 导 数 ， 
所 以 Cx) = 2fCz) 六 (xz) = 二 21[ fC2)TB. 假 设 Fe (ze) = [fC 
所 以 fA? 了 (zx) 二 (十 1)kILFCz) 了 (zx) 一 (十 D1[fCzx)] ,由 数学 归纳 法 知 : 
f(z) = nl[f(z)]"! 对 一 切 正 整 数 成 立 . 即 答案 为 A. 
(4 多 解 】 因 为 f(1 十 xz) 一 ar(z), 且 广 (0) 一 5， 


1 1 
Ld+z)— Hf) 
所 以 ;5 = 了 (0) = lttn [2 二 /0) lim 2 2 = 二 f'(D)， 
x0 


无 一 z=0 Zz 
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所 以 (1) = ab. 即 答案 为 D. 


42Z3 ， 24z， xz 宇 0 
(5 并 解 】 依 题 意 知 : f(z) = 二 | ni 
2z， 工 < 和 0 l2zxz,， X=0 


所 以 ,PCor) = lim 二 = li 二 = 24， 


0 十 zs0t 


(0 ) = lim rp- Po = lim 2 0 12 
0 m0 sd 让 
所 以 n= 二 2,C 是 答案 . 
(6 并 解 】 了 因为 f(x) 可 导 , 所 以 由 微分 定义 Ay = dy 十 oCAz) , 即 
本 Ay— dy _ lim oOCAz) 


Az-=0 Ax z=0 人工 


a 0， 
即 答案 为 B. 
《7 六 解 】 在 x 二 0 处 可 导 一 定 在 x = 0 处 连续 ,所 以 lim x sin 二 一 lim (az 二 0b),， 


z=0t TO 
| 
XN— 


所 以 6 二 0. (07) = 了 (07), lim 一 一 二 = lim 竺 ,所 以 。 一 0, 即 答案 为 C. 


0 0 


《8 并 解 】 由 广 (0) 存在 可 推出 A 中 的 极限 值 为 记 六 (0),B 中 的 极限 值 为 一 六 (0) ,DD 中 的 极限 值 为 广 (0) ,而 


C 中 的 极限 值 为 0. 反 之 A,C 中 的 极限 值 存在 ,不 一 定 广 (0) 存在 , 举 反 例如 下 :> 一 | z|, 排 除 A,C.D 中 的 极限 
值 存在 ,了 (0) 不 一 定 存在 , 举 反 例如 下 : 
0 “了 ,排除 D 即 答案 为 也 
(9 民 解 】3 若 取 y> 一 z, 则 A 不 正确 ; 若 取 y = xz? , 则 B 不 正确 ;车 取 y = z, 则 C 不 正确 ;D 是 答案 . 
〈10 并 解 ]f(z) = 0, 取 a 二 0. 排除 A;f(z) = 二 不 十 z 十 1, 取 a 二 0.f(0)==1>>0,f(0)=1>0, | f(z) 
[= f(z), 在 z= 二 0 处 可 导 . 排除 C;f(z) 一 Zz 一 1, 取 a 二 0. 排除 D; 所 以 B 是 答案 . 
3. 计算 题 


(1 这 解 】y/ 


f(zx) = 


_ 一 sin(10 十 3xX?)。6z 
cos(10 十 3z2) 


(2 这 解 jy = 二 广 [ln(z 十 Va 二 +x)]， 


一 一 6ztan(10 十 3z2). 


一 -一 ( 十] 
二 2 Va+t+z’ 
es f [in(zx 二 Va+t+zx )] 


a 二 +z 

(3 并 解 je” y 一 2zcosz2? 十 2yy’cosy’ 坊 y 二 es 
e” 一 2ycosy 

2 一 > 

2z 十 2yy/ 区 
《4[ 解 一 一 5 
Vr +y2vVr+y i 
Er 
TI 十 yy = 二 yz 一 yy 所 以 y = > 


dy ecost— e'sint _ cost— sint dz 
(5) 一 一 一 一 ,一 esint 十 etcost 
【 解 】 dz ecost e'sint cost sint di ” 


dy d [ae dt _—(costtsint)’— (cost— sin))? 1 _ 2 
dz? dt\cost+sint/ dz (cost + sint)? dz e'(costt sint)® 
dt 


(6 这 解 jdz = (2y 十 1)dy,dx 一 到 (zz Ee 


(2y 十 1)dy _ dz 
du 学 Vz zl2zri+1)dzr 
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附录 课 后 习题 答案 详解 


dy 2 
du 3(2y+1) VETzr2r+1l) 
CDI 解 ] 由 题 意 知 :和 = 人 二 ,所 以 戏 | 一 3 
dy salLf Ce — D9) 十 3es 户 we (es 一 1) f°0) 
dz? CF CDE 
所 以 到 | 3 [370O) +3F 0) FO)— FO)FO) - 9f (0)+67F (0) 
dzz | ,-。 f OF EPCOT ” 
w= 力 / er! er 
(8) ,二 一 上 -= 
2 ，。 一 RO [3 e@—2e 
er 
dy _% ge 一 2e _ 1 
所 以 二 7 et 十 tel (1 二 it) (Ce — 2e)’ 
所 以 于 | ”一 一 冯 : 
T | :=1 e 
dy | 1 ) 蛙 = 2e: — 2e te 
dz dt\(l++it)(e:— 2e) (1 十 De 一 2e)2e 
让 
2 1 2 
所 以 和 | 一 1 在 一 1 处 的 曲率 为 一 一 [六 | ， = 一 对 -一 e+4e 7 到 
eos Se OS I el 
( | 


4.【 解 101) f(z) 在 z 二 0 点 连接 ,所 以 limf(z) 一 lim 外 一 csz 一 qh 


所 以 lim(g(z) 一 cosz) = 0,g(0) = cos 0=1, 
g(Z) —g(0) 十 1 cosz 


所 以 a = 二 lim g(x) 一 cosz _ lim 


工 -0 ey 
= lim £2 8 + lim 1 二 eosz  g/(0) 十 0 = g’(0). 
Te0 x0 py 
g(x)—cosz_, g(X) 一 cosz— ax 
(Wf (2) = lim LH= 0 和 y 一 一 和 = 到 
—0 z=0 并 -0 zx 
= jls ns 一 cosZ 一 az 
z=0 rz’ 
g(0) 十 g'(0)z 十 RAGE — cosrt— arx 
lim 5 (0<é<7) 
zx—*0 法 
1 十 AE 一 cOS 工 1 
= lim 3 三 包 (gg (0) 十 1)， 
xz[g'(z) 十 sinz] 一 [g(Cz) 一 cosz] wo 
3 9 
所 以 f(x) = , 
却 (8 (0) 十 1)， 工 一 0 


5【〖 解 ]F(Cz) 连续 ,所 以 lim FCz) 一 lim F(z), 所 以 c= f( 一 0) 一 f(0); 


I>0 r+*0 


因为 F(z) 二 阶 可 导 , 所 以 F(z) 连续 ,所 以 6 二 f_(0) 一 万 (0), 且 
Es 二 和 妥 0 

,FY (0) ,所 以 FY_(0) = FY (0)， 

F’' (zx) i 存在 ,所 以 + 


所 以 lim £0- f (0) jim 2az 十 太 (0 一 (0) _ 2a, 所 以 a 一 于 挛 (0). 


0 z=0t 
eh 
6.【 解 f(z) 一 1 十 2 12 2 "IF 
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第 一 篇 ”高 等 数学 


nl 1 (— 1)"n! 

2 zx" 2 (1 二 xz)" 

0D) 二 0,k 一 0,1,2,.,f*(0) = nl,k = 0,1,2,. 
7.〖【 解 3 使 用 莱 布 尼 芯 高 阶 导数 公式 


f(z) 三 二 (lnz)c 十 zlnz)cerD 一 zx( 1)™! (nC— 1)1 pT 1)"™? Cn 一 2 
vr 


Nn -il 


六 


fy = 十 


= (一 1) 一 (7 WU D™? Cn 2D) 1， 


所 以 (= (一 1 (一 21, 
8【 解 】〗 因 为 y = 二 (arcsinz)2 ,所 以 y 一 2arcsinz 二 


2 
一 并 


1 下 
A A 
所 以 (1 一 z?)y = 二 2 十 zxy.. 
对 上 式 二 边 求 n 一 1 阶 导数 . 按 莱 布 尼 效 公式 有 
(z+ eC AIT + 2 CV) = zy "+rC (yD?, 


(n— 1)(n— 2) 
21! 


所 以 (1 一 z2)yor 一 (272 一 1)zyo 一 (一 1 一 0. 


上 2arcsinz [- 工 (1 -= 2 ]- py 二 “这 2zarcsinz 


y=2 一 
lz (zr) Via 


Da ge xy"™ 十 (n gs Dy 


(1—zx)y™? 一 25(072 一 1)y 一 2 


第 三 章 ”不 定 积分 


习题 三 
1 二 元 2 
1. (1) 解 ] 因为 d(ln <)= 五 全 dz 
\ 1 Se re eM Tw 
所 以 | zn Edz = 二 | 诗 satni 一 4 pr 十 人 
1 十 去 2 ml 2 _ dz 
(2)【 解 】 因为 (daretan 了 二 芋 ) dz Te HT 
1+ (1) 
Xx 
、 1 让 二 :小 =| i as i Low VN? 
所 以 | 二 zarctan 了 二 dx 一 arctan -— 7 darctan ] —7 一 3 (arctan 3) 十 C 
1 十 sinz _ 1 十 cosz 十 sinz 
《3 并 解 〗 因 为 4 1 十 cosz (1 十 coszx)? 
\ fcosz 十 sinz 十 1 , 1 十 sinz | 1 十 sinz _ 1 /1+tsinz\’ 
所 以 | (1 十 cosz)? 1+cosr™ LH ons 1 | Coe 2 一 Cc. 
(4 并 解 】 令 工 一 二, 则 dz 一 一 到 di， 
dz 万 dt 本 | de 1 8 二 二 二 
| mr J 8 」 严 十 1 Bl Ye Fm(1+)+c. 
‘ 立 XT a : EF TXT 
CI 解 ]| 下 dz 一 | oa Wik ds 
1 十 sinz 十 cosz 2sin 这 Es 2 瑟 光 
sin cos 十 2c0s 二 2cos 二 
2 2 2 史 
= ee 工 
= 让]az 十 击 ]tan 对 dz DT ln cos 也 十 C. 
dz d(z 二 1) Zz 十 1 = tant 


2. (1 并 解 】 
| (z 十 1)2 VY 《lz 十 1)* 十 1 
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附录 课 后 习题 答案 详解 


| costdz | dsint 1 es Ve +2 +C. 


sin’t sin’t sint 亚 十 工 
(2 并 解 】 令 z = tant, 则 dz = 一 一 4 
COS 上 
| dz 有 | cos tg ee | (1 一 sin2t)dsint | dsint dsint 1 1 
NE sin*z sin*t sint sin’t 3sint sint 
/ 3 1 了 
二 二 ( 工 十 之 ) 十 YI 十 工 _ 站 CG. 
3 工 
(3 并 解 】 邻 过 = tant, 则 dz 一 二 dt. 
cos’z 


| dz = dz =| cost dt =| dsint 
(Bas 1Y CR (2tan’t 1)cost 2sin2z 十 cos’t sin2t 十 1 


一 arctansint 十 c 一 arctan 2 十 滞 : 
Vl 二 +zx’ 
(4 并 解 】 令 工 一 asint, dx = acostdt. Va’ 一 Z = acost. 
并 d 工 | 2 。Qcostdt al 1]—cos2i,, 1, ms ; 
| er Be a 5 dt a9 t i? sin2t 二 C 


2 
a 。 过 
二 和 (arcsin 二 一 二 Va 一 )+c. 
2 a a 


(5 并 解 】 令 z 一 sint， 
2 曾 
| VI—z) dz 一 Jeos: tdt = [二 名 本 So ) dt | 0 A 


ee ye 
二 十 下 sin2t 十 二 | (+ cos4t) dt 8 1 sin2t + 35 sin4t+C 


一 3 ih 十 地 sin2:(1 十 村 cos29 二 CG 


8 
3 Es 1 _ sin 
= Barcsinz 十 二 sintcost (1 站 4 ) 十 C 
= 总 arcsinz 十 于 z MWL 一 zz (5 一 2z2) 十 C. 


(6 并 解 】 令 z 一 - ;二 二 二 dt. 


Le 
Ss E We = sinu 
| de | I ( 去)d | 1 一 上 出 一 |sinucosr udu 
Ea 
CE] 
一 costudeosu — Teosiu+C— EF + 
(7 并 解 】 令 z 一 过 则 dz = 一 全 
| 
= | ls 1 t+ 1 
dz ( 羡 ) 灶 = dt 
rz: WzZ2 一 1 = i 到 /I= 
六 
令 上 一 sinu 


A 
[sinut 1)du = cosu—ut+C A 1 arcsin . 十 C. 


eax 十 ez er 十 e<= 本 | d(er—e”) _ 训 
3. GDK 解 下 让 Idz | pr dz Te arctan(e* 一 e<) 十 C. 


dt 


今 1 一 2z 三 -2 
(2 并 解 】 令 上 一 2 ,dz 二 
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dz - dt 十 | 1 1 yl 
er | a In2 (及 TT 人 Faretant) 十 C 


时 7 x 
= ( 十 arctan2 | C. 
< 一 99 2 | | 47，、_ 9N-99 
4. (DFE 解 ]| Ca dr 丰 |> d(xz— 2) 9 ow + 99)™ (zw— 2 dr 
Si 10 | ec 
Wt I YD 人 
8 5 区 10m: 5z2 
99(z— 2)"” 9702( 工 一 2)8 470547(xz— 2)” 7528752( 工 一 2)8 
并 


| 
71523144(z — 2) 71523144(z—2)" 
(2)〖 解 3 令 工 二 1/t, 则 


1 
| dz | Ei | dt | di 
zr Viix 1 ++1 Vi+e 2 Vi+ (2) 
六 


| | 
— Fln|tanut secu | 十 < 


令 忆 一 tanz 1 Sec2 1 
du 一 
2 secu 


4 
in 2 7 Ee 


5. CDOT 解 ]]zcos’ dz = 了 于 |zqa 十 cos2z)dz 一 I 十 寺 |zdsin2x 


1 I Ls 1 。， 1 外 | 
下 工 十 本 xsin2z 1 |sin2zdz iz 十 Zt ZSINn2Z + 8 cos2z 十 C. 


C2) 解 ]]sec’ zdz | -dtanz = ne |secztan’ zdzx 


cos’x 


一 seczxtanz— |eeez 一 1)seczdz = secztanz 十 ln | secz 十 tanz | 一 |seezar 


|see Zdz 一 于 secztanz 十 去 In | secz 十 tanz | 十 C. 


3 2 
CI 解 ]】 dz = 一 [aaad 寺 = 一 二 nz 1 | -az 
er a zr 立 


3 2 3 2 
(lnz) 3(lnz) 十 | dz = (lnz) 3 ez 二 | 6 


二 dz 
这 这 和 并 I 


=— LE[dnz)’ +3(inz)’ + 6Inz+ 6]+C. 
CK 解 3|cosClnz) dz = xcos(lnz)— |zdeosCInz) = x cos(lnz)— [sindnz)az 
= z[cos(lnz) 十 sin(lnz)] 一 |sesdndr， 


所 以 |cosClnz) dr: 一 到 [cos(lnz) 十 sin(Clnz)] 十 C. 


COS > XCOS’ ] cos 地 S 
(OI 解 ] 一 dz | dz= 工 | 一， 4 
8sin3 并 cos: 过 sin 工 sinz 三 
2 2 2 2 
a 工 | i ee 杰 +| 2 
一 二 |zese 7 dcsc 2 一 一 十 Zdcsc 2 Bs 5 十 二 jcsc 本 
west 和 S 一 滞 cot 之 
一 一 证 zcsc 也 4 cot 十 性， 
2 
6. (0【 解 | Sd 二 mcz+ VIT2 di 
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= 壮 m(z+ VITZ) 二 一 于 | 于 二 一 一 dx. 


令 工 一 tant, 则 dz 一 5 
co 


人 
1 一 2 WL 二 1 一 tan2t cost 
=| cost jj :| dV2 sint 
1— 2sin’t fa 1— 2sin’t 


1Inltv2sint | C 一 | nlte 十 Y2z | Ce 
V2 1 一 V2sint M1 二 zx —V2z 


记 庆 | st Vili+xz 4 Vzr) In Ylite ty2z 0 
2 )2 2(1— zi) pa TE 
Cz)t 解 | Zarctanz. 9 三 Jarctanzd V1l++zs 
V1l+z 


1 
AW] zx arctanz -| 一 -一 dz 
W1 十 并 


V1 十 zx*arctanz 一 lIn(z 十 V1l 十 xz) 十 C. 


3 并 解 了 | ne dx 三 一 de 2 


ll 


1 
一 一 二 earctaner 十 于 | de 


2 
=— 1 earctaner 十 玛 | = a 
下 2Je(l a ry 
dee 本 —22 a 去 | 隐 Re 名 
一 一 了 earctane 二 2 ( Te )dz 


一 一 二 (Ce sxarctaner 十 e= 十 arctaner) 十 C. 


(zln(1l++ zx)—3)drz, zxz 宇 0 
7. 【 解 ] f(z)dz 二 
| +2z—3)erdz, r=0 


人 Hz2) > [Lz I ke 
一 (xz: 十 4z 十 l)e* 十 Ci， z=0 
由 于 [f(z)dz 连续 ,所 以 C = 一 1+ CC 一 1 十 C. 


| 由 eh Fay 到 [zz jn(1 站 2)] 一 8w 十 Cw 这 座 
六 ee = . 


=(z 二 4w 1)e™“+1 二 0， z=0 
8.『【 解 ] 仿 t= e*,zx = lnt,f (1) = asin(lnt) + bcos(lnt), 


f(x) = [LasinClnz) 十 pcos(lnz)]dz = 去 [Ca 十 bsin(lnz) 十 (8 一 a)cos(lnz)] 十 C. 
372+3z 


3 +C. 


9. GDK 解 下 3 (2z 十 3)dz = [sace 十 3z) 一 
(2 解 了 (3z: 一 2z 十 5) 生 (3z 一 1)dz 一 二 [Gz 一 2z 十 5)3d(3zx? 一 2z 十 5) 
二 -让 2 5 
一 ‘37 一 2z 十 5)2 十 (C， 
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1 十 一 一 一 
(C3)[ 解 ] 因为 dln(z 十 VIT2) 二 人 二 一 1 ,所 以 


工 十 Vl 二 x MI 十 好 


2 
| 2 YI Di = |mcz +- VITR) dnt WEIT 束 ) = 十 [ln(z 十 WI 于 过) 下 十 C， 
YA 2 


2 

(4 解困 为 dinti 十 VIT2) = 2 = z , 
1+ Vitz 1 十 于 十 VI 十 三 
所 以 | zdz - | aaQt+ vI 干 之) 

(十 让 十 Vi 二 x)In(l 十 Mi 十 zx ) In(1+ Vi zx:) 

=In|ln(l+ Vitz) | 二 C. 
10.【 解 了 2 一 中 二 于 帮 守 dz PKaac- [ed 
。 Xx! ex ee pe 
| 1 4 fz) | Hz)dn 
e 并 Xe 

多 | | az | 224 = f(z) 十 C. 
e TX Ze Xe Xe 


11.〖『 解 ] 邻 t= 二 cosz 十 2, 则 cosz 一 上 一 2, 从 而 


f (=1—ecos wt —s l= 
c (B= 


所 以 f(x) = ||c 2)? 一 :| ere 十 C. 


Zzarctanz ,~ 让 1 
12. cr 解 2| Uy dz Jaretanzd I 二 弃 


arctanz | 1 | dz 
2(1 十 它 ) 2J (1+ wy 
令 工 一 tant arctanz | sec’t 


2(1 二 x:) 2 sectt 


+ 


dt 


_ arctanz 本 
= 50 二 2 十 二 |eosc2t 十 Dd 


arctanz ，1 


2(C1 十 好 ) 4 


+ 十 sin2t 十 C 


arctanz 下 
十 二 arctanz 十 


3 
~ 201+z:) 4 4(1 十 zx:) 


+ 


2 
A 元 u 二 2u 
(2 这 解 】 令 v 丁丁 台 TI 一 dz wd 


|aresin A /= ds = |aresinu 二 
圭 二 二 (1—w)’ 


令 w 二 sint 2sint sint 
| costdt = 2|1—s-dt = |tdtan’t 
cost cost 


= ttan’t— | am idt 


= namt— | (二 一 1)d 


一 ttan:t 一 tant 十 t 十 C 


a in /fz 
一 zarcsinA/ IT 过 Vz 十 arcsin Tt 
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1 二 + x? arcsinz arcsinz 
(3 并 解 了 | 2 en , ee |= 本 十 | -em 
1 . VMI— zx V1l—zx 


一 密 
令 工 一 sint . 
= costdt + 2 laresinay? 


才 
| sin? tcost 


一 Jiacou 十 壮 (Carcsinz); 


1 > 
tcotz + Jeoua | (arcsinz)’ 


二 一 tcott 十 In | sint | 十 二 Carcsinz)? 十 C 


Wl = 


二 一 arcsinz 十 jn |z| 十 二 Carcsinz)’ 十 C. 


(4) 令 t= arctanz, 工 一 tantydz = sec’tdi, 


| arctanz | | tsec’1 := | eta ty = | 中 = sin DD) 


2 
rz (lw ) tan’ tsec’ ph sin?t sin’t 


= Jiacou tcott + Jeouia 3 此 tcott + ln | sint | 一 坟 e 十 C 


arctan 工 | 到 上 
尖 正本 
13. (1 并 解 】3 令 之 = 2sint,dz 一 2costdi. 


j= V4— x dz = 32 sin’ tcos’tdt 一 一 32|a 一 coszt)cosztdcost 


; (Carctanz)2: 十 C. 


a os 4 二 os t 十 <c (4 一 z2) 和 3 (4 一 zx) 十 C. 
(2 这 解 】 令 x == aseci,dx 一 asecttantdi. 


2 区 
MV t 
| TE de | Qi a secttantdt = a ian tdi 
工 


a sec. 


1— cos’t es dt 
cos’t cos’t 


a 
一 Vzz 一 az 一 aarccos 二 十 C. 
应 


at 一 atant 一 以 十 C 


C3)[ 解 ] | 三 (1 十 人 光村 


VI | 


e2 
Ep 
= | -站 d4Q 一 e)1 
21 A 


一 arcsine* 一 V1 一 esz 十 c. 


并 令 u 一 Vz | us 邻 w = V2asint 时 和 
(0【 解 | = /元 一 dz 一 全 2 Rh sin td 


Se 2 
-8a | (Lt—e0s2) go= go [C1 —.G0082s .08 dad 
2 


二 2221 一 202sin22 丫 2 | ey 


六 
t = 3a2+ 一 2a?sin2t 十 sindt 十 C 


| 


3a2z 一 4a2sintcost 十 azsintcost(]1 一 2sin2z) 十 C 


= 3at— 3a’sintcost — 2a’sin’;tcost+C 


和 ea 3 x /Za st /x /2a—z 
3a arcsin Za 3a 2 2 2a 3a 


一 3a’arcsinA /二 一 一 VZ(2a 一 并 ) 十 C. 
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0 IT 下 曾 汪 三 几 芭 -= 2 
sinzr 一 sin2z cos2z 一 1 ww’(wu— 2) 
| dz 2u 二 | du 
sinz W1 十 cosz Ww (2 = 2 2 — 2) 
[fl 1 
由 WC 2) 
1 1 nt 
十 C 
“| 


a h! nV2 2 十 V1 十 cosz 
M] cosz 也 


V2 一 VIL 十 cosz 


一 sinz 1 | | d(2 十 cosZ) 
(2)【 解 】 | eo 2| 2 斗 2 十 cosZ 
呈 2dt 
令 tan 一 -一 /上 
2 2 
?| 于 人 一 ln | 2 十 cosz 
乡 寺 1 


2dt 
= 2 3 + In | 2+ cosr | 


t 
二 一 arctan 一 十 ln | 2 十 cosz | 十 C 
M3 V3 


让 "een 育 ( 学 地 | 2 十 cosz | 十 C 
C3)K 解 了 | sinzxcosz 


1 十 2sinzcos 工 一 1 可 
sinz 十 cOS 工 2 sinz 十 cosx 
(sinzx+ coszx)*—1 
2 


sinzx 十 cos 工 


= 二 [Gsinz+ cosZ) dz 一 本 | 


dz 
sinz coOsz 


d(z 十 开 
3 sinz COSZ) 2 ( ) 


3 一 cosZ) V2 


un( 寺 十 本)|+c 
15. cr 解 | pe + | pe 2 
(2 并 解 下 /三 二 


二 | 站 二 | 万 二 去 


= | _ edz 上 resine 令 二 sect | secttantdt 
“==1 


十 arcsine < 
tant 


|secrat 十 arcsine 一 ln | tant 十 sect | 十 arcsine “十 C 


一 ln|ler 十 Wez 一 1 | 十 arcsine 


CC 
Cf 解 | 这 中 一 Taretan Ve d 


(VX—1)’arctan Vz 
es 
| (wz 一 1)2 十 1 
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令 Vz—1l=u (2 eta | wv | 2 
| nl du = 2|arctanudu—2 1 


= 2uarctanu— ?| I zdu— 2 arctanudaretanu 
十 


du— (arctanu)’ 


= 2uarctanu— ?| 记 本 


一 2uarctanu 一 ln(1 十 好 ) 一 (Carctant)2 十 C 


一 2 7 二 Tarctan VZz 一 1 一 ln|zl| 一 (Carctan Vx—1)+C. 


第 四 章 。 定 积分 及 反常 积 


习题 四 
1. 证 明 :假设 存在 4€ (a,b) ,使 得 Fe 关 0, 不 妨 假设 f(8 > 0. 因为 f(z) 在 [a,5b] 上 连续 ,所 以 存在 6 二 0， 
De < 
0， 其 他 
b Et 本- 

则 | /cz)@cz)dz 一 | fd 宇 m 0 和 | f(x)B(z)dz 二 0 矛盾 ,所 以 f(x) 二 0. 

车 f(a) 关 0, 不 妨 设 f(a) 之 0. 由 A 6 宇 0, 使 得 当 x € [aa 十 9 时 ,jz) >>0. 记 六 一 
J ““, 则 | nocd = CrzG(Cz) 之 mr。 焉 六 0 


使 得 在 [上 一 8,e 十 的 上 jz) >0, 令 罗 一 min f(x). 定义 @(z) 一 


é€-6<r<etd 


min f(z). 定 义 @B(x) 一 | 


a<r<Satd Os 其 他 
矛盾 , 故 f(a) 一 0. 
同 理 可 证 f(b) 一 0. 
f(sinz) 中 flcosz) 工 
2. 证 明 : 先 证 ， j: flsinz) re -| TD a 
令 = 本 oy Z 所 以 
|y f(sinz) Hie 8 flcost) 了 
o Csinz) 十 FFCcosz) flcost) 十 f(sint) 


J 
2 

可 
2 


| flcost) 而 后 flcosz) 
o flcost) 十 f(sint) o flcosz) 二 了 


于 是 
人 fsinz) 受 f(sinz) [ flcosz) = 二 
f(sinz) 十 FO o flsinz)+ fl(cosz) flcosz) Cd 0 2 
flsinx) 各 flcoszr) 区 
所 以 |， Csinz) 二 CO o f(sinz) pC 4“ 


元 


， 2 1 也 1 也 (cosx)’ x 
所 以 I | rd | 全 ES | (cosZ)? 十 Ca 4 


Lb 


一 | 名 1 _ 
同 理 7 | re 4 


3. 证 明 : 因 为 | f(z)dz 一 [Eft > = le f (LY)dz. 


k=1™ nn 一 1 k=1 


k 
所 以 | fdzr 一 上 1 > rt £)| -| D2 [rw m7) Jar| 
各 
ww 和 卫 小 着 
| | mW 一 7 二 )|dz< fom| -tar 
k=1* ns k=1" ns 
n 下 n 
™ M 1 M 
-Me 
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于 是 | f(z)dz = F(b) = (b—a) 


下 1 n 
4. 证 明 : 令 1 二 tanz,0 过 i 过 1 则 工 = | tanrzdz = | 一 二 dz. 
0 6 EY 


: 1—¥ 1 = 
Ei) WT pe I 


因为 ( 
?a < rr 


即 < 六 


Ey "~ a 

5. 证 明 :由 积分 中 什 定 理 ,存在 € [0,o], 使 得 有 | f(z)dz 一 o8/ (人 ,存在 9E [as 用 ,使 得 
中 f(z)dzr = ep 一 @7CD ,由 于 #< 了 单调 递减 . 从 而 Fe) 之 f(D 

即 w(8 一 oOD 二 mAC9 一 arC9 < Bf) = B| rz)dz 

6. 证明: Vx,t € [a,b],f(x) = f(D)+fF D(z) + (Dé E (zy 或 (t,x) 


令 := 3 所 以 f(z) 去 </()+f (Fe)(z < 子 ?) 


两 边 积分 得 faydz | 7 (2 二 2)dz+ | (全 8)(z 一 疆 多 a 


= -wf( Se). 
7. 证 明 ; 由 积分 中 值 定理 ,存在 6E [0, 四 ,使 | f(z)dz = of (8); 


存在 ve [a,1], 使 | /Cadz = FDI 一， 


因为 1 之 6 了 单调 递减 ,所 以 f(7 < f(8). 
所 以 


a 1 
中 fondzr = of fer)drtol f Ddr = ef taf (WU 
SAfOFAf O10 = af(e = | fdz. 


8. 证 明 : 对 于 函数 F(x) 一 | Gqu, 用 泰勒 公式 展开 。 


Vw EE Fav Bey = By D+ )? EO 人 
= RCD | FC es 1)? +4 en 2)? (1) 
(1) 中 令 z 二 ast 二 6b, 得 到 0 二 FCO 二 FDGa-D+ (a b:,s € (a,b) (2) 
ey 3 
(2) 中 令 工 = 二 5,t = 二 a, 得 到 FC(b) = f(a)(6 一 Q) 十 一 (6b 一 a) ,& € (a,b) (3) 
2 


(3) 一 (2) 得 到 2F(6) 二 (fl(Q) 十 f(5))(b 一 十 


(Cf (&) + ff 8)) 
Fa) 十 jb (一 a)3 fl(E)+f 8) 
2 让 2 


= 大 全 村 大 人 6—a): fC8). 


9. 证 明 :zf Gsint)dr | Ge — Cntr DIC 
= [x flsint) dt — | if CsinD a 
0 0 
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= | esind d+ «f fsin) dt— | zf Csinz)dz, 
要 
™ 令 1 二 x 一 u = 0 到 
所 以 ,2 人 zf Csinz)dr fsinz)dz+r|, flsin(x—w)d(—w) = 2x| fsinz) dx. 
车 


即 | =7Csinz)dz 一 «| flsinz)dz. 
0 0 
10. 证明: 一 | f(x) | 过 f(z) 过]| 产 tz) | ;所 以 
-| | FC | a<|r oa<T | fF 0 | dt， 


| 二 | | FC) | di, 


-| f° 00) a<| rodu< | | fF 0) | de, 


b b 
即 =| f 00) | de fx) | | fF 0 | dz 
所 以 -| 大 |d<2fz) < | FC Ta * 
b 
即 | Fen | 入 去 | | f(x) | dza<z 志 0， 
11. 证 明 : 因 为 (0,1) 上 f(x) 关 0, 可 设 f(x) 之 0， 
因为 A = F001) = 0 
3xzoE (0,1) 使 f(xo) 一 max (f(x)), 
0<r<1 

» f(z) 于 a 

所 以 | flz) dz pe | ¥ (2 | dz. 


在 (0,zo) 上 用 拉 格 朗 日 定理 ,存在 a € (0,zo), 使 得 f(a) 一 Lm, 


在 (zo,1) 上 用 拉 格 朗 日 定理 ,存在 8€ (zo,1) ,使 得 六 (8) = 一 fe. 


x 


(tao 


wy 人 一 2 


所 以 | | fz) | dz>[ | | repazl | PCB — Fe [= Sc 


1 2: 
因为 z0(1 一 zz) 去 (2 3) = 二， 


有 y 
所 以 Fl), I fl0) 1 dz> 4 
由 (1) 得 
1 | F(x) 
Fz) | 二 > 4 


12. 证明: 将 lnz 在 zx。 用 泰勒 公式 展开 ,得 


lnz = lnzo eA (€— zo0)’* < lnzo a. 
Xo Xo Xo 


b 
答 商 二 雹 -| jz)dz,z= f(z) 代入 (1) 得 
Inf(z) < ni J/ wt a]. 
i | fz)dzr A 


将 上 式 两 边 取 | ,最 后 一 项 为 0, 得 


1 fr 1 pr 
a) fdr < ns fdr. 


13. 证 明 :| [f(Tdz = [EFTdz] az> (reo laz) = f(D f0)): = 1 
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14.〖 解 〗 因 为 f(x) 在 [0,2] 上 连续 ,所 以 | f(x) | 在 L0,2] 上 连续 ,所 以 3& € [0,2j, 使 


| fC) |= max| f(z) | (0 过 zx 过 2). 所 以 
2 2 2 
a=|| cz-Dreopazl<| |z—1|l fx) | dr <| Fe | ee i 
0 0 0 


2 d(e* — 1) Cn 2 


| F871, 


(e —1)#. 


上 ZX 
15.『【 解 】 | — dzr= lim -dz= lim (8 —1)3 
9 《es 2 


= Sd ot 


cy) 1 dz = tim 二 | | 二- lax 
Jo (zz 十 1)(x? 十 4) bos 3 TI 十 1] 好 十 4 
记过 lim (arctanz 1 arctan 工 ) ”a 
3 b>oo 2 多 0 12 

‘| = SU 

-= (1 十 xz?) 

i 

因为 imzs 一 一 一 1 所 以 | 一旦 一 积分 收敛 . 所 以 

se (1 4 人 十 旭 入 
too 二 co i 深交 等 
| 作业 一 ?| dz 3 二 中， Sec tg 一 2 costdt = 2. 
= Cl) 证 于 二 冯 BRE 9 

生 
(| sin(lnz)dz = lim sin(lnz) dz 一 = lim 壮 [zsin(lnz) 一 zcos(lnz)]| =— 
et es0t € 

一 1 令 工 一 sect [ cost »。 sint :和 
ea] i ee 2 (— oo 3- 
6- QTSranT ， dz | Eee xd 上 | seosidt 一 tsinat| 一 上 Sintdt 

0 (1 二 zx)3 o Secti 0 0 0 
16. (1) 因为 2 1 所 以 |，- 1 dz 收敛 

im 一 一 一 一 1. 一 -一 一 一 dz 


co 因为 ln 王 韦 红 士 3。 s -5 从 而 | 王 寺 2 二 3 
(2) 因为 lm 一 了 后 4 “一 5. 从 而 | 一 训 十 4 屿 发散 ， 


(3) 因为 lim zarctanz .x 一 于 ,所 以 | zarctanzdz 收 伍 ， 


sr, Bo rs 3 十 2zs 
(4) 因为 也 和 一 1 所 以 | 王 下 dz 收敛 
站 Vsinz VSinz 
让 全 
(5) 因为 lim 一， (2 一 Xx)* 二。 .所 以 | a Bd 发 散 . 
(2— xz) (2 一 


2 


‘| arcsinz eee < arcsinz -dz 十 | arcsinz _arcsinz dv 
9 MT 一 并 ws MT 


因为 lim -arcsinz 。 xz 一 0, 所 以 | -arcsinz dz 收 伍 ， 
ot VE ® Yr 


加 arcsmz (| 一 z) 支 一 到 ,所 以 | -dx 收敛 . 
a 2 em 


_arcsinZ 
即 | rk 


第 五 章 ”微分 中 值 定理 


习题 五 


1. 证 明 : 令 M = man{ f(x)}, m= min (flr)}. 所 以 
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< fmt of Cr) 十 “十 cz 


十 cz 十 十 区， 
, 人 1 cf lx) es f(r) a nf (zn) 
所 以 存在 &(& € (a,5)), 使 得 f(&) = ee 


2. 证 明 : 假 设 F(z) = f(x) 一 xz, 则 Fla) = f(a) 一 a 二 0,F(b) = Fo) 一 5 之 0, 于 是 由 介 值 定理 ,在 (c,o) 
内 至 少 存在 一 个 8, 使 f(&) = & 

3. 证 明 :( 反 证 法 ) 设 Vze[Lo,1l,p(Cz) = 二 f(z) 一 + 六 0. 则 gl(z) = f(z) 一 + 恒 正 或 恒 负 . 不 妨 设 VzrE 
[0,1],p(z) = f(x)—zxz>0. 令 m= ,in p(z), 则 m > 0. 

因此 Vx € [0,1j,g(zx) = f(z) 一 起 m. 于 是 f(1) 宇 1 十 mm 这 1, 矛盾 ,所 以 在 [0,1|] 内 至 少 存在 一 个 &， 
使 FC6 ==& 

4. 证明: 假设 F(x) = f(x) 一 g(xz), 则 Fla) = f(a) 一 g(a) 二 0,FC) = f(6)—g(b) > 0, 
于 是 由 介 值 定理 ,在 (a,5) 内 至 少 存 在 一 个 4, 使 f(8&) = g(8. 

5. 证 明 : 令 F(z) 一季 一 3z 一 2, 则 下 (1I) 二 一 4 过 0,F(2) = 二 24 二 0， 
所 以 在 (1,2) 内 至 少 有 一 个 8, 满 足 F(&) = 0. 

6. 证 明 : 由 条 件 知 0 二 f(z) 二 1. 令 F(z) = jz) 一 z, 于 是 F(CO) >0,FGL) 二 0, 所 以 存在 EE€ (0,1), 使 
F(&) = 0. 假设 存在 &,& E (0,1) ,满足 f(&) = 二 外,f(&) 二 & ,不妨 假设 & 二 ,于 是 一 & 三 f(&) 一 f(&) 一 
(DC& 一色 ),( 色 过 7 二 旬 ), 所 以 (7) 一 1 矛盾. 


1 
7. 证 明 :fC0) = 引 ,fmdz = 37(6D)G1 一 二 ) = f(8), 其 中 全 之 和 之 1 


由 罗 尔 定理 ,存在 6, 满足 0 二 和 < 一 5 , 且 广 (9 = 0. 

8. 证 明 :由 于 Fl) = F(2) 一 0, 所 以 存在 和 ,1 二 各 二 2, 满 足下 (5) 一 0, 又 (1) = 二 0, 所 以 存在 &, 满 足 
1 半 放 和 2 有 FD = 70, 

9. 证 明 : 令 FF(2) = f(1),G(t) = ln(1 十 四 ,由 柯 西 定理 ,得 


F(x)—F(0) _ F’(é) 
GI — GO CS 


<M. 


所 CO mys 


所 AD FOF, fF) = +On+ af . 


Inkl 十 动 
10. 证 明 : 令 FCz) = x"f(z), 由 拉 格 朗 日 定理 ,得 "f(b) 一 a”f (a) 一 [née™ f+EF Eb—a) ,EE (a, 
bp” a 
b) ,EB 一 (6) + Ef (9 1 
3 = 区 二 | pcay -A Lnf (é éf' (© JE™ 


fla) g(a) h(a) 
11. 证 明 : 令 FCz) = | f(6) g(5) ARC) |, 则 F(a) = F(b) = 0, 所 以 存在 在 一 个 &€ (a,b), 使 
fz) gx) h(x) 
ke ga) hla) 
F(D= |fD) gg) hd) |=0. 
f (©) ge) 大 (9 


12. 证 明 : (7 人 一 一 两 边 积 分 可 得 Inf (x) (zx 一 1)? = c; 所 以 (x)(z 一 1)? = e) 


令 F(z) = f(r) (rm1),F (rz) = (rz) (rz—1) +2f (rz)(r—1), 由 f(0) = f(1) = 一 0 知 存在 7E (0， 


1D ,六 CD = 0, 即 FJ) 二 0 又 F(1) = 0. 所 以 存在 6E (加 1D),F'(6 = 0. 立 即 可 得 了 (8) 一 2. 


13. 证 明 : 令 F(x) = er(z),GCz) 一 e .由 柯 西 定理 , 36E (zi ,zz) ,使 得 


F(zz) 一 FGz) 1 | 
网) JCza ) 


GCzz) — G(X1) ezl 一 er2 
14. 证 明 : 不 妨 假设 0 二 zi 二 zi, 令 F(x) 一 ,Gz) 一 二 ,在 [zm ,Tz」] 上 使 用 柯 西 定理 ， 


3&€ (zzs), 使 得 
。 6060 。 


ez2 ezl ese. 一 ee 
te Dd A 区 型 6 
Gl — OO dl 
并 2 Xl 外 


即 ziez*z 一 zaezl = (1 一 旬 晨 (zl 一 ). 


15. 证 明 : 令 F(z) 一 人 ,所 以 F(a) = F(b) = 0. 由 罗 尔 定理 ,至 少 存在 一 个 EE (oa 有 ,使 PC 一 0, 于 


是 六 (6g(6) 一 g (6 76)， 


fla) g(a) 
16. 证 明 : 令 F(x) = , 见 
证 明 : 令 T Flr) glxy 则 
fla) g(a) 
F(b) — F(a) = ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,至 少 存在 一 个 4 € (a,b) ,使 
fb) g(b) 
fla) g(a) lay Bla) | 
= (b— a) 
fb) g(b) f (8) g (9) 


17. 证 明 ;: V zt € [asb0], 有 f(zx) = FoD 1 Tr D+ EO 六 ,其 中 & 介 于 zx,t 之 间 . 


Q& 十 0 
2 


/9 一 /+7 和 与:+ 人 全 (于 


fla) =/(23) sd a 人 


La (bp— a)’ f (8) | f(&) 
2 : 4 2 2 


舍 


,分 别 令 工 三 0, 工 一 4, 得 到 


两 式 相 加 ,得 F(b) 十 f(a) = 2f( 
所 以 存在 5E (a,5) ,使 得 


二 2 
f(D 一 27(2 卫 2) 上 + Fo) = 多 二 人 79. 


18. 证 明 : 令 F(zx) = f(x),G(z) 一 二 ,由 柯 西 定理 ,存在 7E (a,b) ,使 得 


f(D)— fla) EE ep 


bp ds 
b a 矿 
即 人 二 人 一 了 人 (好 ,由 拉 格 朗 日 定理 知 3#E (a,5) ,使 得 


一 70) 一 Fa) _ FFD 
f° (8) b—a ab “ 


19. 证 明 : 对 于 FCz) 二 ef(x), 由 拉 格 朗 日 定理 ,mw € (a,b) 使 得 
@f (BD)—efla) ef en 


b—a 
对 G(x) = e’ ,在 [a,6] 上 使 用 拉 格 朗 日 定理 , 则 存在 &€ (a,5b) ,使 得 
Ee _ 
b—a 
i b b AQ 
则 ee = = LE off +F DT. 


20. 证 明 : 令 g(x) = e’, 由 柯 西 定理 ,得 存在 %€ (a,b) ,使 得 


fOD—fla) ffD- fa fFOD_ yp 
g(b) — g(a) ee Ey SW ON: 


所 以 及 多 一 Te) 一 二。 cr7( 帮 .由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,了 6 € 《a,b)， 


有 3 ks 。 本 
使 得 ye 一 pa EY. 
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第 六 章 ” 常 微 分 方程 


习题 六 
1. (1 这 解 42 一 ee 一 1 一 史 =edr,—ln(dl—e)=ete 
dz 人 7 一半 
y 一 ln(1 一 ce”). 
(2 并 解 ] dy ， = tanzdz, 
TI 11 直 zy| LL | 生起 1 
二 nm| 圭 |= ln | cosz |+c, FIn IT 一 2 Ca Fln3, 
In 有 [= 3+cos'z 
3(1— y) cosiz’Y 3—cosix 
工 EE 
上 号 ( 三 一 1) 
2. DE 解 ] 守 二 一 > 一 
> 1 十 ey 
令 二 wz 一 yu. (将 > 看 成 自 变量 ) 
dz _ du S du_ e(u—1) 
“十 ? ay" 所 以 和 二 
du Ue" —e” y wie 
Ydy 1+e 1+e’ 
Loe dy dtute) dy nut er) =— Inyte, 
we* y” ute y 
和 nm C < 即 (z 十 yey) 一 c. 
了 ”49 过 十 睛 


| 


(2 并 解 】 全 一 zy 


dy ,du 1 
dr Te :所 以 六 十 2u 一 1 
iu 好 一 2 一 1 一 让 一 媒 一 & 一 1 
dr 万 十 2 一 1 好 十 2vx 一 1 ” 
us 十 2w—1 d _ dz 
了 2 u 9 
奴 玉 认 赴 区 直 : 立 
1 2y dz 
Fe 了 BT) 工 ” 
wtl 2 十 1 _ 2 a 
ma 二 1 Incr 1 cz. 由 >y(1) 1 ,得 x(1) 1 
i Wl 。 翅 Wy 
wr rl 


3. (1 江 解 】3 令 = sinzy, 则 wx 一 y sin2y. 于 是 


2 WAz2 
VTTZw = ?二 ev ,Wu 一 一 这-u 一 一 一 为 一 阶 线性 方程 ， 


Vli++z’ V1l++z 
解 得 二 eV C+In| z+ Viz 1). siny= eV (ctln|zt Vi+r |). 


(2 并 解 】 原 方程 可 化 为 从 二 十 于 一 到， 
y y 
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六 一 全 )z 一 1 为 一 阶 线 性 方程 (把 y 看 成 自 变量 ,x 看 成 因 变量 ). 


解 得 :zx 一 y? 十 cy?ey. 
(3 并 解 】 令 cosy = , 则 ww = 一 yy siny. 


uzlnz 二 ull 一 zu) = 二 0, 即 一 ww 十 一 -二 在 为 伯 努 利 方程 . 


zxlnz 


即 红 填 术 


—w 4 。 1 1 
uz? nz 双 lnz” 
令 z 二 十, 则 x = 二 从.z' 十 一 -z 二 下 为 一 阶 线性 方程 . 
u u zxlnz lnz 


解 得 = 一 一 一 一 
cosy ln 并 


4. (1 江 解 je*dz 十 zerdy 一 2ydy 一 0. 
于 是 d(xe’”) 一 dy = 0. 两 边 积 分 得 xe? 一 y* = C, 即 方程 的 解 为 ze 一 多 一 C. 
dz 和 dy = 0. 


VF yr 


设 函 数 x(z,y) 满足 du = 一 一 一 一 = 
yy 3 WY 一 殉 


人 p 1 = 区 odes lb. 


(2 这 解 】zdz 十 dy 十 


一 一 一 ,wz | 
bs 一 这 


所 以 汪 一 dz 十 VC) = arcsin 十 gp(y) 


即 - 和 二: 一 和 下 g () = 
p> Te PY y WE 一 并 
A/ a 
了 


于 是 w (y) = 0,p(y) = cyu(z,y) 一 arcsin +C 


并 
2 


2 
d 十 dy 十 dx 一 0, 两 边 积分 得 太刀 十 ?十 arcsin 一 (CC 即 原 方程 的 解 为 元 之 十 十 arcsin 一 人. 
(3 这 解 】 由 原 方程 可 得 (z 袜 十 交 )dz 十 dz 十 昂 ) 一 0， 
2 2 
即 dz 十 尼 z 士 7 一 0. 两 边 积分 ,得 工 Tln(z 十 光 ) = C， 
i 
因此 原 方程 解 为 z 十 ln(z: 十 交 ) 一 C. 
5. (1 并 解 j2yy (z 一 1) = yy 一 Zz, 令 久 二 yu 二 2yy' ,于 是 原 方程 化 为 


wu (zz 一 1) 一 & 一 并 即 交 u 二 一 一 = 为 一 阶 线性 方程 . 解 得 
疙 一 闻 一 了 


w= tw—D (In — D+z) 


1 
即 y 二 cl(z 一 1) 十 zx 一 (zx 一 1)ln(z 一 1). 
(2 六 解 】 该 方程 为 伯 努 利 方程 . 


zy yy 十 y= 2 


令 六 二 ww 一 一 5y"Y sw 一 Ju 一 一 5zx? 为 一 阶 线性 方程 . 解 得 4 一 zx (C 十 卫 z)， 


于 是 六 一 Cr 十 三， 


6.【 解 jp(0 十 0) = p(0)p(0),p(0) = pg (0),g(0) = 0,9(0) 一 1. 

车 p(0) = 0, 对 任何 z+ 有 gp(z 十 Az) = PCZ)PCAz)， 

所 以 PCz) = minp( 工 十 Az) = PCZ) minp(Az) = PCZ)p(0) = 0. 
Ar-0 
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即 p(x) = 0. 
lim 2 十 Az) 一 PT) lim PL PAT)— GX) lim LT) p(T) 一 9g(0)) 
Az—0 Ax Ar-0 Ax Ar-0 人 天 


即 g (zx) = glzx)yg (0),g(0) = 1. 解 得 PCz) == er 7. 
s 【 解 】 显然 yCzo) = Vea 


因为 y = 一 pCz)el ee (ya a QC el ?ou ds )+ ei PQ) eon 0) =— p(x)y + QCz). 
To 


于 是 y 十 zz)y = Q(x). 证 毕 . 


dz 元 
| 

8. (DIE 解 】 人 六 .把 x 看 成 y 的 函数 ,y 是 自 变量 . 
Z(1) 一 0 


解 得 工 王 y(C 一 lny). 
又 x(1) = 0, 得 C= 0. 即 原 方 程 解 为 x 二 一 ylny. 


zu 二 sinu 二 0 
(2)【 解 ] 令 x 十 y= 二 丸 则 w == 1 二 yy. 二 方术 | [二 要 
wx 到 ) 一 吝 
dz dr > ol [a 
一 一 二 一 一 ,积分 得 ln 一 = ln(cscu 一 cotu) ,一 二 cscu 一 cotu. 
工 sinu 区 工 
Tt 所 以 c 二 下 
及 ul ) 2 ;所 以 C 8 
原 方程 解 为 去- 一 csc( 工 十 y) 一 cot(z 十 yy). 
/ 1 dp 
全 一 一 一 上 
9. (1 并 解 】〗 令 一 轧 则 >y = 一 元. 
所 以 (1 十 也) 电 十 关 二 1 = 0, 到 一 一 一， 两边 积 分 ,得 
dx Dp 二 :1 工 二 六 
arctanz 一 一 arctanz+ ce. 
即 之 士 工 = tame = yp(l em =60— ws 
1 = Bs 
2 
于 是 和 区 二 一 上 


人 Ci ci(1 十 ciZz) 


1 | cf 十 1 了 
dy = (一声 十 和 于 wz )dz, 两 边 积分 ,得 


1 一 


i 一 一 In|1 十 ciz| 十 cz. 
于 


(2 并 解 】 令 y 一 轧 , 则 y 一 et 


dp 7p? 寺 双 _ 4 
zz zp p O04 dr 由 
1 i M$) 
~ uw, 则 妈 p: dz’ 


w+ Tu 二 1,u(2) 二 1, 为 一 阶 线性 方程 . 


解 得 二 zx 十,u(2) 二 1, 得 c= 二 0; 于 是 w= 车 z. 
2 沁 2 


一 J 一 上 二 2lnz 十 c,y(2) = 二 2, 得 c= 二 2 一 21ln2. 
dy 2 
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ul(2) 


即 y = 2lnz 十 2 一 2ln2 一 In( 字 )? 十 2. 


(3)[ 解 ] 令 y = p, 则 YY =p 经 原 方程 化 为 嘱 驰 十 弛 二 


令 庆 一 六 则 笠 一 2p 轰 .得 忽 十 w 一 y 为 关于 y 的 一 阶 线性 方程. 且 z| 一 疡 (0) = [y (0) 了 一 1, 妈 


0 
= 1. 
解 得 zx 一 y 一 1 十 ce >， 
所 以 1=w(2) 一 2 一 1 十 Ce? 1 二 Ce2iC 三 0. 
于 是 = 二 y 一 1, 一 十 Vy ,全 =- 士 V5 Ts; 
dy 
碾 和 一 和 
y(0) 一 2, 得 到 Ci = 1, 得 解 Vy 一 工 一 士 却 十 1 


一 土 dz, 两 边 积分 得 , Vy 一 1 = 土 子 十 又 - 


10. (DT 解 】 特征 方程 为 本 十 入 十 2 十 2 十 4 十 1 二 0 二 QU 十 DQ 十 1)? 一 0， 
即 ); 3 1 ,42 一 13 一 1 = A 一 去 
于 是 yy 一 cte* 十 (cs 十 csz)cosZz 十 (cs 十 csZ)sinz. 


(2 并 解 】 特 征 方程 为 对 一 512 十 104 一 6 = 0 全 (一 1)(QA 十 3)(02 一 2 十 2) 一 0 一 


士 达 于 是 y = ciex 十 cze 十 e* (cscosz 十 cssinzx). 


得 C1 


即 y 


由 y(0) 王 1,y(0) = 0,y(0) = 6,y (0) 一 一 14， 


LA 下 
2 2 


syC3 1,c4 15 


一 一 于 ee 十 二 十 e*(cosz 十 sinz). 


11. (1 江 解 】 特 征 方程 为 入 十 1 == 0 一 1 = 土 i 
原 方程 对 应 的 齐 次 方程 通 解 为 y = clcosz 十 czsinz. 


非 齐 次 方程 特 解 :yi 一 D7 了 * 一 (1 一 D)z 一 z( 常 数 省 略 ); 
ee .te EE 
D: 十 1 D: 十 1 一 4 十 1 
ys 一 A Deosw 
LY “ 
1 号 1 
考查 Dr 于 T2027 
一 2z。 元 e 
= zx(— ie”*) = (sin 元 一 ic0sz)， 
Rs 有 
所 以 内 = DT T2cosz Zsinz. 


所 以 原 方 程 通 解 为 y = clcosz 十 czsinz 十 工 一 sin2z 十 zsinz， 
(2 并 解 】〗 特 征 方程 为 民 十 1 三 0 一 十 二. 
原 方 程 对 应 的 齐 次 方程 通 解 为 y 一 clcosz 十 czsinz. 


非 齐 次 方程 通 解 y; 一 DT i 


2xe” = 2e” 一 2er 


1 1 
D+1 D’ +2D+2™ 
= 2er (去 一 广 D)z=e (zx 一 1. 


2 
。 665 。 
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3y2 一 二 =— 2zc08， 


D: 十 1 
所 以 y= 二 ctcoszr 十 czsinz 十 er (并 一 1) 一 2zcosr. 
由 y(0) 一 Y(0) = 0, 得 cl = 1,cz 一 2. 
于 是 y= 二 cosz 十 2sinz 十 ef(Z 一 1) 一 2zcosz。 
(3 并 解 】 特 征 方程 为 驻 十 4 十 4 一 0 一 hi 一) 一 一 2. 
原 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 了 一 (cl 十 cxz)e *. 


当 a = 一 2 时 ， 
1 szz 一 心 。 工 ez， 
» TT (D+2)® 人 
当 &a 关 一 2 时， 
1 ep ec 


?一 (万 十 55 (十 07 


(C61 Era ™ 二 各 i ,4 天 一 2 
所 以 y= 1 
《G 十 coz)e 2 十 FT :4 一 一 2 
12. (1 并 解 】 令 工 一 e, 则 上 一 Inz. 
xy ”一 dy 
dy_ dy ， dz 二 ye ,92 ye 
d dd Yd J zx? rdy_dy 
d dt 
nding 
$$ 一 十 y 二 2sint. 解 得 y = cicost 十 czsint 一 tcost, 即 原 方程 通 解 为 : 


y = cicoslnz 十 czsinlnz 一 lnzcoslnz. 


(2 并 解 】 令 zx 十 1 一 e, 则 上 一 ln(Cz 十 1)， 


(z+Dy = 早 ， 
Y= yD = Ytye, 即 
' de (xz?: 二 1) “一 dy dy 
> dz dz 
于 是 原 方程 化 为 :这 一 2 + y= Gte. 


解 得 y 一 (ci 十 czt)e' 十 区 er 

于 是 y= (cl 十 celn(z 十 1))(z 十 1) 十 (Cz 十 1)lnm(z 十 1). 

13.【 解 ] 设 所 求 的 曲线 为 y = f(z). 曲线 上 点 (zx,y) 处 的 切线 方程 为 
Y—y= f(x)(X— 2). 

令 久 二 0,A 点 坐标 [0,y 一 zf'(z)]. 

(1) 若 AB = AC, 则 

[y 一 zF(z) 了 一 妇 十 [zf 广 (z) 了 ,化 简 ,得 


y 一 2zy 至 = 之. 


令 v 一 y, 则 zx 一 了 至 一 局 为 一 阶 线性 方程 


得 解 & = 一 z2 十 cz, 即 多 十 妇 一 cz 一 0. 


(2) 车 AC = BC , 则 
22 十 [xzF(z)] = x 二 yy， 


。 666 。 


(x) 一 士 之 ,in 之 = 土 lnz， 
工 c 


所 以 y = cz( 伟 去 ) ,zy 一 5. 
(3) 若 AB = BC, 则 
(y 一 xf (z))? = zx? 十 , 化 简 得 一 2yf'(z) 十 zx[f 了 (zx)]* == 注 ， 


2 
所 以 (DD) 一 红 二 M 十 4 六/ (之 ) +1, 即 措 = 之 tf (和 兰 ) +1. 
并 工 dz 习 现 


仿生 a , 原 方程 化 为 z Se 一 二 Ww 二 +1, 

-让 du 1 du ea dz | 2 二 

若 工 二 Vw 二 1, 则 rT Ee ,nt Vu 1) = lncx. 
二 

TY 二 cry 即 y 十 Vr 十 = 二 cr!; 

dx 7 du dz | pd CL 

若 工 二 Vu Ti 区 ,nC a 1) In = 


ME 二, 即 y+ VTT 

14.【 解 】 到 物体 的 初始 位 置 为 全 标 原点 ， 取向 下 为 x 轴 正 方向 . xz(z) 表示 在 时 刻 上 时 物体 位 置 . 物体 的 重力 
为 mg ,阻力 为 k (4 为 比例 系数 ). 由 牛顿 定律 得 到 : 

oe 于 一 "nt =g 


xz(0) = x(0)=0 7X(0) = x (0)=0 


解 得 == c+ ce 21. 由 zz(0) = 二 0, 得 ci 十 cz 一 0， 


k 
/ k _k, ,| mg / 二 _ mg 
工 cze mt’ ;由 x'(0) = 一 0, 得 c 二 一 疡 . 
m k k 
2 
因此 ,cl 王 一 cs = 
名 WE + Ee + mE. 


15.【 解 ] 高 为 h， 顶 角 为 60* 的 圆锥 的 底 圆 半径 为 如 ,于 是 10 


2 
一 x( 准 1) dh = 0.5X0.6 Vaghdt, 


ht+dh 
即 一 地 dh = 0.3 V2gh dt,h(0) = 10. 
解 得 一 4 一 和 一 十 

二 C。 

9V2g 9 W28 

4 4x 5 
由 有 (0) = 10, 得 c= 一 10， 
y 9 v2g 
所 以 满足 初始 条 件 的 解 为 : 一 一 Eh 二 :一 一 红 二 103. 
9 V2g 9 V2g 


当 及 二 0 时 ， 得 > 一 本 10% a 10Cs)， 


28 
16.【 解 3 在 P(z,y) 处 的 切线 方程 为 了 一 > 一 y (X 一 zz). 
则 TCz 一 学 ,0). | PQ 1=|y|,|QT|=| 广 |. 

y 2 


则 人 PQT 的 面积 为 S 二 二 1y: 学 |= 一 2 
NY 2 YY y" 31y 站 
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曲 边 三 角形 OPQ 的 面积 为 | | >y(z)dz 


2 让 
,于 是 得 方程 ”了 Pr 一 中 六?az| 
yy = 2(1— ky 


两 边 对 z 求 导 ,得 到 | ke 
令 y=p, 则 YY = 向 ,于 是 yp = 2(1— k)p’. 
车 p= 0,y = c. 因 为 y(0) = 0, 则 y= 0, 不 合 题 意 . 


若 夫 洋 0,y = 2(1—k)p,lnp = 2(1— klnyt+ lncisp = cy ®. 


Yo ,yl 一 (2 一 1)(cz 十 cz). 


由 y(0) 一 0, 得 c == 0. 所 以 解 为 :y*! = cr. (c 二 (2k 一 1)c 为 任意 常数 )， 
17.【 解 ] 假设 在 t 时 刻 房 间 中 二 氧化 碳 的 含量 百分比 为 x%, 即 房 中 二 氧化 碳 含量 为 z. 
设 d 时 刻 后 二 氧化 碳 含量 改变 量 为 dz. 则 


dx = (0.004 一 若 )dr 


dz 
dt 
解 之 得 z= 二 0.04 十 ce 证 .由 xz(0) = 0.12 得 c=0.08， 
于 是 x = 二 0.04 十 0.08e- 芯 . 
当 t = 二 10 时 ,x = 0.04 十 0.08。@! 二 0.07. 


ee a 
一 一 而 Cz 一 0.04),z(0) = 0. 12， 


第 七 章 ”一 元 微 积分 的 应 用 


习题 七 
1. (1) 令 f(z) = xz’;, 可 排除 A,B,C. 
令 F(x) = 一 f(— x) ,x > ;CO— zi < 去 一 Za 所 以 下 (zi) =— f(x) > 一 f( 一 zs) = F(z;), 故 选 也. 


(2 并 解 ]F(a) 一 下 [RD a ds 
= «| cosinzdz —2a|" flz)cosnzdz+ | f(x)dzr 


= xa? —2a|" fz)cosnzdzt | f(x)dzr 
为 a 的 二 次 式 . 
所 以 当 a = 二 |”f(z)cosnzdz 时 ,F(a) 有 极 小 值 . 故 选择 B. 


(3 并 解 〗 由 f(x) 之 0.z 关 0, 知 f(z) 单调 递增 ,排除 CD. 又 当 z 二 0 时 ,了 (xz) 过 0, 知 f(x) 为 凸 函数 . 
当 并 之 0 时 ,7FCz) 为 凹 函数 ,排除 A, 故 B 为 正确 答案 . 

(4 并 解 】 假 设 两 个 极 值 点 为 工 一 上 及 z = 一 t(t 关 0), 于 是 Fi) = 一 了 (一 四 .所 以 
a 二 十 d 二 d= 二 af? 一 十 dd 一 4d;, 所 以 5 十 4 二 0. 又 f(t) = 了 (一 t) = 0, 即 
了 (zx) == 3ax? 十 2bz 十 c= 二 0 的 根 为 x = 土 t, 所 以 5 二 0, 于 是 d= 二 0. 所 以 f(x) ==azi 十 cz 为 奇 函 数 , 关 于 原 
点 对 称 . 因此 B 为 正确 答案 . 

(5)〖 解 〗 曲 线 y = 二 x(z 一 1)(z 一 2) 的 图 形 为 


由 图 知 C 为 答案 . 


第 一 篇 ”高 等 数学 


2. (DE 解 ] 由 F(z) = 2 一 止 二 0, 所 以 0 二 zx 二 十 , 即 F(zx) 的 单调 递减 区 间 为 (0, 二 ). 
We 4 4 


1 2 


C2)[ 解 ]y = 3z 一 1, 所 以 在 z 一 地 处 切线 的 斜率 为 上 一 3， 到 一 1 一 一 椰 . 


从 | 


切线 方程 :y 一 一 2 = 一声 ,曲线 和 切线 的 交点 为 了 一 一 全 .| 解 曲 线 和 切线 的 联 立 方程 得 一 卫 二 


0, 可 得 (z 一 十)(z 十 二) = 0, 解 得 工 一 一 三 | 


0 和 2 入 2 
| ,人 下 二 Sd i 
比值 为 1 二 ee 1 
| (一 z 十 之 十 霹 )dz 108 
光 27 108 
(3 并 解 】 参 考 P193 页 的 【 例 7. 327. 
(4)【 解 】 


y= zx| 5 Va Va dy 
0 


= 2x| 46 Vai—y dy >- sr cosztdt 一 sr Ce la 
0 0 0 


一 2022r2 
(5 并 解 】 极 坐标 图 形 绕 极 轴 旋 转 所 成 旋转 体 体 积 公 式 为 
六 二 于 |， sg)sinbdb 
Ey E 
所 以 


Vv = 至 | 64d 十 cosg)asinbdg 一 二 2sx| (1 十 cosb)sd(1 十 cosg) 
0 


x 


= 二 (1 十 cosg)4 | 
0 


= 160r. 
3 Ox 


(6 并 解 】]4 一 zx| > LC 2x| sinz 于 ES 于 2 
0 
(7 并 解 34 一 2x| ro)sing VO Fr do 


e 2x| “Ga 十 cosb)sing W25CT 十 cos9)5 二 azsinz5gdb 
0 


=— 2r| Yaa (1 十 cosb) 竺 d(1 十 cosb) 


™ 


一 一 2V2az2r Zt 十 cos0) 主 
5 0 5 


Hz[z| fa 了 [Wa ee — Dfd 
El C2) dt] ET fC di 


因为 f(z) 之 0,z 之 也 所 以 wz) > 0, 即 PCz) 单调 增加 . 
。 669 。 
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3. (1) 证 明 :g (xz) 


附录 课 后 习题 答案 详解 


(2) 证 明 :w'(z) 一 fz) fr) mf) PCz PCe(z 一 a) 


(z— a)’ 光一 在 (zx—a)’ 


了 二 


人 

因为 (xz) > 0, 因 此 f(z) 单调 递增 ,从 而 f(z) > 广 (5 ,于 是 wz) > 0， 
所 以 pCz) 在 (a,5) 内 单调 增加 . 

f(z) (zr— a) 一 | fa 上 crem — f(2) Jat 


(rz—a)’ (z—a)’ 


(a=é€<= 7) 


(3) 证 明 :F(z) Ss 
所 以 F(x) 单 减 . 


Sy / . 1 
明 ， Pp / EE 
(4) 证 明 :@OF (zx) fz) 十 有 = 2x/ F(z) FD 宇 2. (因为 f(x) 这 0) 


a 
@F(a) =| ld < 0,F() = | fears 0 
of(2) a 


所 以 存在 EE€ (a,5b) ,使 得 F(&) = 0, 又 因为 F(x) 宇 2,F(zx) 单调 递增 , 即 实 根 唯一 . 
(5) 证 明 : 令 F(x) = tanz 一 1 十 x。，F(0) = 一 1 过 0,F(]1) = tanl > 0， 


=0, 


所 以 存在 EE (0,1), 使 F( 一 0. 又 因为 F(z) 一 +1 之 00 之 xz 之 DD， 
所 以 F(x) 单调 递增 , 即 实 根 唯一 . 
(6 证 时 ,六 Ga) = tsinw| Sin3 工 和 Sin(27 一 1)x 


3 2 一 并 


T pg oo. ss ml Qn _ 一 
则 FC0) = 0,F( 玛 ) 一 au 一些 十 … 十 (De 一 0 


由 罗 尔 定理 ,存在 6E (0, 对) ,使 得 F'(6) 一 0， 
即 ai cose 十 azcos36 十 … 十 ascos(C27 一 1)6 一 0. 
4. 计算 题 
并 一 y 十 1 一 0 


CDT 解 ] 由 联 立 方程 | _”， 解 得 交点 坐标 Cz1,y4) 二 (1,2), (zo,ys) 二 (4,5). 
y= 二 x 一 4z 十 5 


由 y 二 2z 一 4 求 得 二 条 法 线 的 斜率 分 别 为 有 -， 一 去 ,h-， 一 一 于 .相应 的 法 线 方程 为 


y 一 2 二 二 (x 一 DD,y 一 5 = 一 士 (x 一 和 . 解 得 法 线 的 交点 为 (zs,ys) 一 (6, 也 ). 


于 是 


i 1 1 
S= Z2 yy 1 = 至. 
Ta 3 1 
2 
y—a = 2a(z— a) 
(2 并 解 】 


yy 一 一 妇 十 4z 一 1 
2Z2 十 (2a 一 4)z 十 (1 一 2) 一 0 
2 十 zz 一 4 一 2a 
rixzys = 1—a? 


2 一 il 一 MXit+zr) — drzr 一 2W2o 一 4 十 3 


S= i r+t4r—1-2arta)dr = | 0 RD i 
zl ") 


E32 


= (- 扫 + (2 一 wz + (a —1)z) 


= 一 十 ( 双 一 车 ) 十 (2 a) (zi — 21) Ca — 1)(zs — x1) 


= 言 (2 一)( 对 十 ziz 人 


V2a: 一 4a 十 3(4a2 一 8a 十 6) 


3 
和 (2 一 4 十 3) 和 
1 
Sa 一 全 XV Tha—4) 一 0， 


44a 一 4 一 0， 
2 = 一 1. 即 < 一 1 时 ,所 围 面 积 最 小 . 
(3 并 解 】3 过 点 (1,1) 斜率 为 的 直线 为 
yy 一 AZz 十 1 一 人 &. 
所 以 


2 
FW) = | [x k= 二] 


2 
= | [zx 一 2kz’ 十 (k 十 2k 一 2)zx? 十 2k(1 一 kz 十 (1 一 k)?j]dzx 
0 


2 


三 芝 2k 4 刀 十 2 一 


全 i 
一刀 te sz | 


0 


一 吕 一 中 十 羡 ( 妇 十 号 一 2 十 局 一 辣 十 201 一 欠 4 
令 屎 CO) = 0, 得 
8 4 
PCD = 一 8 十 县 (2 十 2 十 (4 一 8 一 4 一 旭 一 和 4 一 总 一 0， 


着 三 和 
故 所 求 直 线 方程 为 y 一 2x 一 1. 
(4 这 解 】 令 f(x) = 2z(2 2 ) er 0, 得 过 = 0,z 一 土 V2. 


2 


2 
f(0) = 0,f( 寺 v2) | (2—i)e'dt=te'—e’ 
0 


0 
十 ce 


二 1. 


co 一 | 0 Nerd = 0 6 
0 


所 以 ,最 大 值 为 F( 士 V2) = 1 十 se ,最 小 值 为 f(0) = 0. 
(5 并 解 了 


0 2 
S 一 | (zs 一 27— Zz) dr+ | (zz C— x 十 27x)dz 一 二. 
-1 


旋转 体 体积 :由 例 7. 11 
平面 图 形 0 之 a 之 xz 之 6,0 过 3y 达 f(x) 绕 y 轴 旋转 所 成 旋转 体 体积 


V= 2x| zf Cz)dz. 
@( 使 用 相同 方法 可 以 证 明 ) 平面 图 形 a 过 x 过 5 二 0,0 过 y 达 f(z) 绕 y 轴 旋转 所 成 旋转 体 体积 为 
V 一 一 2x| zf (2)dz. 
由 图 知 ， 

0 2 
V == 2r| zz 3 2z—z)dz+2r| x(x — 十 2)dx 


13r ，88r _ 63x 
30 1115 10°. 


asint 


(6[ 解 IV = 2 X zx| > a 
。 67] 。 


dx a (b+ asint)a’ cos’tdt 
电 


附录 课 后 习题 答案 详解 


= Srboz| cos’tdt = 8rla2 。 工 一 272 加 2. 
4 
(rz 一 0)? 十 y = 二 a? 绕 yy 轴 旋 转 相 当 于 (y 一 6)? 十 x? = 二 a? 绕 z 轴 旋转 . 
所 以 旋转 体 的 表面 积 
s=2r| Ne PE 2x| OY a 
a 六 一 人 
= 4rob| dg of dt = 4r2 ab. 
了 a’ 一 并 至 
(7 并 解 】 
液体 静 压 力 = 液体 比重 X 液体 深度 X 受 力 面积 0 y 
@ 由 图 知 抛物 线 方程 为 y 一 也 V55 ,于 是 
3 
db 一 工 。 2y。dz 一 6 = 全 VS5m dz， 
20 
罕 半 | 3 和 = 二 .三 .过 | 1920. (20.6) 
0 
x 


假设 将 薄板 沉 到 水 中 了 处 ,此 时 薄板 的 曲线 方程 为 


y 3 dp za" dr = 6r 三 二 dz 


由 题 设 知 


h+20 

oz /ha = 3840, 即 | > Adz = 640， 
h 

ee tmnt]| = 640. 

所 15 ， 

h 一 一 

站 一 4 人 一 12 


@ 由 图 知 抛物 线 方程 为 ， 一 3\/ 2 二 <. 于 是 dp 一 xz*2y .dz 一 6zrA/ 2 dz 


Be 二 zi| -120. 了 (20— DF 
ea 后 "5 是 


假设 将 薄板 沉 到 水 中 , 深 为 h 处 ,此 时 薄板 的 曲线 方程 为 


3A/ ,dp = 6zA/ sdz. 


一 1280. 


由 题 设 知 
h--20 = hi-20 
o| /2 下 和 本 1280, 即 立 | xz(204+h— zidr 一 2560 
5 V5 h 
h+20 h+20 
0 0 = 2560 
后 "5 s 3 
二 让 十 一 开放 二 16 万 三 -8， 
5. 作 图 


CGI 江 解 〗y 一 z 一 1 十 一 
limy =+ %, 垂直 渐 近 线 为 x 二 1. 


zlt 


lim y =— oo. 

zl1 

lim 之 一 1， lim(y— 7z) 一 一 一 1. 
zr CT 


斜 渐 近 线 为 y 一 zx 一 1. 
。 672 。 
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(2)y = (1 十 x*)e” 为 偶 函 数 , 所 以 只 须 考虑 x 0 情况 . 
y = 2xe 9x re =—— 2re™. 
Zz 之 0 时 ,y 二 0,y 递减 ,y(0) = 1, limy 二 0. 


Y= 6 edre”™ = (4r— 6r)e™. 


0 过 xz< 和 六 时 ,函数 是 凸 的 ,z > / 3 时 ,函数 是 目的 . 


第 八 章 “无穷 级 数 


习题 八 


sinna 所 a sinma ~ 如， 
< 所 以 2， 绝对 收敛 , > 万 


sinng 1 


发 散 , 所 以 | 和 开 一 去 | 发 散 . 故 先 电 


1. (1 并 解 】〗 因 为 


n? 起 区 
1 ( A 


(2 并 解 〗 由 莱 布 尼 茨 判别 法 , >》 w 收敛 , >》 由 = > wt) 因为 lim 
n=1 n=1 n=1 n i 


1 
n 
所 以 2)w 发 散 , 故 选 C. 
(3 并 解 东 (z) 一 bsinnrz( 一 00 二 xz 一 十 o0) 是 f(z) 一 如 (0 之 z 过 1) 进行 奇 延 拓 后 展 成 的 传 氏 级 数 ， 
1 1 1 | 本 
所 以 s( ose nd 


COE 解 ] 因 为 了 (一 1"a, 条 件 收敛 ,所 以 lima。 = 0. 因为 不 知 a 是否 大 于 0, 故 A.B.D 的 化 散 性 均 无 法 关 
断 . 


对 于 C,s, 一 Sox QH1) 一 a Qnr+Hl 、 


k=1 


lims, = lim (ai dnt1) = Qt 故 选 G, 


(5) 解 13)u 收敛 ,所 以 了 lw， 收 化 收敛 级 数 的 和 收 伍 . 故 选 D， 
(6 江 解 】 因 为 级 数 在 z 一 一 2 收敛 ,所 以 收敛 半径 大 于 2. 短 级 数 在 收敛 半径 内 的 任何 点 都 绝对 收 人 . 故 


(7 并 解 】 因为 Coszo)' 一 Si eS Dm 和 arr” 有 相同 收敛 半径 .所 以 
n=1 nm 一 1 n=1 n=1 


|zxz—1|<=3,—2<~=zx<=4 
在 (一 2,4) 中 级 数 一 定 收敛 ,在 端点 级 数 不 一 定 收敛 . 故 选 A. 


TEST | om 
2. (DT 解 ] 因为 lm 于 一 了 一 1,]。 城 dc 发 散 , 由 积分 判别 法 知 > 5 发散. 所 以 原 级 数 发 散 . 


nlnn 


* 673 。 


附录 课 后 习题 答案 详解 


(2 放 解 】 因 为 

1 Do 
lim (a 十 7 De -nn 十 1) = 1, >) 训 收敛 ,所 以 原 级 数 收 伍 . 

5 n=1 

3 叶 1 (2 十 1)! 
u 。 (nt 1)™! Ee 四 
lim ne lim Br = lim3 (#7) 3 lim (1 pr i) 三 守之 1, 所 以 原 级 数 发 散 . 
n” 、 
2 到 2 

COI 解 〗lim 一 lim Ge 一 0 之 1 所 以 原 级 数 收 全 


这 | 全 本 让 


(2 十 1)1(C2 十 1)1! 


(2nt 2)1 nt 1)° 1 


: Urntl _ 1， he 
(5 并 解 】 lim lim nlnl = lim Con oon) 大 去 1, 所 以 原 级 数 收敛 . 
(2n)!1 
(Vn Vn) 
(6 江 解 】lim 和 一 lim 1 二 lim 一 YX? 二 1 十 Yn 一 1 =-0 二 1, 则 原 级 数 收敛 . 


Un 证 CVaTT 一 MAI) mm” (2 十 1D)CVa 十 2 十 Vn) 


各 ?一 1 于 一 2 
(7 这 解 了 tim 2 = li nz 一 1, 原 级 数 收敛 . 
(2 到 十 ln 十 1 号 me /on LY 下 
( n? 去 ) 


t= 六 y= 
(8 江 解 了 因为 lim 可 -lim C+ ns l 


n>0t 


fo 


工 
n 


PR i lk 2 一 yny 


lny 十 1 
lim nn = lim 也 GL 士 yny) 一 yny - lim 1+ yny 
> 一 0 y=0t y yot W 


一 jny 一 1 


1 lny 十 1 一 lny 一 yln2y 一 1 一 yny 0, 
yt 1 十 ylny 


所 以 limu = @ = 1, 即 原 极限 为 1. 而 十 发 散 ,所 以 原 级 数 发 散 . 
(9 并 解 】] lim 一 一 一 lim 一 于 一 一 1 闫 0, 所 以 原 级 数 发 散 . 
Ta 


n 


3. (1 并 解 】 因 为 lim (一 1)"ia* 关 0, 原 级 数 发 散 , 


(2 并 解 】li 时 0 
de OM ee 
一 (Zz 十 1)? 一 1 
2 Vz+1 s n+l 
尖 一 0, 所 以 数列 (二 十 T 所 二 一 i) 单 让 .根据 莱 布 尼 获 
判别 法 ,级 数 收敛 . 
n 十 1 
又 lm Lt 2 二 一 一 1 寺 发 散 ， 所 以 > 一 一 二 二 和 一 发散, 即 原 级 数 条 件 收 全 
2 工 A 气 (n+1) va 二 IT 一 1 
好 
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3 并 解 】 因 为 im A/ (名 二 ) = 二 ,所 以 > (到 二 ) 收 伊 , 即 原 级 数 绝对 收 全 


7 “ (22 十 1(C22 十 3) 
“Be (Bn— 1) (3mt 2 
Be BT ss Co 1) ae 下 人 
2 


所 以 > 3 光 21 收 伍 , 原 级 数 绝对 收敛. 


[IESe) 


。(37 一 


tan 


(5)[ 解 ] lim 一 as 一 1， 3 - 收 全 ， 原 级 数 绝对 收 伍 ， 


_ 
nVn 


训 开 — 庙 二 nt 
(6 江 解 】2 sinCnr 十 二) = Dat Dr"sin £ 


SH 一 一 oa 
因为 lim 一 于 一 ,又 因为 了 (一 1)" 二 条 件 收敛, 所 以 原 级 数 条 件 收 伍 . 
n 


4. 证 明 


(1) 证明: 因为 @, > 0 且 单 调 递减 ,因此 lima, 存在 ,不 妨 记 为 a, 又 由 2 (一 1)"a, 发 散 , 得 "> 0. 容易 验证 


Qn Qntl 


Qn Gntl 


ww 之 a. Yn. 因此 1 一 和 = 


因为 2 和 Me 二 > (w ac) 一 二 (ai a) ,收敛 ， 


所 以 1 一 + 收敛 . 


(2) 考查 数列 {boa,) 因为 如 一 一 br 之 3(3 > 0 为 常数 ), 所 以 pas 一 biann 之 如 wh > 0, 即 该 数列 递 
减 有 下 界 , 于 是 limba。 存在 . 则 >) (ba 一 bwianni) 收 化 ,又 an 二 2 一 ae ,所 以 级 数 Da 收敛 . 
人 n=1 n=1 
5. CE 解 ] 2 (3" +Yn) (zr— 1D)” 一 23"(z— 1)2 十 PAE 1 和 


第 一 个 级 数 的 收敛 区 域 为 (1 a 第 二 个 级 数 的 收敛 区 域 为 (0,2), 所 以 它们 的 共同 收敛 区 域 


We We 
为 (1 育 '1t 充 ) 
当 z 一 1 二 大 时 ,得 也 1+ 站 ,因为 > 1 发散 ， 如 如 收 策 ， 所 以 该 级 数 发 做 . 原 级 数 的 收 合 区 城 
n=1 n=1 
2 
为 (1 亏 !1 十 万) 
2)【 解 ] im A/ ET 一 愤 <<1, 于 是 |z|<<1 


,收敛 .于 是 原 级 数 的 收敛 域 为 


y a 计 各 n 1 A » i 计 和 妆 a 9 十 1 J 
当 z 一 1 时 ,得 和 1D)" 元 二 1 收敛 ; 当 z 1 时 ,得 之 1 二 


Lael 


"/2n—1 
2” 


1zo 二 | 三 | 一 1, | | 二 V2. 当 z 一 二 V2 时 ,得 数 项 级 数 


(3 放 解 了】 lim 2 


“6785 ，。 


附录 课 后 习题 答案 详解 


2 二 都 发 散 . 原 级 数 的 收敛 域 为 (一 3 V2 )， 


是 ,1 
(ON 如 (+)- e+ 加 


的 收 敏 区 域 ( 二 ,十 ce ) U (一 ,一 去 ). 所 以 公共 收敛 区 域 为 


2 的 收敛 区 域 (一 1,1) 这 
(一 1 一 于)U (到 , 

(5[ 解 ] im A/ 二 二 一 到 六 <1, |x 一 11<3, 当 z 一 1 = 十 3 时 ， 得 数 项 级 数 工 1 ,发 散 . 该 
级 数 的 收敛 区 域 为 (一 2,4). 


Co)[ 解 Jiim /并 12 一 5 | -1z-51<14<z<6z 一 4 时 ,得 2 多 二 收 伍 , 当 = 一 6 时 ,得 。 
NVn a1 Mn 


发 散 . 该 级 数 的 收 伍 域 为 [4,6). 
6. (1 并 解 】 因 为 1 2 下), 记 以 
. (3n 十 1)(3n 十 4)(3n 十 7) 18\3n 二 1] 37 十 4 3n ey 


iv 
ls 


| 
T 
mi 1 | 
原 式 = lim T8 (1 4 | 24" 


~ 1 Re 
即 2， (372 十 1)C32 十 4)(32 十 7) 24° 


多- 1 
《2 并 解 】57 十 旋 ) > Er 


— 1 > i i 

Dt -le pr i 
1 1 1 

= 译 吉 2 | 

1 1 Ts 

人 


(3)[ 解 ] lim A/ 站 上 一 | z1* < 1 级 数 收敛 ,所 以 收敛 半径 为 1. 当 z 一 士 1 时 ,由 莱 布 尼 效 判别 法 知 收 


伍 . 所 以 收敛 区 域 为 [一 1,1]. 


令 xs(z) 一 > D™ 3 ca 0) = DD ri D"z” 一 TE 


n=1 


所 以 s(x) = | s' (z)dz = r 一 - -dz 一 arctanz,zE [一 1,1]. 
0 Er 


CDI 解 ]lim yz 一 zl 二 1. 当 z= 十 1, 得 >)n(z 十 1) 及 >) (一 1)"mnln 十 1) 都 发 散 .所 以 收 
7 co n=1 n=1 
敛 区 域 为 (一 1,1). 
2 
Dnt De = Dt De (De ) = zi 一 ) 本 ze 人 15 


(5)【 解 lim A/ 区 上 = lz+1| 1, $s 
Dr 


号 全 (=) 2 
Pe -上 (2 2"n 和 ;| > ) dz= 王 | i 


n= 


=In2—In(l—zx)=In ee By 


1 
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(6) 解 ] lim /| xz 一 一 二 <-11zl<<2. 当 一 2 时 ,得 Cn 二 1) 发散 , 当 z 一 一 2 时 ,得 
n=1 


> (一 DC 十 1) 发 散 ,所 以 收敛 区 域 为 (一 2,2). 


oo 


pn 


n=] 

nnt+1)_ 16 

一 (= 1 
l= “多 1 

1 二 +z—2z’ 2z 十 1 1—z 


二 2》 CDr(2z)， 3 pe 1)"2" — 1]z". 
n=0 n=0 n=0 


上 述 级 数 的 收敛 半径 为 地 .所 以 


所 以 = 16, 


n=1 


7. (DE 解 3f (zx) 一 


f(x) = | PLD"2n — 1rd 


> i A 总 [( 一 1 一 2 一 1 ， 
机 一 2 zx 

1 

2 


n 


oo 


当 z 时 ,得 数 项 级 数 DE Dl 


因为 >) 一 二 发 散 ， 五 全 Dm" 元 收敛， 所 以 [Cr a 


n=] 


个 7 一 1 | 3 守 ml 1 
当 = 一 去 时 得 数 项 级 数 ( D™m +2 吉 )- 因 为 2 (一 1) 育 收 人 ,2 一 


时 1 
Soy» a 


n=1 


1 , 
pe ) 收 伍 . 所 以 


f(x) = [ 2 1)*2e 一 1]zndz ™ 1 的 收敛 区 域 为 一方 , 方 | 


= n=1 


(2 并 解 】 由 6C3) 得 知 


一 
arctanz 一 1 Ch IT, 所 以 


n=1 


f(z) = 广 InA/ 3 | et I Lin H+- xz)— ln(l 


a SP el | S 二 i nl 二 上 
CL 解 ] = DD" 1,1] 
n=1 一 1 
* In(1 + xz) 『> Ea CD 
fz) ji dz ph I Ed 2 D™ 二 


由 于 点 收 剑 ,所 以 当 z 一 士 1 时 上 述 级 数 都 收敛 . 所 以 


六 In(1 二 zx), Sc 1)™! a 
9 z n=1 n 


3 i 
LMI = Tt 1 + i 


je - n=0 n=0 


= PCC—1)"2"! + 1]z". 


n=0 
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ee 
将 迹 二 一 | 2+ 1 去 | 发散 ， 


当 z 一 二 er 2 十 去 |), 发散. 


所 以 f(z) = 3 2 Tim (一半 于)， 
T 


(5〖 解 f(x) = In(z 十 V1i 十 x) 十 = lIn(z+ Vi+ xz), 


i 1 Cm NT 
A lt 1) 2n11 a 
注意 到 f (0) = 0,f(0) = 一 1. 
1 过 n (2n—1)1! 2nt2 
fay lt 
a ~ (2n— D1! 
当 工 一 士 1 时 ,考查 数 项 级 数 > 757 二 全 11C2n 十 1)* 由 拉 阿 伯 判 别 法 
. a 107 一 1in 5 
nn ms 项 4 | 
limn| 2 = lim Con 下] 2 , 数 项 级 数 收敛 . 所 以 
-a 导 n (2n— 1)1! 2nt2 
光一 下 人 2 "rr 加 国有 
1 1 1 1 | 
8. (DL 钥 3f(z) 一 Ears zii Zid zi4-3 zi4—s 
| 1 1 i SIfI_ ee 
2 一 2 (a Fj oe 
2 3 
a Re ty, SE i » (ZO— 1)"+H1 
(2)[ 解 ]f(x) 一 lgz = iolnz 一 Toln(1 十 x 一 1) Fi0 2 De 


9. (1 并 解 ]O 余弦 函数 


Ll gr 
后 nT | 2 | 
2r 2r 2 2xr 
an 一 二 | zzcos dz = 也 rz:dsin 守 = 2 za2sin 2 | 2zsin dz 
Xo 2 NNAJo 2 nn 省 沁 0 2 


4 .nr 8 nz 8 nz 
二 一 | zsin 下 dr 二 一 -| zdcos 二 一 一 | xcos 地 
2 2 
NXJo0 n° no 2 nn 


2r 2r nz 
-| COS 至 dz | 


n 2 2 

二 22r =- (一 1)* .16 

二 2rcos 2 (= ne 
于 是 
f(z)= zx’ 一 全 + 忆 aeos 敬 一 六 十 忆 T)5 理 cos 学 3 0.2], 
@ 正弦 函数 
6 = [WE sin dz a “zzdcos 之 一 一 二 | xz? 下 | 一 | 2zeos 至 dz | 
机 区 Jo 2 nn 2 2 . 虱 0 2 

2r 


2r 


nz | 和 2 ni 8r ，16 nz 
一 | sin—dz |= (—1) 二 一 CO8 ~ 
nn 2 


n n 0 0 2 n 0 
= C= 
n nn 
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Ca 三 一 2 bsin 他，0,2m)， 

(2【 解 3]QD 余弦 函数 
2 1 2 

a = | fC)de | zaz+|e 和 
0 0 1 2 


2 1 2 
Wi; 二 | f(x)cos i 一 | zcos dz | | (2— zx)cos dz 二 (cos cos 2 ) 3 
本 re 一 4& 十 2 
” 0, 其 他 
1 4 (2n 1)xz 
了 是 fl) 
@ 正弦 函数 
2 1 2 
b, 一 上 f(z)sin dz 一 | zsin 2 十 [ (2 — zx)sin dr =- 局 sin 冯 ， 
. 〈27 十 1)rz 
8 co > 
于 是 f(x) 1 Ct 2). 
10. (DE 解 】| z | 为 偶 函 数 , 将 它 展 拓 成 以 2x 为 周期 的 周期 函数 . 
a 2 | 到 
ao 一 一 | zdz = 二 Xx， 
TJ0 


二 | fr) cosnzdz 一 二 | zcosnzdz = 人 TO = 
no no nn 


0,n 一 2k;s 
ji | 
nn 


于 是 f(x) = 1 cosZz 十 | z | 一 亚 十 ( 1 4 ) cosz Ds cos(2n— 1)z ,[— x ,x]. 


BS 
二 
| 


2 2 2 < (2 (22 一 1)2 
《2 放 解 ]fCz) 为 奇 函 数 , 拓 展 成 以 2r 为 周期 的 周期 函数 得 
b, = 二 | fonsinnedz 一 二 |，rsionrdz+ | 六 sinnzdz 一 二 sin 人 去 Dt 


于 是 f(x) = Sl [Bn Se 二 人 一 D" |snm 


二 汪 sin 度 一 (一 D" 生 |sinnze, (rn). 
n n 2 


第 九 章 “矢量 代数 与 空间 解析 几何 


习题 九 
1.【 解 了 
由 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 知 : 当 0 过 4a,b) 过 于 时 ,| a 二 bl>>1e 一 b|; 当 (a,b) > 了 持 时 , |a+b|< 


1a 一 b|; 当 (a,b) 一 记 时 , |a+b|=la 一 bl. 


2.〖 解 3(1)Ca 十 b 十 c) Xe (lab 二 c)Xb 一 (b 一 c)Xa 
=aXc+bxci+axXbi+cxXb—bxai+cXa=2axXb. 

(2)(a2b—ce) [Ca—b)x (a—bme)] 
(a+2b—ce):[—axb—axXc—bxXat+bxXc]= (ai+2b—ce).[—axc+bxcel] 
=a* (bXc)—2b. (axXc)= 3a°. (bx 人 oe). 

(3)[Cat+b) Xx (bi+e)].: (c+a)=[axXb+axXct+bxc]. (c+a) 
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附录 课 后 习题 答案 详解 


一 (aXD)。c 十 (bpXc).a 一 2(0aXDb)。c， 
3.『【 解 J0 = 二 A4.B= Qa17b). (3a—b) 


=34lal’—Alallblecos Srt5llallbl eos Sr—17|b| = 174— 680. 


所 以 A == 40. 
4.〖 解 】 
i jj 大 
axb=|2 2 1|=i—2j+2k,|axXb|= VI+(—2)’++2 =3, 
4 5 3 


所 求 单位 矢量 为 圭 言 (i 一 2j + 2k). 


5.【 解 】 

a*c+3a.b—2b. cl1= (4m—n)* (2m—3n) 3(dm—n)* (m2n) —2(mt+2n) (2m— 3m) + 1 
一 8| 天 | 十 3 下 | 十 12|1 天 | 一 6 下 | 一 4 下 上 十 121 有 上 十 1 
一 16| 闵 |: 十 9| | 十 1 天 16X4 十 9X1I 十 1 三 74. 

6 疏解 】 假 设 平行 四 边 形 的 两 边 为 矢量 a,b 

[a+b= m++2n a=2m—n 

不 入 假设 en b=—m+t3n 

aXb= (2m—n)X(—m++3n) = mxXn, 

Sj =|laxb|l=5|mxXn|=5|m||n| sin(m,n) = 5. 

7.【 解 ]JDA | BB 一 A.B=0. 

所 以 0=A.B= (2a++b). (ka+b)=2k|al:+|b|’ = 2k+4,k =—2; 

@OAXB= (2ai+b) Xx (katb) = (2—k)(aX b). 

以 A,B 为 邻 边 的 平行 四 边 形 面积 为 | A4XB |, 则 

6=|AXB|=|2—k||lal|lb|sin(a,b) =2|2—k|,k—2= 土 3, 

所 以 k= 一 1 或 k= 二 5. 

8.【 解 】 所 求 平面 平行 于 xz 十 y 十 2z 二 0, 所 以 该 平面 法 向 量 为 (1,1,2). 


2z 十 y 一 z 一 2 一 0 
a 二 0, 解 得 zx = 1,y = 1,z = 二 1. 即 三 平面 的 交点 为 (1,1,1). 
ZX 十 y 十 z 一 3 二 0 
所 以 所 求 平面 为 (x 一 1) 十 (y 一 1) 十 2(z 一 1) 一 0， 
即 z 十 y 十 2z 一 4 = 二 0. 
9.【 解 】 过 平面 z 十 28y 一 2z 十 17 二 0 和 平面 5z 十 8y 一 xz 十 1 二 0 的 交 线 的 平面 方程 为 
Zz 十 28y 一 2z 十 17 十 4(5z 十 8y 一 z 十 1) 一 0， 
即 (1 十 54)z 十 (28 十 8X4)y 一 (2 十 和 Dz 十 17 十 4 二 0. 
设 所 求 平面 和 球面 的 切 点 为 (zxo ,yo ,zo), 于 是 在 该 点 的 法 矢量 为 (zxo ,yo ,zo). 于 是 
(1 十 5A)zo 十 (28 十 8M)y 一 (2 十 M)zo 十 17 十 人 一 0 
1 十 5 28 十 8 _ 一 (2 十 1) _ 


Xo yo Xo 
友 十 有 十 型 一 1 
消去 xo ,yo ,zo ,t. 得 
(1 十 54)* 十 (28 十 82)? 十 (2 十 2)? 二 (17 十 7. 


250 
89° 


t 9 


即 8912 十 4281 十 500 二 0 一 一 一 2,)2 
当 ) 王 一 2 时 ,所 求 平面 为 3z 一 4y 一 5 一 0; 
归 放 三 二 二 时 ,所 求 平面 为 387z 一 164y 一 24z 一 421 一 0. 


第 一 篇 ”高 等 数学 


10.『【 解 】 由 题 意 , 设 Lz 的 方向 向 量 为 (m,n,1) ,其 中 思 之 0.z 轴 的 单位 向 量 为 (1,0,0), 则 


L 二 交 交 和 和 


2 38 VE 
过 Li 上 的 点 (7,3,5) 及 点 (2, 一 3, 一 1) 的 向 量 为 (5,6,6), 由 题 意 ,该 向 量 与 Li 的 方向 矢量 (1,2,2) 及 工 
的 方向 矢量 (m,n,1) 共 面 .所 以 混合 积 为 0, 即 


2 


得 到 4n 一 4 = 二 0,n 二 1. 代 人 人 式 (x*), 得 到 m= 二 .于 是 Lz 的 方程 为 


11.【 解 】 将 两 直线 方程 转化 为 参数 方程 ,得 
工 一 一 1 十 3t 并 一 3 
| | -se 
zx 一 2 十 75 
两 直线 上 的 点 之 间 的 距离 平方 为 : 
d? 二 (一 1 十 3t 一 s)? 十 (一 3 十 2t 十 5 一 25)? 十 (2 一 2 一 75)? 
二 (一 1 十 3t 一 s)? 十 (2 十 2t 一 25)? 十 (1 一 2 一 7s)? 
当 t,s 使 4? 达到 最 小 值 时 ,d 即 为 垂直 距离 . 


| 


的 
5 = 6(—1+3t— 5) +4(2+2 po 
ad 
2 一 一 2 一 1 十 3 一 沪 一 4(2 十 2 一 29 一 144 一 2 一 79) 一 0， 

28: 一 28s* 一 2 =0 

| ,得 :一 一 十 ,+ 一 一 起 

一 28t 十 108s 十 22 二 0 4 28 
于 是 
es i pi 
= [i 7 rr 
即 d 二 3. 


12.『 解 】 假设 直 线 与 z 轴 交 点 为 (0,0,zo), 则 2zo 一 6 二 0,zo 一 3， 
将 (0,0,3) 代入 zr 十 4y 一 z 十 d = 0, 得 到 4 = 3. 
Z 十 y 十 zx 十 1 一 0 
13.【 解 】 not 二 0 ” ,得 直线 与 平面 的 交点 为 (0, 一 1,0). 
ZX 二 2z= 二 0 


将 已 知 直线 转化 为 :3 一 关于 一 x, 则 该 直线 的 方向 向 量 为 (一 2, 一 1,1). 所 求 直 线 与 平面 的 法 向 量 为 


i j 大 
| 
业 ， 束 这 


(1,1,1), 已 知 直线 的 方向 矢量 (一 2, 一 1,1) 都 垂直 ,于 是 所 求 直 线 的 方向 向 量 为 一 一 天 十 37 一 大 


于 是 所 求 直 线 为 -2 一 > 一 - 二 ， 


14.〖 解 】 过 点 (1, 一 1,1),( 一 1,1,0) 的 向 量 为 (2, 一 2,1) ,由 题 意 ,两 直线 的 方向 向 量 (1,2,X),(1,1,1) 与 
i 世 
1 “ 芝 ， 伺 
2 一 2 1 


(2, 一 2,1) 共 面 ,所 以 一 0， 
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得 愉 一 后 三 0 让 三 半 ， 


15.【 解 ] 在 z0y 平面 上 的 投影 :| 2 一 人 


让 和 = 
在 20s 平面 上 的 投影 :0” ~ 


在 30 平面 上 的 投影 ,|> ,| y |<Y2). 


16.【 解 因为 母线 平行 于 < 轴 , 消 去 z, 得 
5 =3y=1 

即 为 所 求 
17.[ 解 由 平面 束 方程 知 ,直线 ”了 | 的 投影 柱 面 方程 为 

Cw se 元 一 运 一 = 0) 
即 C1 一 人 二 本 入 一 直下 和 二 于 村 和 0 二 必 
又 上 述 平面 与 平面 z 十 y 十 = 一 0 垂直 ,所 以 

(1 一 人 )。1 十 (1 十 M)。1 一 (1 十 M)。1 王 0， 
得 到 4 二 1, 于 是 投影 平面 为 


29—2zC—2 三 0 即 一 5 一 1 一 0， 
一 1 一 0 
所 求 投影 直线 为 |” “一 


18.〖 解 】 因 为 母线 平行 于 z 轴 ,只 要 在 方程 中 消去 zx, 得 到 
5z:—3y: = 1 
为 所 求 . 


第 十 章 ”多 元 函数 微分 学 
习题 十 


1.【 解 ] 9 一 + fy, T= 8 (1+). 所 以 窒 3 Ch (fi'+ fa'y). 
2.〖【 解 】 原 式 两 边 对 ;来 导 ,z 是 y 的 函数 ,得 


az， 。 
ae 吾 =p( 三 )or( 兰 )a2 所 以 绎 - 


3.【 解 ] 3 -a ay _ 9f, + (+. 2) 


ay ar gr ay Ot QE 
4.【 解 Df 十 所 疾 十 有 (1 十 并 ) =0, 玫 一 一 人 二， 
fs ts 
/ / 9 / 上 到 2 要 次 站 
淮 ay fs C1 > oe or 
于 是 由 二 de dy (fi et 十 fo Jdy 
9 工 9y 二 fs” 
az / az /az Py zj 
(2) 到 二 六 (z+ zi) tf gx’"9x 1—zfi — fe ’ 
az 1 dz | £1/9% az — fe 
ay Ny T fz (3y 1 ,5y 1—zfi’— AA 
9 之 1 :用 zf1’ dx fe dy 
于 是 dz 2 | 57dy 1—zf1” 一 万 


5.『 解 】 = fi (e'siny,x’ 二 y)e’siny+2zxfs (esiny,z’ 十 只 ) 


gz 


9X9y 


| 


e'siny(fu’e’cosy 2yf12") 十 ercosyP + 2zx(fis’ercosy 2yf2s’) 
= 逢 如 Se 十 2e* (ysiny 二 zcosy) fis 十 4zyf2z 十 1'e*cosy. 
6. 【 解 ] 2 一 2, 区 pn 


日 2 之 LA h J} AN l 1 4 1 1 
人 yw) ye fe fie 二 和 


BE4 ec 
ay™ 
92 > 


2 / 2 W 
2 一生 户 ' 十 五 
ay 93 yt 


7.【 解 】5 一 lny 记 十 户 / 


2 
> InyCP Iny | f12”) | fi lny | aa E ln2zy 十 2fis"lny 十 2 


昌 2 之 A 并 


EF 3 = 十 lny(fun” - a a 
zlnye | ( TT fod pt sp 
J 对 > 
Bs ai A 
A 
Ox 起 / 区 1 LA 并 WA La 2 ” pr 并 / 
| ( ) | | : 
a8 yh re fi yf 上 fz2 yf yi f22 yA 
8.【 解 】 以 上 两 式 对 工 求 导 , 得 
dy | dz dz dy dz 
| | | Qy 1 | 人 
1 | 本 加 | 2z dz 0 而 dz L (1 T 22) dx 1 
1 二 2y 入 十 优 十 32 作 =0 | 2? 型 +G+32) 至 = 一 1 
dz dz dz 
由 克 莱 姆 法 则 解 得 
dy _ 2z— 322 dz _ 2y—1 


dz 1+3z —2y— 4yz’dz 1 二 3z: 一 2y 一 4yz" 
9.[ 解 ] 疙 一 A( 之 )+zf (之 ) (一 六)+y (之 ) (六 )=f( 之 )- 之 7 ( 宕 )- 训 y (之 ) 


9 一 一 党 六 ( 郑 ) 二 总 了 ( 宕 )+ 和 (六 )+2 襄 y ( 郑 )+ 3#( 宇 ) 


22 


ay 到 流 
gO? 之 gd? 之 gz 22p / yy A y 1 2y 7 2 1 yy 4 y 1 
2 一 -一 -一 一 一 二 -一 ~ > = 
于 是 工 Ba Dy Baa ay Pt wy 2:5f rz? arp he ty 
10.〖【 解 一 二 2zxf1' 十 yf'9 (xy) 


附录 课 后 习题 答案 详解 


92z 
9Z9y 


| 


2x[ 一 A 十 | 二 2 十 yp [一 fe” 十 Zazp J 站 Zy 2 ‘yg 
一 (9 十 2 ) fe 一 2xfn’ 二 (2z’— 9 f12” 十 zy (gq )2 fe”. 


Qu _ op ou gu ,2s 
11.【 解 】 5 A + p(x) ,3 I—y CG: 


ou au 二 
3y 9 “Go 5 ply) 0 a = 
p(y) 3 一 上 p(x) 3 — = p(y)z (wu) + p(x) Go 了 一 
_ PO) px) p(x) om 三 
l= wy (ww 1— ow (u) 
i = i 3 = QGz,y(z))， 
/ 
所 以 玉 (2)- 人 
aF_ d (aF)_aP | ,3Q 90 aQ, yp ae， 。 aa 
于 是 5 9y 二 ) Dy gz 9y > ay B21 < y) ay 


13.『【 解 】 = Ur eerty 十 aue™ty, 
Bk 


BE4 / - 

= Weety 十 Meety ， 

9y 

Ci:4 Warty /tarty tarty az 十 y 
= eT oy ane 

9X9Yy 


2 * 
7 六 7 ; 
所 以 二 一 一 二 一 汪 十 z= 二 auy er 十 ta et 十 Que”1Y 一 Us ey 一 Qaue™ty — wu, erty— werty werty 


一 Quy ety 2 Wy ty 一 0. 
平 是 下 三 二 
Bw  ， 太 并 Gz_ yp x = 2?) 
14.【 解 ] 二 一/ ER z+ (a > ) 
同 理 可 得 


diz 4 A = 
dg + 
2 
y 


所 以 9 了 +2 和 = 一 0 
ok, V+ 


uw 二 VC 干 痰 ,得 GD 十 大 = 
于 是 wf?) 十 了 (uw) = 0. (uf’(w))’ = 0. 


= +yy). 


uf’(u) =a,f (u) 一 ,fC = cilnu+ cs. 


即 z== cln Vz 十 yy 十 colciycz 为 任意 常数 ). 
15.〖【 解 3 设 切 点 为 (zo ,yo ,zo) 则 所 求 切 面 的 法 向 量 为 {2zo ,4yo ,6zo). 所 以 


2 a ee 寺 谎 
1 4 一 t,xo 2 ?yo t,xzo 2 


代入 曲面 方程 得 :三 + 2 +3 霹 二 
当 | 2 时 ， 


Zoo 一 1,y 一 2,zo 一 1. 
所 求 切面 方程 为 (z 一 1) 十 4(y 一 2) 十 3(z 一 1) = 0, 即 zx 十 4y 十 3z 一 12 一 0; 
当 z = 一 2 时 ， 
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To 1 ,yo 2 ,zo 1 
所 求 切面 方程 为 (x 十 1) 十 4C(y 十 2) 十 3(z 十 1) = 二 0, 即 z 十 4y 十 3z 十 12 = 0， 
ZX: 十 十 2 一 3zx 二 0(F) 
16. 和 
【 解 ] 四周 |: 3 ce) 
在 M(1,1,1) 处 


a(F,G) 
a9(y,z) 


M 


a(F,G) 
9Czyy) 太 


所 以 在 M(1,1,1) 处 圆周 的 方向 向 量 为 (16,9, 一 1). 
六 一 二。 声 一 站 ， 总 二 1 
所 求 切线 为 16 于 
所 求法 平面 为 16(zx 一 1) 十 9(y 一 1) 一 (z 一 1) 一 0, 即 16z 十 9y 一 = 一 24 一 0， 


9 __ | 
5 2 Wy 0 


17.【 解 】 , 解 得 z = 一 1,y = 一 1,z( 一 1, 一 1) = 一 1. 


gz _ ,= se 
| 0 


当 工 0 时 ,zx 一 多 十 一 3 过 yy 过 0， 


1 1 
最 大 值 为 z(0, 一 3) = 9, 最 小 值 为 z(0, 一 去 )= 一 式 . 


AM 


当 > 一 0 时 ,zz 一 z2 十 z, 一 3 入 z 扫 (0. 


最 大 值 为 <( 一 3,0) 一 6. 最 小 值 为 =( 一 去 ,0)=- 一 十. 


当 z 十 y= 一 3 时 ,z= 二 3x 十 9z 十 6, 一 3 志 z 声 0. 
yh: 3 _ 3 ， 旷 i 
当 工 一 元 时 zx 有 最 小 值 > = 立即 z 2 吝 )== 一 立 


当 工 = 二 0 时 zx 有 最 大 值 z = 6. 即 z(0, 一 3) = 6. 

当 工 = 一 3 时 z 有 最 大 值 z = 6. 即 z( 一 3,0) = 6. 

综 上 所 述 ;z(0, 一 3) = z( 一 3,0) = 6 为 最 大 值 ,z( 一 1, 一 1) 二 一 1 为 最 小 值 . 
18.【 解 】 设 直角 平行 六 面体 在 第 一 象限 的 顶点 为 (zx,y,z). 


题目 转化 为 求 V = 8zyz 的 最 大 值 ,其 中 zyysz 满足 王 十 办 十 己 区 


罗 区 2 
令 F(z,y,zA) 一 zx 十 A 三 小 沾 十 误 一 1). 


aF _ Ew 
Ey 十 2A 二 0 
aF 亏 a b 
2 一 zz 十 次 三 = 0, 解 得 z 二 和 二 了 ,一 
a 亿 \ 夺 “到 .大 ”而 
aF _ 村 .之 
a 2 Fi 
当 工 一 4 一,y 习 5b 一 ,z 一 c 一 任意 一 个 成 立时 ,都 有 VV 一 0. 所 以 ， 
a b C 8apc 
Z 一 一 ,yy 一 一 ,一 一 ,时 Von 一 5 
V3 V3 Ma 3V3 


19.『【 解 ] 设 曲面 上 达到 最 短 距离 的 点 为 (x,y,z), 则 题目 转化 为 求 
d= 二 工 十 yy 十 zx? 的 最 小 值 ,其 中 zz,y,z 满足 (zx 一 y)’: 一 z? 一 1. 
令 下 (zyyzA) 二 工 十 十 十 AC(T 一 y)? 一 Az? 一 和 
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or 2zx 十 2A(X 一 y)= 二 0 
a 
底 二 (一 坊 二 如 人 @ 
1 一 2 pe = Xfw 一 地 二 0 加 
2 一 Mz 一 0 G@) 
ol 
Ge 2Xz =:0 
由 @, 着 4 = 1， 
zz y 0 人 
代 人 @,@ 得 | , 解 得 工 一 0,y 一 0. 代入 曲面 方程 (zx 一 y)? 一 过 一 1, 得 到 
> 一 工 十 y 一 0 
好 二 1; 此 时 4d? 二 1. 


由 @, 若 4* 关 1, 解 得 z= 二 0, 由 中 ,@ 得 到 z= 一 y, 代 入 曲面 方程 (zx 一 y)? 一 xz 二 1, 得 到 


:2 业 时 帮 二 Ld 二 记 
沱 二 过 1 ' 此 时 4 pd DE 


所 以 所 求 的 最 短 距离 为 4 二 如 


20【〖 解 】 了 构造 函数 F(z,y,z,4) lInx 十 2lny 十 3lnz 一 A(zx?: 十 十 zz? 一 6r?). 
ey 
ax 四 
i 
< 和 , 解 之 得 ,zx = r,y 一 V2r,z 一 V3r. 
a3F 3 
一 二 一 一 2iz 二 0 
BE4 多 
守 一 一 (x 十 六 十 玉 一 67) 一 0 


因为 在 球面 上 当 y: 十 zx* 趋 于 6 一 ,z 趋 于 0 时 ,v 趋 于 一 co. 
所 以 当 z = >,y 一 V2r,z=V3r 时 ,达到 最 大 值 . 
umax 一 lnr 十 2InV27r 十 3linV37 = ln(6V37:). 
对 于 任意 正 实 数 asb,c, 令 并 一 Va yy 一 VD ,> = 小， 
1 
则 lInVa 十 2lnV6 十 3lnVc 过 ln6V37 ,r= 二 (ee) 


(te+e) 


即 lnab?c? < 2ln6V3 


abc < 108(2 士 4 十 <) . 


第 十 一 章 。” 重 积分 


习题 十 一 
4 后 2 Vz 
L【 解 DT 一 | dy frydz = | dz|, fCz,y dy. 
0 8 0 晤 


3 2y-1 5 5 6 5 5 于! 
(COT= | dy foswdzt) dy) fwart | al ,ferswdr = | dz], fdy. 
3 3 3, 5 2y—7 3 > 
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(2 (3) 


(3)T -ew Pa) fe + 
= [a epeet os] ferswar, x 
CI =]ewe = af fwdyt | dz] fr,wdy 


i 


0 ?十 1 二 
=| dy| zy)dz+| ay| f(z,y) dz. 
ech 一 盖 1 0 y 一 1 


2 


号 Va 2 
2.【〖 解 】(1) 原 式 = | dy| frar+t], dy| fz,y) dz. 
2 2ay 区 


1 3—2y 
(2) 原 式 = jE 六 GZ。 
1 3 2 Vay 
(3) 原 式 三 | areaz+| dj J ds 


2 Wt 


FT b 
3.【 解 01) 由 已 知 条 件 可 得 :一 |/Cz,y)do = | dg| fCpeos0,psing)pdp. 
) : 
入 sing 
(2) 由 已 知 条 件 可 得 :I = f(z,yao — | dd Cocosgyposin0)odo. 
D 


0 和 
(3) 由 已 知 条 件 可 得 ,I= | /cz,zdz= | dg| ”pcosg,psing)pdp 十 
D 


一 工 
4 


下 a 
上 dg| fpcos0, psing) pdp. 
0 0 


2 y? 2 2 
4.【 解 ](1) 由 图 可 知 原 式 一 | dy| sin 至 dz 一 之 | yeos 至 | dy 
1 2y Tl 2y | ， 
=- 一 全 | ycos Ddy 
ny ” 冤 ( 民 ny 4 
TYSin | t 生 | sin 2 dy 一 Th 2). 1 
1 = 1 1 22 1 
(2), 由 图 可 知 : 原 式 = | edy| ,dz 一 |e 一 | yeady 
0 y 0 


d 
i 这 1 y2 1 a a 
| e 5 dz 十 | yde 5 一 | e zzdy 十 ye 5 
0 0 0 
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xy 


(2) (3) 
(3 并 解 】 因 为 f(x,y) 一 et 满足 f(z, 一 y) = 一 f(z,y), 即 f(z,y) 关于 yy 为 奇 函数 ,又 积分 区 域 关 于 
工 轴 对 称 , 所 以 该 二 重 积分 等 于 0. 
COI 解 ] 因 为 y 一 4 习 一 3z, 光 一 12 必 一 6z= 6z(2z 一 1) 之 0. 解 得 0 二 zx 过 方 .此 时 图 形 在 x 轴 下 方 . 
所 以 
ESS ET 
(5 并 解 】3 使 用 极 坐 标 变换 可 得 : 
原 式 | a = [ao Ed 邱 去 | 
5. (1 并 解 】 使 用 极 坐标 变换 可 得 : 
Nacs: + 3drdy = [a ndadp = | Ingr dp = xCprlng: —p2) | = x(— elne’ +e: —1), 
b 


| 
S 


V2 
sin20d0| odo = 
1 


因此 lim fincz 十 y)dzrdy = 一 x. 


oot 
(2 并 解 】 交 换 积 分 次 序 : 
| az| 上 eduy=| rody| dy | uw 
oo Jo Ala EI y) 0 4 一 人 一 内 0 y di nu 区 
和 2 
gS 
a x 六 a 
= | f (Cy)arcsin dy = | f (Wrdy= x[Lfla)— fC(0)]. 
0 0 


2 学 
ps 1 1 = 
(3)〖 解 ] 令 pg 二 二 十 六 , 则 原 式 一 J AM 计生 cdpd0 一 王 | Vi 
en 
= 
A/ TF = 1 wu 令 w=tang 人 tan2gsec20 
n Ls do 


0 sec'0 


一 | sin?0d0 一 下 (r 一 2). 
0 8 


1 +? 人 
6. 证 明 : 因 为 二 中 e 5 drdy 二 下 > db 2 pdp 
2 


22 +y? Sa 


7. 证 明 : 令 F(z) = [era pea -| pd) pf Dade, 
则 :FC0) == 0, 且 可 以 得 到 : 
F’'(zx) = pz) fz)| peg det pr) gl)| pf de 
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二 poD| pF Dg 一 p Df gn)| pod 


= | pp — fe ~ glx)Jd < 0. 


F'(z) 县 0 成 立 , 因 为 az) 是 [a,6] 上 的 非 负 连续 函数 ,f(zx),g(zx) 在 La,b] 上 连续 且 单 调 递 增 .所 以 F(z) 
单 减 .于 是 


b b b b 
| pCz)7Cz)dz| plx)g(zr)dr | pz)dz| plrx)f (zx)g(r) dr. 


8.【 解 】 证 明 : 因 为 区 域 D 既 对 xz 轴 对 称 , 又 对 y 轴 对 称 . 所 以 
当 m 为 奇数 时 ,zx”"y” 为 对 于 zz 的 奇 函 数 , 二 重 积 分 为 0; 
当 n 为 奇数 时 ,zx”"y" 为 对 于 y 的 奇 函 数 , 二 重 积分 为 0. 


综 上 可 得 : , il kei fn 一 0. 


r+y’ a 


9. 证 明 :由 题 意 可 知 : 侍 = | ae- De ACD = | recl y= We 


ge 
=| 可 (2y 2) 


CoDdz = 一 到 | Cz fndz 
£ 0 

于 3 
一 于 | (t— zx) FCz)dz. 

3 


10.【 解 】 因为 | Sinz dz 不 能 积 成 有 限 形式 ,所 以 必须 交换 积分 次 序 . 由 题 意 可 得 到 积分 区 域 如 图 所 示 


工 一 包 


B 
jd ; 1 i 
由 图 知 | dz| dy Snz dx | y= SmDz (1 一 y)dydz 
0 0 i 1 = wy 于 天 
Dy DD, 
人 sinz 7 = 4 
一 dz| (1 一 y)dy (1 一 zx)sinzdz 一 二 (] 一 sinl). 
0 1—z z 2 0 2 


11.〖 解 ] 今 y 一 rcosp,z 一 rcosbsinp, 工 一 rsingsinp, 则 
dzdydz 一 内 sinpdbdrdp, 于 是 


工 2r 2a 4 | 2a 工 
原 式 二 | dy| ao| (2rcosg 十 rsing)r’ singdr = 2x 下 | 。 | (2cosp 十 sinp)sinpdp 


= ee | cor’p 9 + 1— S29dp | = HG21 ). 

12. 计算 下 列 三 重 积分 : a 
(1) 积分 区 域 如 右 图 所 示 | 
根据 图 示 可 知 : 


1 
r 解 ] 0 +z+y+ do 一 .az| 
了 


1 一 1 一 二 

ay| 站 由 
0 0 
1—z— 


1 i—z 
= 一 这 | .dz| G++ty+)7 ds > 
2 Jo 0 0 


| 


(1) 


I 


2 

1 一 

| dz] [Q+z+y —2 ?Jdy 

0 

1 1 一 工 1 

| [= atzty"| -二 4 一 | 
0 0 4 
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1 
= .ra Fx) ne xz) dz 


ss 寺 | 2 一 号 | 


(1 


”六 
(2) 积分 区 域 如 图 所 示 : 


(2) 


【 解 】 四 面体 0 一 ABCD 为 积分 区 域 . 
根据 图 示 可 知 ee 一 a ezdz 一 eg 一 1)dzdy = J 一 er )dzdy 


1 0 
= [| (er)dz|dy=| (zey 一 est ) 
0 一 这 0 


1 
=| (ye —@ 二 +1)dy= ye 
0 


0 
dy 


一 餐 


1 
2| erdy 十 1 一 3 一 ee. 
0 0 


4 
?十 好 一 1 5 fy=0 
Ca[ 解 ] 由 (> * “ , 解 得 ,本 积分 区 域 如 有 图 所 示 ， 
z= 2y—1 加 zy = 1 
zi 二 一 
3 
用 2 一 人 2 dm 十 下 2 U 
$ VT ty 全 Vz:++y D Vz+y 
一 In 2zdz|| ddy+|, 2zdz | dy 


1 .27 1.9\、， 2 .64 8 
= 
(4 并 解 〗 积 分 区 域 如 下 图 所 示 : 


(4) 


根据 图 示 可 知 ， 


机 1 Iz 1 

yes 一 [fzyazay| “= | zy dray 一 | 2#| ydy |dz 一 | 这 村 人 一 
0 0 

] 


六 六 

zy yy 
到 他 | » § 1 1 3 3 1 T g 
= 了 于 |.z2a 3 z)dz 一 本 (本 1 |) 本 


《5 并 解 】3 用 球 坐 标 变换 sn 
下 Vz 十 多 十 二 dv 一 reose rr* rsingdbdpdr a 


1 


一 上 dg singcosp| 六 dr 一 2r。 (= 于 coszp) 。 二 


i 1 
=2n( 子 2 0: 


0 


天 一 沁 


1 
(6 并 解 】 在 点 = 处 ,由 相似 三 角形 得 六 = 了 , 即 != 多 
芯 


1 为 点 z 处 截面 正方 形 的 边 长 .于 是 (5) 
ridv= [zx 二 +y 二 (z—h)*]dv= li(z +y)dvt | (z—h)?:dv 
ont | 


h 二 入 和 
?| [Czardylast | Ge—A) 。 i 


ll 


h 


sf (hh 条 
o 2h 3 ls 


dz 十 二 | (2 一 Dtdz 
po 


5 
=- 二 | kz 一 丙 4 瑟 十 二 | 一 Didz= ( 2 和 ): a) 


6h: hh? 


二 2 
一 的 (6 1; 


Xxy=a’ 


13. (1 这 解 】 站 5 ,得 z= 


一 2 
ee 吝 'z 4 所 以 


(2 并 解 〗 令 z 十 y = zy 一 tr. 则 v 二 过 , 雅 可 比 行列 式 为 
du Au 
oz 9y 
gv 9v 
oz 9y 


i a u 二 (请 一 过 8 一 a 
于 是 S = aray | ee ja ET 于 re 
(3 并 解 】 令 z = rcos0,y 一 rsin0. 于 是 面积 S 为 
下 加 4 a Vsin25 对 aVsin29 下 下 
S 一 ja 一 4 df rdr 一 中 六 


加 db 一 2 azsin26d0 一 一 azcos20| ”一 as ,其 中 wa 之 0. 
(4 并 解 】 由 表达 式 可 知 图 形 关于 工 轴 对 称 , 于 是 总 面积 为 上 半 平 面部 分 面积 的 2 倍 ， 
化 成 极 坐标 ,得 


二 


二 让 和 汗 泪 三 C+ Tw VY) u 
z? :所 以 TG》 v) (二 vw" 


1 
应 


r= acosb(4cos20 一 3). 


因为 > 之 0, 所 以 
cosg(4cos20 一 3) 过 0 
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cosg 委 0 
s 且 OR 
oe 2 


cos0 之 


求解 rm ?0 一 


3 之 0 
解 得 0 之 9 过 所 或 素 之 9< 还. 于 是 面积 S 为 


亚 EL 
s=2 |‖ dzdy— Ae C0)d9 十 言 | (0)dg) 
Ds (y>0) 2 


一 | acos’ 0(4cos20 一 SA cos20(4cos20 一 3)2d0. 
2 


-0 


5 站 x 
其 中 ,| azcos2bC4cos20 Bu “azcoszo(4coszop 一 3)2d 
王 二 2 pp 9 
2 6 


于 是 S$S= 全 azcos2b(4cos20 一 3)*d9+ | sarcos’0(4cos’0— 3)2db 


= | cos2g(4cos20 一 3)2dbg 一 Te 


和 
14.〖『 解 】 该 曲面 在 平面 上 的 投影 区 域 如 图 所 示 . 4] 
于 是 所 求 面积 为 
az\? (> 2 

5 rr tl ae ) y= | it + 和 dy 

一 Ju- 3V2 ， 工 。 O 
15. (DI 解 】 由 题 意 可 知 : 
曲 顶 的 曲面 为 z= zy 及 z 十 y 十 z 二 1. 于 是 所 求 体积 必须 分 成 两 部 分 . 


记 该 两 部 分 在 xOy 平面 上 的 投影 区 域 分 别 为 Di ,Di. 则 体积 V 为 
V= jar 一 工 一 y)dzdy = a yy 十 | dz 有 二 41 一 工 一 y)dy 


一 


I—x 
Pel ” 
=| = yy | ，dz 十 |LG 一 zy ;| 了 
-全 (25 17 
= ( +4ln2 )+ (和 6In2 ) 一 各 21n2 
3 2cosg r 1 2cosg 
OCR 一 由 +y)dzdy 一 | dg "rdr=| ir| a 
cosg 
一 二 (16cos40 一 cos:0)db0 = 竹马 
32 

二 一 8 一 2 一 

AMI Hy 7 ,得 = 一 全 于 是 


六 二 j= 一 | oe 的 六 一 上 xzdz 十 | rr(8 一 zx)dz 一 16r. 


16.〖 解 〗 由 题 意 得 : 
2r 4 4 
T 一 | ao| rar| Freosbvrsing,z)dz 十 | dd rdr| f(rcos0,rsing,z)dz. 
0 0 1 0 其 


17. rm az dy f lz,y,2)dz 一 aa (zyyz)dz 
积分 区 域 及 在 yO0z 平面 上 的 投影 如 右 图 : 


2 ly 


we 
因为 Ce», 一 Niwa) f(z»sy,2) dr, 


ZT] C92) 


所 以 


"692 。 


1 1 xz2 十 y2 1 1 
| daz| dy| = ] dydz| zr f(r, drt JT dydz| fz,y,2) dz 
1 D2 


1 32 十 1 和 32 
= oj， sf 一 Aeroyapadr+| al areayadz 
1 2 +1 2 1 
=|avf|， dz| jo zyyvz)dz 十 | dz ,fz ys 2) dr} 
向 xOz 平面 投影 ,可 得 以 下 积分 . | 
按照 y,z,z 次 序 积 分 : 


1 1 2 
| dz| dy| flzsyysz)dz 
o Jo -Jo 


1 1 1 
二 J a te) dde] f(r90d + | dzdz| fz,y,2)dy 
2 3 


Dal 


2 1 1 Vz . 1 1 1 
一 | oj az| 一-reyady+| az dz| 一 ezyady 十 | ds| dz ,fT 2) dy 


a fas{f an zf dyt fdr] fn ) + as] da] fess) dy 
(2) 积分 区 域 如 右 图 : 


| az ay)” fcr,y,0) de 一 1 dy| “dz| flrsy, de 
积分 区 域 在 yOz 平面 上 的 投影 如 下 图 : 


2 


O y 


1 1 一 z Thy 1—y ly 
| az|. dy| ee | avas| OS | avaz| ee 
oy 0 
Dl Dg 


1 z 和 1 和 1 一 
= | aa ceadz+| de| dy| "fy de 


1 z 1l—y 1 1—y 
| az 人 | dy zyvzdz 二 | dy| fCz,y,2) dz), 
0 0 zy 


J 


1 1] 一 z rHy 1l—y 让 
| az| dy| 7 J | ee | dydz| pay de 
0 0 sy 0 
Dl 2 


3 


I 


as {| az 7Gzvyrzdz 十 | dz zsyvadzr). 
18.【 解 3 设 直线 /和 x 轴 平 行 ,l 和 zxOy 平面 的 交点 坐标 为 zx: 和 yi , 则 物体 绕 1 的 转动 惯量 为 
I -cc 2Z1)2 十 (y 3y1)2 ]oCz,y,z)dzdydz. 
. 
将 球 心 放 在 原点 , 则 密度 p(x,y,z) 二 kr ,rr 为 点 (x,y,z) 到 球 心 的 距离 . 因为 球 的 质量 为 M, 所 以 


2r x R 2r 4 |R 
一 三 2 dF 二 = 9 
M 一 rarayas | df snpdy|， mr dr | df sinpgdg 了 


0 


R 
rt 


“dg 于 sinpd 6 于 AxR 

一 ao 二 sinpdp= 台 bg nx XxX 全 nh. 
i _M MW 
这 时 ,一 nxR’ sp xR 
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取 球 的 切线 平行 于 z 轴 ,与 xOy 平面 的 交点 坐标 为 (0,R) ,该 切线 为 1, 球体 绕 1 转动 的 转动 惯量 为 
1 = ec 二 (yO— R)’) Jkrdrdydz = es Hy —2yR+R’)krdrdydz 


= Reraraydz+ Wer: + azdydz — jzwRyazaydz 
6 a 5 
ax fa R 全 全 1 
二 RM 十 #| dg sins 中 dr 一 0 一 RM 十 对 dd| sinp。 6R 
0 0 0 0 0 


1 Rs 一 RM 十 


4 
2 < 
RM+TkX2rX XX 9 xR 


= RM. 
19.『〖 解 】 取 坐标 系 如 右 图 所 示 . 因为 圆柱 关于 工 轴 、y 轴 对 称 , 所 以 引力 关于 工 轴 、y 轴 
方向 的 投影 为 0. 关于 = 轴 方 向 的 投影 为 
dF。 jipokba 二 ad 4 
(z2 十 只 十 (zz 十 a@) 到 


(z 十 a) 
Fi 
al (zz 十 闫 十 (z 十 a)?) 主 


= np] (+a) J 人 
pe 山 (z2 十 交 十 (= 十 a)2) 评 
柱 坐 标 H A ] 
Wl Er 
ee|, +ol (十 
H j dr 六 
一 We 
mno|， (to o | 


过 去 二 天 H 『 dz 
一 一 一 mo|， c+alr 0 et 


R 


| 
0 


2 | J 
本 2 
mp|, (+o| ™o C2 二 Cw a):)3 
R 


dz 
0 


1 
( 疡 十 (z 十 a)?) 


H 
= 2rynp|, (z 十 a) 


Hrz 二 a zz 十 a 
= 2xromp| 上 下 | 
= 2xmoLH— VR +(H+a) + VR +a]. 
20.〖 解 】 该 两 个 球面 的 交 线 为 


R? 
和 < 
一 > 
Zz 十 十 (z 一 a)* 一 民 a 
4a 
辽 十 光 十 (z 一 0 一 及 在 球面 必 十 六 十 z 二 a? 内 的 方程 为 


之 一 Q Ri*—zx:—y, 
这 az y 
a Ry 
az\" , /az\’ 7 7 
所 以 S= | /+ ( 苦 ) + ( 匡 ) dzdy = 上 /二 二 一 至 一 下 十 元 一 z dzxdy 
2 Bs y 了 
4 


| dzdy a xR|V" rdr 


9 


Ri— zi—y 0 VRi—r2 
4 
| /eB dr 一 2 R*— 7 
加 R’—7 


第 一 篇 ”高 等 数学 


ds 3rR: AdS 4 
于 是 , 琶 4 R . 0, 得 R 二 3a. 
dS 6rR SS 
二 这 时 , 当 尺 一 可 4 了 4r < 0 


所 以 S 达到 极 大 值 , 因 为 只 有 一 个 驻 点 ,所 以 达到 最 大 值 , 即 R 一 后 a 时 ,面积 最 大 . 


第 十 二 章 ”曲线 .曲面 积分 及 场 论 初步 


习题 十 二 
1【 解 】 因为 32 _y A f(ry)—1 ,32 一 y ete fm) 1, 


52 一 et 
y 


dH 


是 ,1 二 | Lt fe grt 三 bf 一 Du， 部 [YA 一 Dy: +| ar 


= 人 3f(3y)dy— J» 羡 dy 十 | Fest sf fnar 


A ON 
=| rode+ 二 和 十 | rod 一 部 3 言 1 = 一 4. 
3 
2.【 解 】 因 为 2 一 e ,32 一 .52 一 各 ,所 以 积分 与 路 径 无 关 . 
y Gs y 过 


(1,2) 
于 是 ,T = | (ex)dz+ (ze’ — 2y)dy 


工 (0,0) 


| 


1 2 
ja +zdzt| ce 一 2y)dy 


2 i 
0 2 0 0 0 2 “ 
【 解 】7 一 | (ersiny 十 8y)dz 十 (ercosy 一 7Zz)dy 
L(AMB) 


=--| (如 | ) azdy — 网 Cersiny TT Sy)ds + Ce oony — 72)0y 


nr* 3 _ 135x 
2 2 


We 7 一 ercosy 一 8)dzdy 一 15。 
D 


4.〖 解 3T 一 | wz+my 十 adz 十 (oz 十 oay 十 办 dy 


a ee 2 ) dzdy 让 (azt+asyta)drt (brt byt ba)dy 
D 


=—|| 一 az )dzdy 一 上 (az 工 十 aa )d 


1 1 FF fl-z2 元 2 
= {a — by "+ (as -6 Ll dy |dz+ 2as = (az —b1) 人 


2 了 2 
5.【 解 】 因为 2 一 一 一 此 6 于 十 蕊 sn 二 ， 2 一 2x008 并 十 二 sin 之 
ax 2 > 9 y 9y y 2 23 2 


所 以 ,38 一 吕 , 于 是 该 积分 等 于 沿 直线 ABCz 一 x) 由 1 到 2 的 积分 


LB) 2 和 
即 了 I | (sin 下 十 世 cos 过 )az Ecos dy =- 一 | Ecos Edy 
L(A) y 及 y 2 1 > 


2 
| cos 工 d 工 一 
1 Es Bd 
一 光 
[Cz 一 2 十 昂 柱 
» 695 。 


6.〖 解 〗3 对 于 函数 u(xz,y) 


附录 课 后 习题 答案 详解 


wi au y 


因为 2 


9 并 


所 以 dxw(Czyy) 一 


[Cz— ety [(z 一 6 十 汉 ] 生 - 
(Xx— Cdr ydy 于 是 
[Cz 一 c2 十 史 ] 


Si (0,6) 
j= | (z— drt ydy = 0 


镶 [(z 一 o 十 六] 


(a.0) 


= = = 站 (a c)， 


Fo 一 o i [aeor+o] VE 于 更 12 一 “| 
7.【 解 】 因为 | (@* cos2xy 一 3y)dz 十 (esin2zy — bb)dy(b > 0). 


所 以 I= 


8.【 解 】 椭圆 三 -+ 区 一 1 的 参数 方程 为 | 


于 是 d= 


A=| | 


le 5 )dzdy | (e cos2xzy 一 3y)dz 十 (Ce sin2zy — b*)dy 


一 Je 人 2z)sin2zy 二 2ycos2xy 一 2ycos2zy 十 @” 2zxsin2zxy 十 3)dzdy 一 [ Ee dz 


一 下 es- | dz 一 Sr 一 | er dz， 
0 


lim Gr— Je dz) = 3xr 


oo 2 


一 V5cost 
9 


= 3sint 
Vx) 十 y(t) dt 二 V5sinm?t 十 9cos*tdt. 所 求 侧面 积 
z|dl= | 3sint V5sin’t+ 9cos’tdt = 3 sin W5 十 4cos2tdt 


=- 一 引 AMW5 十 4cos2 em sg | W5 十 4z dv 一 6|. V5 4u du 


-5 全 ViTydy =15(¥VIiTy + 六 In(y 十 VITY)) I” 


efiv5 Vityd (到 


. 


15 
一 9 十 本 ln5. 


9【 解 了 一 是 [G@6(Cy)ez —myjdz+[® (ye — mldy 


10.『 解 3I 二 


=- 有 (器 中 )dzdy | [ecooe —myJdzr+[® (ye — mjdy 
D 2 BA 
BA 


BA 


D 
(xz] y31) Es 二 ae 
=ms—| 2 dBWe —my]+m|" ( 尝 二 妆 六 7 十 于 六 一 > 型 a jd 
2 


(zo 1y2) 2 Xl Z2 Xl 


Czj 1) ] 


2 | 序 (y — yi) zx 十 (zz — yx)z | 
p+ 


= mS 一 LSC)e —my] 
(x2 1y2) zy 


= mS—[(B(y)en — myi)— (By ) ez 一 my2)j] 十 = = 


1 
| 却 ( )zi 十 (zayi 一 yaZl)Z1 一 yz — y1) zi + (x2 yi 一 zz 


= mS — Byi)e By)e? — my 一 》1) 一 m| 去 (3 一 yi)(Czzs 十 Zi) 十 (zzy1 一 %z) |. 


SE 


mt siny— ay dx 二 [ecosy— bzrjdy 


9 k 
= | ( 扣 - 2 )dzdy 二 上 [ersiny 一 ay]dz 十 [escosy 一 br]dy 
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= || (ecosy b—e cosya)dzrdy je b)dzdy = 训 (4 5, 其 中 4 二 5 二 0. 
pb b ， 


并 一 2cos0 
11.【 解 】 曲 线 工 的 参数 方程 为 4y 二 2sing. 所 以 
z= 三 2 


2r 
I =- 中 3ydzr— zzdy 十 yz’:dz 一 | [3。2sing 。( 一 2sinb) 一 4cosg。2cosg]db0 
L 0 


1] 一 cos20 
2 dg 


2x 2x 2r 
-| (12sin20 十 8cos20)d0 -| (8 十 4sin20)db =— 16x | 4 
0 0 


2r 
= 2| C00 的 d= 一 1 元 一 和 灶 录 二 一 20 
0 


12.〖 解 】 因 为 球面 关于 原点 中 心 对 称 ,所 以 了 = 由 aas 一 撑 
区 
13. 使 用 奥 一 高 公式 


一 er 多 ly 
I | rT. = 有 -drdyd<( 使 用 先 做 >， 的 二 重 积分 再 做 x 的 积分 ) 


一 | e” | | a =|， [a [| sedp Jaz 一 zx| Zerdz = 2re’. 
14. 依 题 意 得 


Adu ou Aau 
| =2xz| =6,| =2 一 8 一 | = 一 一 10， 
9 并 | P 24 Pp 2 9ylp % Pp 9z|p . P 
2z2 十 2y% 一 对 一 25 (FF) 
| r++y=z (G) 
aF aF 
ay az 4y —2z eh ?中 = 
aCy,z) |p |aG 3G|| |2y 一 2> 色光 半 ”二 多 光 丰 Y 
9y gz 
aF 9aF 
aCF,G) az az | 一 2z 4z | 一 2X5 | 
laG 3aG|j| |1=-2?z 2z 一 2X5 2X3 ， 
BE4 9 并 
$v 
aF oF 
lar 9y _ L447r .4y 6 
aCz,y) |p |aG 3G 2z 2y : 
dx 9y 
所 以 方向 矢量 ! == {一 80,48,0) ,方向 余弦 为 
En 一 80 一 80 60 60 
COSa 9 本 
W805 十 48: 十 0 。 V8704 V807 十 485 十 0 V8704 
0 
cosy 一 一 
V807 十 485 十 0 
az az i | 一 480 ， 480 _ 
一 | 一 Cos +3 Cos Zeo5Y = 
Te 2 (中 ) p VOT MBO 


第 十 三 章 ”函数 方程 与 不 等 式 证 明 


习题 十 三 
1 证 明 : 令 f(z) 二, 则 了 (zx) = erlna 在 [了 ,二 ] 上 使 用 拉 格 朗 日 定理 
* 697， 


附录 课 后 习题 答案 详解 


ar 一 a 十 I Fy 
n 

二 - 

四 又 因为 f(x) 二 er , 当 a > 1 时 为 单调 递增 的 函数 ,所 以 当 EE (二 ,二 ) 时 ， 
na nn i js 
aa ud 

所 以 

击 了 而 _al 

a 2 1 
二 二 站 2 二 1 < (a> 1 二 1). 


2. 证 明 : 令 f(x) = (zx 十 四 ?一 x? 一 6b， 

显然 f(0) = 0. 当 之 0 时 ,因为 0 二 pp 二 1, 所 以 一 1 二 pp 一 1 二 0， 
f(z)= pr — frr 二 0， 

所 以 当 z >>0 时,FGz) 单 减 ,所 以 f(a) 委 f(0) = 0. 所 以 
(ai+D)*—ar—b < 0, 

即 得 (a 十 56)? 过 a? 十 6， 


3. 证 明 : 令 F(z) = [J rcvar] 一 | [fCDJ dr, 显然 F(0) 二 0. 因为 0 二 f(z) 二 1, 所 以 f(z) 单调 递增 . 
又 f(0) 一 0, 所 以 当 z 盖 0 时 cz) 二 0. 
F(a) 三 27(z)| fd — fn) = fen) [2| fa — fF) | ® 


令 @6(z) = ?| /CD 一 六 (加 ,显然 G6(0) = 0. 因 为 0 二 PCz) 二 1, 所 以 1 一 7(z) 之 0, 即 B(x) 在 xE 
0 


(0, 十 co) 单调 递增 . 即 得 : 
Dz) = 2f(7x) — 2f 2) fF (zx) = 2f(7x)(1— f(z)) > 0, 
所 以 当 工 守 0 时 ,B(xz) 放 0. 由 @@ 知 F(z) 记 0(z 这 0). 当 zx 这 0 时 F(x) 之 FC(0). 


fra < G0 LOFLD - 
所 以 F(1) 宇 F(0) = 0. 

a 
即 证 得 :| | f(z)dz] > | [f(DJdz 


4. 证 明 :(1) 先 证 当 0 之 x 二 1,0 二 pp 二 1 时 ,有 
2 >z 二 (1 一 zx)? 之 1. 


0. 


令 F(z) = zx? 二 (1 一 zx)?， 
PC) = pr 一 p(1 一 z) 让 ,一 1 之 p 一 1<0,F(z) 在 (0, 方 ) 上 单调 递增 .F(z) 在 (去,1) 上 单调 递减 


令 F(z) 一 0 得 zx 一目 .F( 启 )=2*. 即 F( 喜 ) 一 2 为 最 大 值 ,又 F(1) = F(0) 一 1, 即 1 为 其 最 小 值 .所 


以 当 0 过 zz 过 1,0 二 pp 二 1 时 ,有 
2 之 zt 十 (1 一 zx 之 1. 


| 人 i 
(2) 令 z 一 站 , 则 1 一 = 一 T 全 .代入 (1) 的 结论 , 即 可 得 到 
PA | 2 

(Ca | 十 15D2 (Ca 二 272 


即 (| a | 十 |2 | 六 委 la 十 11: 委 I+1651)*,(0<p< 1 ). 


szyys) = 2 十 六 十 少 
5. 证 明 : 条 件 极 值 问 题 : 条 件 ,z 十 y 十 zx 一 6 


二 @ 
9 并 
9 

令 FF(zyyyzsA) 一 妇 十 凤 十 于 一 GZz 十 ?十 z 一 6), 则 yA—0 © 
a 二 
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解 @e@ 得 :zx = 二 y= z= 二 2. 只 有 一 个 驻 点 , 当 xz= 二 y= xz 二 2 时 达到 最 小 值 12. 所 以 
ww 古语 宪 12(z2 0%3 守 0s% >.0) 
6. 证 明 :(1) 因为 f(x) 在 [a,5] 上 是 增加 的 ,所 以 Yzx € [a,6], 都 有 f(z) > f(a), 即 有 


站 
| Crz)dz > (b—a)fla). 


令 F(z) =| f(ad— (xz—a) 2D, 


a) CL 


mw Cw 


FC) = Fa fla) 了 ( a Fi _ f(x) 也 


由 拉 格 朗 日 中 值 定理 f(x) 一 f(a) = 了 ( 自 (x 一 a), 其 中 4 二 二 1, 所 以 
F'(zx) 一 te Sz a)(a=é<=7)= (zx OL 一 f(z)]. 


又 因为 六 (zx) 之 0, 所 以 已 (Cz) 单 增 , 所 以 已 (z) 二 0. 所 以 F(z) 单 减 .又 因为 F(a) = 0, 所 以 F(b) 二 Fla) 一 
0. 即 可 得 


| fae Ee 1 
(2) 证 法 同 (1). 
7.(1) 令 FGz) = zp = p= "=p = 


n 
因为 f(x) = z 为 凸 函 数 ,所 以 运用 凸 函 数 的 性 质 可 得 
CD 
即 ( 尾 二 十 zr)s 二 开 十 当 十 了 
n Bs n 


mizl 十 Tz 十 … 十 工 ， 人 
即 得 到 - 去 。 
1 


(2) 取 FGz) = lnz, 则 f(x) 为 止 函 数 . 令 记 三 血 一 和 二 加 一 一. 利用 止 函 数 的 性 质 即 得 


人 
In (2 > 二 lnzi 十 … 十 二 Inz， = ln Vzi oe Ta. 


n 


即 得 到 型 十 本 二 下 十 二 Vi 


1 


b b 
8. 证 明 :因为 去 | ee oe ;| (二 
| i 
= Hr rf (7) 二 三 (z)(2z 一 & 一 0)dz 
1r 1 a 
三 =- 却 | C0 dy = f(D 一 a | + 于 | FCz)2dz 
三 | 7rcoar， 


Ey jy 
所 以 | 大 reoaz| = | 下-ocz-odaz|<3 [| 


pb 
a ii | PD | Cn 


2 a<z<b 
9. 证 明 : 因 为 f(x) 在 [a,6] 上 二 阶 可 导 , 所 以 f(x) 连续 . 又 因为 当 z € [a,b 时 ,f(z) 了 (x) 过 0, 所 以 当 
zxE€ Lab] 时 , f(z) 关 0. 分 二 种 情形 : 
@ 当 xzE [a,6],f(z) 二 0 时 .由 f(z) 六 (z) 二 0 得 到 (x) > 0. 由 第 6 题 得 到 
[fw < (b—a) £2 一 0， 


所 以 | 一 fx)qz > CD A 


(一 :ca 4 
-| 


盖 0, 即 


二 -| 1 f(D | dz> 于 17a) 十 Co) |， 
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回 当 ze [a,b],f(zx) >>0 时 .由 f(z) 了 (zx) 二 0 得 到 六 (z) 过 0. 由 第 6 题 得 到 
| 7cedz> (一 0) FV > 0, 即 于 -| 1 f(D) | dz> 译 1 Fa 十 Co 1. 


2 1 . 
10. 证 明 :@ 令 f(z) = 元 二 一 m(1 十 元). 于 是 imy7Cz) 一 0 
4 1 和 4 1 
当 z>>0 时 ,f(z) 一 7 十 1 全 
1 1 
= | >0, 
ta zx(z+1) 
即 当 工 之 0 时 ,jz) 单 增 . 所 以 当 工 之 0 时 jz) <0. 即 
a 
@ 令 yz =m(1+ 寺 ) 一 一 二 一 .于 是 imy(z) 一 0. 
EF /十 工 zx>o0 
/ 1 2 十 1 
盖 0 时 y(z) | 二 0, 即 当 z> 盖 0 时 ,g(Cz) 单 增 , 所 以 当 z 之 0 时 
四 机 ue zz+1) 2z(z 十 1) VitrF 1 了 We E 
y(Cz) 二 0, 即 
1 1 
lIn(1 二 一 二 
( | VT 二 zx 
1 1 
1 二 一) 二 一 一 . 
( 人 Mx 二 zx 
1 2r 1 2r 
11. 证 明 :| fx)sinnrdz =—2| f(x)dcosnz =— feosnr | + 寺 | f (x)cosnrdz 
n 0 12 Jo 


2r 
= 一 二 CC2r) — fC0)) + 二 | ws 


所 以 | finsinnrdz |< FELD + 工 | f (zx)dz = 2LAC2r) — ff)] 


n 
12. 证 明 : 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 得 : 
Fazl 十 (1 一 a)za) 一 FCzl) (1 一 ao)(zs — x1)f (&), 
fx) — flarit(l—oazr) = a(zs — ri)f (&) 
Xa 一 @X (1 一 a) 得 到 
Fazi 十 (1 一 az) = af lr) 1—o fr) tall—o) (zr — rz)LfF 8) — fF (&)] 
flarit (1—oz) taldl—o) (zr — zr)Lf Ce) 一 六 6)] =af(z) t+ (1—a) flr) 
For 十 (1 一 az) 十 ae(1 一 ao)(zs — zr)f 8) = af (zr) (1—o) f(r). 
因为 f( 自 汪 0; 即 a(1 一 o) (zi 一 Xx)f (8 >0. 
所 以 af (zi) 二 (lo fz) > FLarl 十 (1 一 azz]. 


13. 证 明 :| Pdz+Qdy = (P 各 +Q 名 )dt 一 | (P,Q) * {cosascosp}dl 
一 | VPR 十 Q VecosiatcosiBcosbdl = | VP’+Q cosod. 
C C 


所 以 | | Pdz+Qdy|<| VP TE | cos0 | dl < max, VP TE | dl= 
14. 证 明 因为 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(0) = 3. 所 以 
reaz—]sar| 要 [ore -ropaz|<|. | FC) C0) | da 
又 对 于 [0,1] 上 的 一 切 z 和 yy,Ef(z) 一 f(y)] 过 | x 一 y | 成立. 所 以 

1 


1 1 
| ea Ua eA 


中 
© 


多 


所 以 || readz-3| < 了 去;' 即 也 < | readzs 工 . 
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第 一 章 ”行列 式 


习题 一 
1. (1 这 解 】 a12 421 a433 a 中 行 标的 排列 为 1234 ,逆序 为 0; 列 标 排列 为 2134, 道 序 为 1.0 十 1 = 1 为 奇数 ,所 
以 ,该 项 符号 为 “一 ”, 所 以 答案 为 QI12QC21Q33Cd44 


(2)【 解 】 排列 各 记 … 吉 可 经 过 "二 次 对 换 后 变 成 排列 各 i … 记 入， 
(3)【 解 15423 的 逆序 为 5,23145 的 道 序 为 2,2 十 5 二 7 为 奇数 ,所 以 该 项 的 符号 为 “一 ”. 


2 1 
(4 这 解 jzs 的 系数 只 要 考查 工 | | 二 一 2z? 十 ,所 以 x? 前 的 系数 为 一 2. 
下 ”人 
a b 0 
(5 六 解 3 i 一 6 a 0 |= 一 1 | 一 Do 所 以 
ew a 
一 1 0 一 1 


(6 并 解 】3 由 题 意 可 知 ,行列 式 为 下 三 角 的 形式 ,所 以 也 一 aaaz …am， 
(7 并 解 】 了 | 一 | A41B|= (|A1)'|1B|= (2).(—2)= 64; 
| 一 [了 14|= (一 30 14|=( 一 2) 2 一 32. 


45 一 24) 43 — 2Al A; Al A; Ai 
(8 并 解 】 34， 3 A, = 3 A, 6 A, 3 A, 0 ss 3 A, = 6. 
Ai Al Al Al Al A; 
(9 并 解 ]| 24" B 2 | 一 2 14 11B"*|=2|1|A|IA ”IIB | 
22 1 
= |APFIA?|| 9 =- 


2. (1 多 解 〗 项 a1zazsas4…as_wiam 的 行 标 排列 为 12…m, 逆 序 为 0. 列 标 排列 为 23…z4，, 道 序 为 ”一 1. 所 以 答案 是 


(2 并 解 〗311 4 1 4 |=14114 |=|41"|141"m =|41”. 所 以 答案 是 了 D. 

(3 并 解 】3 经 过 初等 变换 后 ,有 可 能 对 换行 列 式 的 行 ,从 而 改变 行列 式 的 符号 ,所 以 排除 A,B,D. 即 答案 是 C. 

(4 放 解 34 的 第 一 列 与 C 的 第 一 列 交换 位 置 ,经 过 了 7 次 列 变换 , 同 理 4 的 第 & 列 与 C 的 第 & 列 交换 位 置 ,又 
经 过 了 nn 次 列 变换 ,A 总 共有 m 列 , 所 以 


- "= | = 于 Dr 1411 1. 即 千 案 是 D 
B 0 0 B 
a™—8 a 一 有 a B a B 
(5 六 解 ] 因为 | 4 一 B| = 7 |=2| Y |=2|y 2|7: 二 27 |—2|Y 
27s Ys ys Ys 373 Ya 
到 : 141—21B|=2 
所 以 答案 是 B. 
3. 计算 证 明 题 
一 5 1 3 于 L 各 1 一 5 3 1 一 5 1 
CT 入 YA 十 Ap 于 站 站 A 二 好 | 4 3 | 十 | 二 中 下 | 一 | 1 机 | 二 | 1 名 | 二 
VY 室 六 TL 为 pO 工资 


附录 课 后 习题 答案 详解 


0 1  … nl 0 1 n—l 
(2)[ 解 ]| A | 二 = 由 最 后 一 行 起 ,每 行 减 前 一 行 党 
7 一] 7 一 2 0 1 L 二 霜 
== 和 n n—1 
0 演 洛 了 
和 : = 1 2 一 
日 “一作 : 
0 0 ck 0 | 
(3)Q@ 当 n= 二 2 时 ， 
Xi 十 1] 十 2 
Pn 和 
回 当 n 二 2 时 
Zi 十 1 zi 二 2 … zi 十 nn Zi 十 1 1 骨 二 
es Zz 十 ] xz 十 2 … Zz 十 n| 第 上 +1 列 减 去 |z 十 1] 1 1 1 二 
: 3 第 k 列 : : : l 
Tr 十 ] ZX 十 2 … zr 十 nn < 上 攻 让 过 bl 1 
(4) 证 明 : 范 德 蒙 行列 式 : 
1 | 1 
Wi 了 本 这 境 
D= 让 一 (一 信人 一 四 人 一 四 (一 轨 人 2 一 (ce 一 切 
a Be 明 
= 一 (a—O)(a—o)(b—oO(ato+oy 二 +…. 
1  - 员 
行列 式 |a 65 cc | 即 为 y 前 的 系数 ,于 是 
[2 
1 二 访 
a bb c= (a 一 D(a 一 (6 一 O(a 十 6 十 0) ,又 因为 4 关 56 关 5， 
a Be 
1 1 玫 
所 以 la 5 cc |== 0 的 充 要 条 件 是 a 十 6 十 c= 二 0. 
we 
(5) 证 明 : 由 题 意 知 47 = 一 A, 又 |4|=| 47 |=| 一 A4|= (一 1)"|4|= 一 | 4 | (n 为 奇数 ). 所 以 14|=0. 
于 1 1 人 
(6) 证 明 : 因 为 f(0)=| 3 5 一 1|=0,f(1)=|2 2 2|=0， 
一 二 一 于 一直 1 2 6 


所 以 由 罗 尔 定理 ,存在 数 6(0 二 6 二 1), 使 f(6)=0. 
(7) 证 明 :假设 多 项 式 的 nn 十 1 个 不 同 的 零点 为 zo ,zx1，… ,zs， 将 它们 代入 多 项 式 ,得 关于 C; 方程 组 
Co 十 Cizo 十 … 十 Cazo 一 0 
Co 十 Ciz 十 … 十 Cizi 一 0 


Co 十 Ciz 十 … 十 Cz 一 0 
1 二 


Xl “0 x” 
1 


GosCir°™ ,Cs 的 系数 矩阵 为 4 和 


第 二 篇 。 线性 代数 


则 | 4 | 为 范 德 蒙 行列 式 


又 zi…znw 互 不 相同 ,所 以 | A | 关 0, 即 Co C … 三 C 一 0. 
卫生 2 二 32 开头 
(8 并 解 】〗 了 因为 FGz) 一 |1 2x 3 巡 | 一 工 和 
2 6 工 人 “6 元 
0 2 6zx 


= zx(l2x:— 6zx)— (6x’—27x’) 一 6za 一 4z3 = 2z3， 


所 以 F(x) = 6zx?. 


第 二 章 ”和 矩阵 


习题 二 
1. (1 江 解 〗3| A4 一 3B | 一 | 一 2o， 2 2m w 一 38 | 一 一 8Xlo oo a wx 一 38| 
一 一 8(|o oa co al—3|o oo oo 有 让) 一 一 8(4| 一 318381) 一 56. 
0 
(2 并 解 】 假设 A = [a EE Qn ] ,ar 是 A 的 列 向 量 . 对 于 7 ws 1,2,…,m, 令 Xi 1 ,第 7 个 元 素 不 为 0. 
0 
0 
则 [ey ji1 =a = 00=1,2,…,m). 所 以 A==0. 
0 


(3【 解 => 由 4B 一 0, 而 且 有 3 为 非 零 矩阵 ,所 以 存在 下 的 某 个 列 向 量 咏 为 非 零 列 向 量 , 且 满 足 Ab; 一 0. 即 
方程 组 AX 二 0 有 非 零 解 .所 以 | 4 | 一 0; 

夺 : 车 | 4 |= 0, 则 AX =0 有 非 零 解 . 则 存在 非 零 矩 阵 也 ,满足 4B 一 0. 

综 上 ,AB = 0 的 充分 必要 条 件 是 |4 |= 0. 

(4)〖 解 JB 关 C 且 4B = ACSA(B 一 CO) 一 0 且 B 一 C 非 零售 141= 0. 


al Qi pg aib; eg aib;, 


CQ2 bi az Db; A a2 Dr 


(5 并 解 ]] “| [5 5 


ty anpi aaa … anb» 


orme-[ al [中 


1 
B71 一 襄 1 一 二 |[ 0 ,|- “| 
1B 2 [一 2 一 2 


1 一 1 
(7)【 解 ] 由 A? 十 24 十 3E = 二 0, 得 A(4 十 2E) = 一 3E. 所 以 |A4|| A 十 2E | 二 | 一 3E | 取 0, 于 是 A 可 道 .于 
是 A 十 2E 十 34-! = 0,A7! = 一 二 (A 十 2E). 


0 1 0 1 
(8 并 解 〗34? 一 2 | 0 2 0 
和 让 二 0 1 


让 
| 
EE 
ODo 
OO NY 


附录 课 后 习题 答案 详解 


1 浊 和 2 9 0 0 =8 0 2 
A*—9E= |0 4 0| 一 |0 9 0|= @% 汪 § 0 | ， 
人 苇 并 0 0 


9 6 0 = 
1 0 1|) /3 .00 村 应 1 
ss- lo 2 ol lo s ol- los ol 
001) loos 0 0 4 
3 
(4 十 3 一 | 0 二 0 |= +387 一 导 ET 
0 0 + 
9 
4 tr 8 2 FB 0 
(A+3E)"1(A’— 9E)= |0 一 0 | 
J 0 0 一 8 0 0 
4 
ot A I= | 了 本 +a| ?+ . = 
3 二 
3 二 和 
| 
和。 
3 8 4 和": 二 证 漳 
4 = 站 T= 多 2| ,= 人 = Se 二 人 | 
= 4 3 3 
4 , 
(一 24) 一 一 241 (C24) = (一 22141 蕊 太一 4 
1 
[( 一 24)…]- = (4471)7 全 lg ol 
4 3 
2 1001000 1 100010 
1000100 2 100100 
(10 郊 解 】 a 
2 2250010| |-1 225001 
j 1 = 
1 Oo TD 玫 
0 
i 
0 1 人 UO 一 01 0 -313 wid 
1000 1 0 0 0 这 
o0100-1 2 0 0 -1 2 
一 加 .所 以 ,A 一 
0010 1-30 3—5 19 —30 
Ol 7 


2. (1 并 解 】 因 为 A 可逆, 所 以 存在 可 逆 Ps ,Q4 使 PAA4Q4 二 E. 同 理 ， 
存在 可 道 Ps ,Qs 使 PsBQs 一 EE. 
于 是 PAQ 二 PsBQs. Ps PaAQaQB =B. 
令 P= Ps'P4,Q 二 QaQs . 即 答案 是 D. 
。704 。 
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(2 并 解 】 了 因为 141=147 1, 18B- |==|B| 所 以 
-人 外 = (一 2)”|A1|B|71. 即 答案 是 A. 
0 BB 
(3 并 解 】 若 A4,B 均 可 逆 , 即 A7',B"! 均 存 在 , 则 (A4B) = 二 B 4 .答案 是 B. 
(4 并 解 】 因 为 | A | 关 0, 所 以 4! 存在 .由 4B 一 0, 得 A 1A4B = 0, 即 B= 0. 即 答案 是 A. 
(5 并 解 ]4B = (E—aio) (E+2a0a) = E—a'o2a 0 2a'00'0 


二 E. 答案 是 C. 
(6 氏 解 ]P,A 表 示 将 4 的 第 一 .二 行 互 换 , 了 表示 先 将 4 的 第 一 、 二 行 互 换 , 然 后 将 互 换 后 的 矩阵 的 第 一 行 乘 
lL 0 0 
以 (一 1) 加 到 第 三 行 . 所 以 P; = 0 1 0|. 即 答案 是 B. 

-省 演 记 

(7 并 解 了 一 4 人) =| 一 41 二 A) 二 (一 D"|4| Ce 二 (一 1)"1A* .答案 是 D. 

(8 并 解 〗 多 次 利用 公式 4* =|414 即 可 得 到 . 

(4 =(A|AD)" =|I|A|IA1|(A|IA4') =|A|l"|1A4| "|1A|l A=|A|"™Ah, 


即 答案 是 C. 
(9 并 解 】 刀 一 AwxwCrxn sr(C) 一 2 所 以 

六 一 7r(4C) 达 7r(4) 十 r(C) —n=n, 
又 因为 4 一 BC ,于 是 

n=r(BC') 宇 r(B)+T+r(C')—n=r, 
所 以 ri = 二 +. 即 答案 是 C. 
(10 并 解 〗3 若 (4) = n, 则 47 存在 .由 4B 一 0, 得 召 一 0, 与 召 是 非 零 矩阵 矛盾 .所 以 

r(A) 一 7. 同 理 ~(B) < 7 .答案 是 B. 
有 于 下 | 一- 放 -人 sl 站 1 
3. (1 并 解 】]4B 一 B4 一 | 一 1 2 1||2 名 没 史 双 1 2 区 a :| 
i 是 


342ji3 14 》 二 入 做 
gd OF 9 4 6 
0 0 | 二 | 一 | 下 一 站 台 | | 时 一 -| 1 | 
342)(342) ls3 4I 14 = 和 痊 二 和 
1 2 81 1 3 EE 1 
Brhr 一 |-1 -241 2 4|=|-s 1 -3 
go lt 开 名 5 这 流 
(2)@ 
和 1 0 i 1 000 
| 0 100 0 0 一 名 一 2 Et 
,i © 1 vl lo 2 二 区 
i 去 汪 ， 0001 0 -2 -2 0 一 
ee 了。 1 。 10 10 一 0 立 0 
CO | 村 0 -于 ol- 区 全 党 = 
和 二 沁 2 i1 0 0 久光 去 一 去 0 0 
0 CO ll LL 有 | 


-= 705 ® 


心 | 于 心 | 一 心 | 一 | 


| 


| | | 一 | 


| 


六 | 二 心 | 一 | | 


- 


附录 课 后 习题 答案 详解 
_ 要 部 和 
1 0 0 1 0 2 2 0 1 0 0 0 
1 1 
(0 玉 , 通 wp 0 pa 0 0 1 0 0 
lL 一 
0 必 ”1 1 或 0 0 0 0 1 0 
1 1 1 1 
总 Q 9 1 4 4 4 | 0 ©@ 1 
| 1 区 国 二 | 
4 4 4 4 
1 1 1 1 
所 区 | 
1 1 1 _1 
4 4 4 4 
1 1 1 1 
I 一 二 4 于 | 
cosa sing cosa 一 Sina 
@ 因为 | ] = |: |- 由 短 阵 分 志 求 六 公式 ， 
— SiNa Cosa Sina COSa 
A .1 国 Fe | 
民 Bj Lo BJ 
cosa 一 Sina 0 
得 到 :4-: = |sing cosa 0 
0 0 1 
加 6 了 于] bh 4 同 @ 得 [| | | 0 
ms EE 不 9 
|， 0 1 0 B 0 4 0 
0 0 0 1 
a= | ”|. 
G1 0 0 
1 0 0 0 


0 B 0 B11J A 一 2 5 B 
1 一 2 和 次 
一 2 5 人 
得 到 :4 = 0 0 部 二 
1 1 
3 3 
4 一 6 
(3 并 解 〗 由 本 题 的 条 件 知 :4 本 一 |2 一 4 -| 
2 2 史 名 6 
2 一 2 i 办 次 2 一 2 1 六 省 
2 一 2 一 1 0 1 0|~|o -6 3 一 洲 和 六 
多 2 人 省 1 DD 一 一 和 0 1 
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1 2 1 2 
1 0 3 Ry 2 
2 3 0 5 i 次 “" 世 3 0 
2 1 2 1 
0 1 一 2 全 i = 2 一 工 
= 本 0 1 一 2 3 0 
2 1 _ 2 2 _ 1 2 
0 0 一 3 ce 3 00 1 6 5 5 
1 人 沁 
1 0 0 呈 
2 8 
| 六 “ 各 | 
2 和 和， 沟 
0 0 1 0 
1 2 2 
I 9 9 9 
所 以 |2 一 2 一 1 | 的 着 矩阵 为 | 二 一 地 孔 
洲 区 
9 9 9 
1 2 名 7 二 这 最 
二 9 9 9 3 3 
4 2 2 下 5 
得 到 A 2 4 3 6 | 3 3 | 
9 2 坟 各 2 2 2 
9 9 9 3 3 
1 00 
(4)【 解 3 要 使 4 可逆, 则 须 使 得 | 4 | 关 0, 即 |4|==10 名 0|= 二 上 关 0 经 过 初等 行 变换 
1 —1 1 
I 光 光 jr 1 0,0 1 0 0 
1 0 i 
0 1 0|~|lo 10 oo 二 0- ? 人 
9 0 一 1 1 一 1 0 1 0 一 1 过 1 
1 0 0 
1 
0 了 工 0 
即 得 到 A ' = k 
志和 和 
1 人 


(5)〖 解 ] 因为 (E 十 4)" 一 >)c4 = E+ DcA'=0>E=— 2》)cA'. 
i=0 i=] i=] 


所 以 A( 一 了 ch!)= E. 所 以 A 可逆 . 
i=l 


(6 并 解 】 因 为 B 可 逆 , 所 以 | 一 B? |=( 一 1)"”|1B|?* 关 0， 

又 因为 4 十 4B 十 B: 一 0. 即 4(4 十 了 B) = 一 B’， 

所 以 | 4(4 十 B) | 一 | 一 了 2 | 关 0. 即 得 A,A 十 B 都 可 首 . 

(7 并 解 了 5 十 4B 可逆, 即 (E 十 AB)"!' 存在 ,所 以 

(E+BA)(E—B(E+AB) A) = E+BA— (EBA)B(E+ AB)''A 
= EBA— (B+BAB)(E+AB) A= E+BA—B(E+AB)(E+AB) "A 
= E+BA—BA=E, 

即 (五 十 B4) 可逆, 且 (E 十 BA)"!' 一 五 一 B( 互 十 4B) 4A. 
(8【 解 】 因 为 (4 一 E) "= (B 一 E)', 所 以 (A 一 E)(B 一 E)" 一 五 ， 
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所 以 A(BT—E)—B'+E= E,A(B—E)= B'. 

由 |B| 关 0 知 B',(B") 存在 . 

所 以 4(BT 一 E)(B') 1! = 二 E. 所 以 A 可 首 . 

(9 并 解 】 由 4A,B ,4 十 下 为 正 交 和 矩阵 , 即 4 = 二 (BT 一 E)(BT) 7 知 (A 十 B)7 = 二 (A 十 B) ,AT= 二 A， 
BT 一 B-: 

所 以 (4 十 B)- 一 (4 十 B)TI 一 4I 十 BT 一 4 十 了 1. 


Go)r 解 ] 因 为 | :| Js | 攻 ey 


所 以 | El|E —A||A = B | 
E 0llo E|IlIEB| |o E—AB| 
; AE E B 
即 (一 1)” 1 | [= = Clel. 
EB 0 E—AB 
2 AE 
又 因为 (一 1)" = cD", 所 以 |4 中 = 如 一 下 | 


(11 氏 解 】3O 依 题 意 得 4 王 ， 


0 ai 43 Qa 0 0 0 0 0 0 Mi lau 
Qi12 0 Q23 a24 0 0 0 0 0 0 kazss laz 
则 AB 一 = ， 
Q13 Q23 0 Q34 0 0 ko 0 ‘0 0 las4 
al az as 0 000 1 0 0 kas 0 
0 ka lau 
0 1 如 za laz 
五 十 4B = ，| 五 十 4B |= 1— klas,. 
0 0 1 La 
0 0 如 aa 1 


所 以 当 证 关 os 时 , 书 十 4B 可 首 


@ 因为 下 十 4B 可 逆 , 所 以 (E 十 AB)” 存在 ， 
即 有 (E 十 AB)"1A= [A71(E 十 4B)] 一 (4 十 了 B) . 
因为 A,B 为 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 4- 十 也 为 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 (也 十 4AB) 4 为 对 称 和 矩阵 . 


anemo ssl -1] -Ee -人 


a | = ul sab 


和 E, n 为 偶数 
一 
| -人 一 2]， "为 奇数 
业 于 1 


@ 信 4- |0 寺 1 | , 则 4 的 特征 值 为 十, 二 ,二 且 它们 互 不 相同 . 于 是 存在 可 道 矩阵 P, 使 得 已 "4P 


1 
0 0 5 
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= 0 
2 0 
下 
0 本 0 |， 
1 
0 0 三 


所 以 4" 二 P| 0 ( 记 ) 0 lp-. 


( 专 》 0 0 世 1 11 
于 是 limA" = 二 limP| 0  ( 计 ) ”0 |P = 0 即 得 到 im|o 言 1| =0 
0 0 (去 ) 0 0 二 

(13 并 解 】 下 用 数学 归纳 法 

a OT OM 0 0 浊 多 
“| > 一 奖 ||- a A ,| 

0 1 Lo 1 1 24 A 

2 OT 6 多 0 
43 一 A ,| | po] -| 3 和 A ,| 

1 2 ?10 1 XJ (1 十 2)2A 312 A 


Tr 外 0 0 

假设 2 三 有 时 ,成 立 , 即 A* = 凡生: 谤 :ar 
[0 二 二 kDA? MY! A 

入 

1 


六 by 0 0 0 0 
则 当 n 二 有 十 1 时 ,A = 众生 pt | 和 | 
[二 EDA Mm Mo 1 4 
A ML 0 0 
一 (E+ DA A 0 |r 
[tA (kDA A 
a” 0 0 A” 0 
即 得 4" = m”™! A | = mm” A” 
(1 和 十 十 殉 二 DXA? 巩 一 诊 和 Da Mm" A” 
(14)[【 解 ]Q@ 因为 4 可逆 ,所 以 4- 存在 ,44 = 二 E,(A 1)TA" = E. 所 以 47 可 道上 且 (47) 一 (4 一 ). 
@4': =|AIA',A) T=( AIA')T =|IA| (4A) =|A"| (4) = (4A)'. 
@ 证 明 ; 因 为 (4B)* =| 4B | (4B)"'=|A||B|B'*A"=B*A* 


44- = 二 E. 两 边 取 “* ”运算 ,所 以 由 外 得 (44 ')" = (4 0) 4 ==EE. 
即 证 得 (4 ) == (471)*. 
@[@ YT = [MJ = [A = [TT. 
(15 并 解 〗 因 为 4h” 一 E, 所 以 | 4 |”= 1, 所 以 A 可 道 . 
又 因为 h = 二 (4)"==[|A4|14'] "=|A|(4A') , 
所 以 4? 一 [1 41C4D)71]”=|A1"[(4")"]! =|4|"E"=E. 
。 709 。 
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0 0 0 0 0 0 
(16 放 解 〗】 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 :@ 因为 全 =|1 0 | 1 0 -| 1 中 
0 1 olo 1 5 1 @ 1 
1 0 OFF 0 a 0 0 
p TE 0 | 矶 :| 
10 1Jl0 10 1 生 交 
i 0 0 0 0 1 站 人 裤 
ee 0 中 1 |- © 1 -| 0 1 
EW) 1 5 六 We 工 , 通 


所 以 A 一 A 二 A: 一 EE. 

现 假设 44 = A* 十 42 一 已 ， 

下 证 A*!i 二 .Va 十 Ai 一 A 成 立 . 

因为 A*t+! 一 A“! Ai A = A“! 十 A 十 A 一 EE 一 A = 二 AWD 十 A 一 E， 
所 以 4" 一 4 一 十 4 一 五 


@ 利用 @ 的 道 推 公式 得 :A'”" 一 4A” 十 A: 一 E= 二 A” 十 2A? 一 2E 二 … 二 504? 一 49E 
50 0 0 49 0 0 [ 也 & 0 
-| 50 0 -| 49 0 | 三 |50 1.. (01s 
50 0 50 0 0 49 [50 0 1 
1 一 娄 1 3 
C17)[ 解 ] 由 题 意 得 : | A|= | 2 2 |-1 所 以 AL 人 =|: “ 
意 得 ， | 相 
2 2 2 2 
1 v3 
Ee 
_ 让 二 
2 2 


(18 氏 解 】 因 为 (4 一 B): = A 十 B, 所 以 (4 一 B)? 一 (4 一 B)2 (CA 一 B) = (A 十 B)(A 一 B)(A 一 B)’ 一 (A 


B): = (A— B)(A+B). 
于 是 4: 一 BA 十 A4B 一 B* 一 42 十 B4 一 4B 一 了 2 ,所 以 4B = BA. 
由 (4 一 B): = 二 A 十 B, 得 4: 一 AB 一 BA 十 B: 一 4 十 了 
因为 4: 一 4,B: = B, 所 以 24B = 0, 所 以 4B = BA = 0. 
(19 放 解 】 因 为 下 一 下 十 4B ,所 以 下 一 4B = E. 即 (E 一 A)B 二 ,所 以 E 一 A,B 可 六 . 
对 于 了 一 下 十 4B , 右 乘 B- 得 下 = B 十 4, 再 左 乘 也 ,得 中 一 瑟 十 BA ,所 以 4B 一 BA. 
因为 B= E+4B,C = A 十 Ch. 
所 以 ,B 一 C= E 二 4B 一 A 一 一 E 一 A 十 4B 一 C= 二 EE 一 A 十 BA 一 CA 
= (E—A)+(B— OA. 
所 以 (也 一 C) (下 一 4) 一 五 一 4. 
右 乘 (E 一 A) !, 得 B 一 C=E. 
E 0 A a 

(20)【 解 ] 因 为 PP 一 |， r ， 人 o=- | | 

E 0 A co] A aE 
PO = [rh We | Ba ee 
又 因为 | 4 |= A4*A, 所 以 一 aTA*A== 一 a |A|, 一 a'A*A++a |1A|=0, 


所 以 A aE 
学 二 邮 一 (or4A'a 十 六 14 下 


五 0 
@ 证 明 :因为 | P|= |_ ,re 1] = 
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所 以 1P0|1=|PII1848|=|41|181|. 又 由 @ 可 得 
Iml=[ J 

0 —(a'A'a+6b)|A| 
所 以 10|= (一 xcT4-a 十 0 141. 
所 以 @ ”存在 的 充 要 条 件 为 aTA !'@a 关 bb. 


= CetDlar. 


习题 三 
2 = 十 二 一 
i 0 0 
1. (DE 解 ] 邻 A= 0 3 ] 2 即 r(4) 二 4, 由 Ql 02,03 ,04 线性 相关 , 即 


5 0 k 1 

ooz ,03,@4 组 成 的 矩阵 秩 小 于 等 于 4. 
2 一 人 —1 一 工 | 
2 0 0 


于 是 3 1 ?| 一 0，, 即 


[一 8 一 1 一 1 
-1 0 0 0 5 
a 二 一 8 一 3&k 十 20 一 10 十 16k 十 3 二 13& 十 5 = 0.k 二 一 之 


13 
5 0 % 1 
(2)【 解 ] 同 (1) 可 得 : 


2 1 0 =1 0 0 0 :1 
一 各 5 一 5 

一 于 2 “=:§ 3 = 5 一 5 3 
= 一 3 t 3 

3 0 3 t 3 t 3 t 
生 一 2 4 

0 =2 4 0 4 一 2 4 0 


二 一 20t 十 60 十 30 十 20t 一 30 一 60==0. 
所 以 对 任何 如 oa ,az ,03 ,04 线性 相关 . 


= 
| 一 1 6 3 
(3 并 解 ] 由 2x 十 3z 一 可 得 :rz 二 工 (82o0 一 工 | |-|2 | | 三 
8 3 2| |14 - 
18 a 
一 6 
(4 氏 解 防 能 由 wk ,as 线性 表示 , 即 p,m ,os 线性 相关 , 且 w,ws 线性 无 关 , 于 是 同 (1) 可 得 
1 1 2 
k 3 1| 二 0, 得 &== 一 8. 当 上 = 一 8 时 ,三 个 向 量 的 行列 式 为 0, 于 是 p,a ,as 线性 相关 . 又 显然 wi ， 
5 名 1 
Qz 线性 无 关 , 所 以 及 可 用 CI1yC2 线性 表示 . 
1 0 2 1 
1 2 0 1 
(5 并 解 】 将 wa ,as ,os ,a 表示 成 矩阵 A 二 |2 1 3 0|, 将 4 经 过 初等 变换 后 可 得 
2 5 一 1 4 
1 一 1 3 一 1 


附录 课 后 习题 答案 详解 


0 2 1 0 2 1 0 
i1 2 0 1 WE Es 
2 1 | 
名 源 二 交 久 向 二 0 1 一 1 地 
| (Oe ee 
i 
0 1 =1 WW 
一 1 9 0 2|. 所 以 x(4) 一 3. 
2 
YW 党 
0 0 0 一 2 
(6 并 解 】 同 (5) 可 得 
6 1 1 7 和 中 
4 0 4 1 4 沽 远 1 外 一 明 入 1 
区 下 和 二 话 注册 和 | 站 和 1 7 |=s|0 =ii 站 7 
一 入 1 -YY 多 0 和 6 1 
加 = 三 和 5 = 0 二 0 3 
半 沪 = 
1 | 
.et (Os 三 a 
7 45 
hl = | | 间 币 i 
a a 
6 二 = 0 0 0 
3 1 
0 1 5 | 19 0 0 
所 以 >(4) = 3. 
1 VW 好 史 1 0 2 
0 0 0 0 0 同 (5) 可 得 |0 0 0 0 
(7 并 解 ]34 = wx .5 一 (0 1 0 2)= a Ss ， 
Ll 人 一 于 曾 二 到 0 0 0 0 
2 0 20 4 0200 
所 以 >(4) = 一 1. 
2 这 4 1 痪 3 到 
eg ,人 0 1 2 3 0 LL 
= (Qi ,02 ;0 ， = = = 
I 0 0 思 
4 561 0 一 3 一 6 i:—16 0 站 和 7 


又 7(4) = 二 2, 所 以 i 一 7 二 0,; 即 z= 7. 

2. (1 并 解 】〗3 对 于 A, 假 设 w 十 @ ,oa 十 oa ,os 十 om ,线性 相关 , 则 存在 不 全 为 0 的 名 ,ks ,ks ,使 得 (a 十 @2) 十 
&z (os 十 @3) 十 k3(@s 十 @1) = 二 0 成立. 

整理 得 Ch 十 局)o 十 (hi 十 ka)@2s 十 (hz 十 ks)@s = 0. 

又 w ,az ,0 无 关 线 性 ， 


ki 十 ks = 二 0 
所 以 Ai 十 kz = 二 0 过 ki 二 ks = 二 ks 二 0， 
As 十 Ra 一 0 


矛盾 , 即 w 十 oa ,as 十 oa ,0s 十 @1 ,线性 无 关 , 同 A 可 证 得 C 为 答案 . 
和 


第 二 篇 ”线性 代数 


(2 并 解 】 因 为 ”(4) = mm 二 n,A,B 都 错 在 “任意 ”;D 不 正确 是 因为 应 通过 初等 变换 可 将 A 变 成 (E,, ,0) 的 形 
式 . 所 以 根据 排除 法 答案 是 C. 

(3 并 解 】3 由 课本 上 的 定理 : 若 原 向 量 组 线性 无 关 , 则 由 原 向 量 组 加 长 后 的 向 量 组 也 线性 无 关 , 可 知 答案 
为 B. 

(4 多 解 〗 因 为 1,oi ,es 线性 相关 ,所 以 有 ,aa ,as ,as 线性 相关 . 又 因为 B,az ,as 线性 无 关 , 所 以 w 可 用 ,os ， 
os 线性 表示 .所 以 答案 是 C. 

(5)〖 解 3 对 于 A, 取 A 了 关 B 且 |14| 关 0,1B| 关 0 则 A 一 B 关 0, 则 xr(4 一 B) 关 0. 于 是 排除 Ai 

对 于 B 取 4 = 一 B 关 0, 则 秩 (4 十 B) 关 2 秩 (4) ,排除 B,C 取 A 和 A 二 B 关 0, 则 秩 (A4 一 B) 关 2 秩 (A). 对 于 DD， 
因为 有 定理 : 秩 (4 十 B) 过 秩 (B). 所 以 答案 是 DD. 


zi 号 1 it 2 1 
3. (1 氏 解 】〗 令 4 王 |12 1 一 1|, 当 |A4|=0 时 ,@z@s 线性 相关 , 即 |2 z 1|=£—2—t—4=2 
| 1 © 1 
t 一 6 一 0 一 3)0 =—2. 


所 以 , 当 :1 = 二 一 2 且 t= 3 时 ,aa ,az ,as 线性 相关 .上 了 径 一 2 且 z 尖 3 时 ,aasyas 线性 无 关 . 


(2) 由 题 可 知 w ,as ,aa ,请 为 三 维 向 量 , 则 四 个 三 维 向量 一 定 线性 相关 ,所 以 , 令 


[> 靖 王 


2ACR 一 1). 
@k 关 0 且 k& 关 1 时 ,@i ,as ,as ,线性 无 关 ,又 oa ,os ,as ;线性 相关 ,所 以 可 由 CI1y02 ,0 线性 表示 ,由 克 莱 
姆 法 则 知 表 达 式 唯一 ， 


起 “二: 。 届 1 
@ 令 系数 矩阵 为 &= |1 A 1|, 增 广 矩阵 为 4 一 |1 k& 1 
7 3 小” 区 机 
当 & 一 1 时 ， 
1 [Tl 1 1 : 0 
1 1 1 : |- 0 0 0 :0|. 系 数 矩 阵 的 秩 等 于 增 广 和 矩阵 的 秩 , 即 等 于 2. 所 以 有 可 由 ci,az， 
本- 1 [Ly © 1 0 
os 线性 表示 ,但 表示 不 唯一 . 
@ 当 4 一 0 时 ， 
2 0 于 
on ob | 
1 1 多 ; 交 ht 四 I 0 Of 0 二 一 江 


系数 矩阵 的 秩 等 于 2, 增 广 和 矩阵 的 秩 为 3, 所 以 不 能 由 @1 ,0s ,as 线性 表示 . 

(3 并 解 ]J@Ow: 能 由 ws ,ws 线性 表 出 . 因为 ws ,os ,os 线性 无 关 , 由 原 向 量 组 线性 无 关 推出 w ,az ,as 线性 无 关 . 
而 oil ,as ,as 线性 相关 ,所 以 w 能 由 ws ,as 线性 表 出 ; 

@a 不 一 定 能 由 ol ,as ,os 线性 表 出 .反例 :w 王 (4,0,0)7,os 一 (2,0,0)7,as 一 (0,1,0) ,as 一 (0,0,2)7， 
oa ,os ,0s 线性 相关 ,az ,as ,a 线性 无 关 , 可 知 os 不 能 由 Qi ,as ,ws 线性 表 出 . 

(4 并 解 ]O 假设 wi 十 ko@z 十 … 十 kn@m 一 0, 如 果 存 在 某 个 万 一 0, 则 已 oa 十 …… 十 Rail 十 Ra 十 
AnCn 一 0. 

又 由 题 意 可 知 任意 m 一 1 个 都 线性 无 关 , 所 以 & ,ks ，…ki1 ,kin，… ,km 都 等 于 0, 即 这 些 系数 ,ko ，…k 或 
者 全 为 零 , 或 者 全 不 为 零 . 


@ 因为 4 闫 0;, 所 以 由 四 可知 44,4s,…,l 全 不 为 零 .所 以 四 = 一 笃 


一 
ll 过 


代入 第 一 式 得 :i ( 全 om 和 隐 mm ) 上 Raos 十 … 十 knQ@m 一 0， 
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即 (一 妊 名 十 如) 十 十 (一 丛生 十 如 je = 0, 又 因为 四 ,yan 线性 无 关 ， 
1 a 
所 以 一 好 各 十 如 0， ,一 天 让 十 如 一 0， 
1 1 
得 .全 二 名 二 
即 得 :外 一 各 全 


(5 放 解 】 假设 存在 不 全 为 0 的 忆 Rs Rs ,使 得 Ai Cagl 一 02 ) Tk (boas 一 0s) 十 Rs(Ccxs 一 0 ) 一 0 成 立 , 则 得 
(kia— ka)@m 十 (RD 一 A)os 十 (sc 一 如 )os 一 0. 


GaR1 一 Rs 一 0 
又 因为 Q1 ， 02 ,03 at ki 十 尼 ; 一 
一 Az 十 cs 一 
a Q 一 
当 行 列 式 | 一 1 b 0|= 二 0 时 ,ki ,kz ,ks 有 非 零 解 .所 以 当 abc = 1 时 ,aan oz ,002 一 oa ,axs 一 0 线 
Q 1 C 


性 相关 . 
(6 并 解 】 反 证 法 ,假设 a,Aa,…,A*'@a 是 线性 相关 的 , 即 存在 不 全 为 0 的 实数 bo ,61 ，… ,be 使 得 bo 十 


pi4u 十 … 十 DA a = 0. 两 边 乘 以 A”! ,又 因为 A a 0,A'o 一 0, 所 以 boA”! = 0,6 = 0. 

由 biAha 十 … 十 bi14“!'@ 二 0. 两边 乘 以 4“? 得 
DA og= O00 = 0; 

最 后 可 得 beiA* gg = 0,b1 一 0, 即 b = = b= 0. 矛盾 . 

所 以 向 量 组 w,4x ,… ,A '@ 是 线性 无 关 的 . 
1 六 等 旭 名 1 4 =1 2 1 术 -庆生 加 和 六 一 二 员 
2 三 1 三 3 1 QO = 到 二 3 0-9 13 [0 TE i 

《7 一 > 一 > 一 > 

【 解 ]D | -5 _4 2 ”二 0 0 .0 一 2 3 外 一 人 3 

3 和 = =4 = 0 i0 一 2 3 Q @ 0 0 


所 以 @ ,az ,03s (或 oa ,@2 ,oa ) 是 极 大 线性 无 关 组 .由 os = ka 十 ko@z 十 ka@s 得 方程 组 


ny 
fa + 如 二 3 , 解 得 向 一 始 一 一 也 一 广 . 
2 
所 以 本 和 十 二 02 i 
2 2 2 
I 者 
= § 0 = 1 i 0 0 1 TT 0 1 
Os soi ov 1 os 3 1 3*loo o -1 ol 
4 2 14 0 10 上 2 2 0 2 2 ee 
所 以 Cl1 ;02 ,0 (或 Q1 03 ， 04 或 Qi ,02 ,0s 或 y 03 y05 ) 是 极 大 线性 无 关 组 . 由 05 = ki@i + kz@ + kaos 得 方 
程 组 
1 
| 
, 解 得 k&1 = 二 2,k, 二 1,k; 一 0， 
Ee 
= 


所 以 ws = 2@ 十 os 十 0a4， 
由 os 一 ki@ 十 Ag2 十 Rs0s 得 方程 组 
Ai 十 Rs 一 3 
Ra 一 1 
一 pa 一 0 
一 4Rs 一 0 


, 解 得 Ri = 3,k2 = 1 ,ks a 0， 
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所 以 @ = 3 十 os 十 0a4. 

(8 并 解 ]D 当 z 一 > 一 0 时 ,r(4) = 0. 

四 当 z= 二 0,y 关 0 或 I 关 0,y 二 0 时 ,r(4) = 3. 
@ 当 z=y 关 0 时 ,r(4)=1. 

@ 当 = 一 y 关 0 时 ,7r(4) = 3. 

@ 当 z 天 0,y 天 0,z 天 士 y 时 ， 


2 Wy wy 3 x yy y 
A= |y zr yl~>|rz zx: wl—=>|0 zy rwy—y|l—> |0 z+iy y 
Y 过 yy XxXy Zz’ 0 zwy—y zz—y 0 y 哆 十 总 


TT yy y 
二 
0 0 Z(Z 十 2y) 
所 以 , 当 工 = 一 2y 天 0 时 ,r(4) 一 2; 当 工 天 一 2y 时 ,r(4) 一 3. 
(9 并 解 〗3 由 第 (11) 题 知 
r(4A 十 五 ) 十 >(4A 一 五 ) 一 3. 
又 因为 A4 头 土 E, 所 以 r(4 十 E) 关 0,r(4 一 E) 关 0， 
即 r(4 十 E),r(4 一 E) 中 必 有 一 个 为 1， 
所 以 ( 秩 (A 一 E) 一 1)( 秩 (4 十 E) 一 1) = 0. 
(10 并 解 】 因 为 4: = 4, 所 以 A(4 一 E) 一 0， 
所 以 0 二 rr(4(4 一 E)) 宇 r(4) 十 r(4 一 EE) 一 nn， 
即 得 一 r(A) 十 r(A4 一 E) 过 nn 
又 因为 r(4) 十 r(4 一 E) = 二 7r(4) 十 r(E 一 A) 宇 r(A 十 E 一 A) = 二 7r(E) = 二 n 即 r(4) 十 r(A4 一 E) 之 n 
由 @ 回 得 r(4) 十 r(4 一 E) = 二 nn. 所 以 r(A 一 E) 一 和 一 六 
(11 并 解 〗3 因 为 4: = E, 所 以 0 = (A 一 E)(A 十 E)， 
所 以 0 二 7r((4 十 E)(A4 一 E)) 宇 r(4 十 E) 十 r(A 一 E) 一 n 
所 以 r(4 十 E) 十 r(A 一 E) 之 nn 
又 因为 r(4 十 E) 十 r(4 一 E) = 二 rh 十 E) 十 r(E 一 A) 宇 r(4 二 EEA) 
= r(2E) 一 7， 
所 以 由 @@@ 得 r(4 十 E) 十 r(A4 一 E)==n. 
即 r(4 十 E) 十 r(A4 一 E) 坟 nn. 


ab alp … aib, 
al 
(12)【 解 ] 因为 4 = eu “ ee es 
anb1 anbs … anb, 这 
al 
不 妨 令 1 二 (已 …… 名 ) | ;| 二 ba 十 … 十 bras 为 实数 . 
Qn 
ai ai Qi al 
则 A = | 66) | | | : 一 | 二 |) = XA. 
an an Qn 
全 证 交 
(13 并 解 ]Dr(A) 一 3, 即 A 满 秩 ,所 以 | 41= |” ” “| 二 & 一 去 4 闫 0. 即 4a 关 2 时 ,r(4) 一 3; 
6 0 方 


@ 根据 对 称 矩 阵 的 定义 得 a = 1,65 = 二 0,c 二 0 时 ,4 为 对 称 和 矩阵 ; 
A 


附录 课 后 习题 答案 详解 


a+ =10 
@4 为 正 交 逢 陈 , 由 正 交 短 阵 的 定义 得 4 二 万 一 1@ ,由 @>c 一 二 号 
xc 十 二 0 一 0@ 
当 < 一 焕 时 , 解 得 a 一 土 二 必 = 干燥， 
当 c = 一 焕 时 , 解 得 一 士 二 ,= 土家 
est 有 四 和 得 ( 寺 ，- 香 , 达 (二 得 全), (二 权时 ), 人 去- 私 - 琶 ) 


(14 并 解 】〗 先 证 明 :r(4) = 1 全 4 一 
Un 

“=>” 因 为 r(4) = 二 1, 所 以 A 的 行 向 量 的 极 大 线性 无 关 组 只 含 一 个 向 量 @i 一 (aa ,ais，… ,am), 即 其 他 的 行 向 
量 可 以 由 @; 线性 表 出 . 


ki@: kl ki 
ki1a ki_1 ki_1 
所 以 A= Ci 一 1 la; = 1 |(aiyaiz 和 yaam) 
kiri Os kitl kitl 
RnCi k k 
Q1 
“<” 令 wx=| |, 则 4 一 oO wb) 一 (CO … Doa)， 
Un 
所 以 7r(4) = |. 
证 明 本 题 ; 


因为 >(4) = 二 nn 一 1, 所 以 r(4*)=1. 
Ql 
所 以 由 前 面 的 结论 可 知 :A” 可 分 解 成 4”= [ | “sy 


al 


存在 常数 k,k 一 (bi »,*** ,b,) : ,满足 (A* )? = kA" 


Qn 


第 四 章 ”线性 方程 组 


习题 四 

1. (1 江 解 】 由 定理 知 ,r> = nn 一 k, 当 二 n 时 ,r 二 0 这 时 方程 组 只 有 零 解 . 

(2 并 解 】 假 设 该 方程 组 为 hx = b, 和 矩阵 的 秩 r(4) = ~. 由 定理 可 知 当 7 二 nn, 方程 组 有 唯一 解 ; 当 + 二， 
方程 组 有 无 穷 多 解 . 
1 & 1 
2 开 到 
0 k 3 
(4 并 解 】 因 为 矩阵 4 的 秩 r(4) = 2 二 nn 一 1 = 二 4 一 1 = 二 3, 所 以 r(4") = 二 0,4* x 二 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 


。 1716 。 


(3 并 解 】〗 由 题 意 得 关 0,3 十 中 一 4 一 人 关 0, 即 当 & 天 二 时 ,方程 组 只 有 零 解 ， 


第 二 篇 ”线性 代数 
量 的 个 数 为 4 一 0 = 4. 
一 1 2 一 1 1 0 一 1 
(5 并 解 】〗 因 为 4 一 1 一 1 ||- 0 1 二 
一 2 | 1 0 0 0 
所 以 r(4) = 2, 即 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 3 一 2 = 1. 


zl 一 Za 一 0 


, 取 zs 一 1, 则 zs = xi == 1. 基础 解 系 为 (1,1,1)". 


Za 一 Za 一 

Ax 二 0 的 通 解 为 k(1,1,1)" ,为 任意 常数 . 

(6 并 解 】 由 题 意 知 :4a， 二 b, 且 A(Ci@i 十 Ct 十 … 十 Cas) = 二 b, 所 以 Cib 十 Cb 十 … 十 Cb 二 b, 即 
(CI 十 … 十 CD 一 D， 

所 以 Cl 十 Cs 十 … 十 CC 一 1. 

(7 并 解 〗3 方 程 组 Ax = 0 的 基础 解 系 为 Hp = (1,0,2)7,1 一 (0,1 ,一 1 所 以 ?一 r(04A) = 二 2, 即 
3 一 r(4) =2,r(A) Ts 


al 
所 以 4 = 区 


2Q2 


,假设 w 一 《an ,alz ,als). 


门 
由 An1 二 0, 得 (a ,aiz yais) | 一 al 十 2ais 一 0 @ 
BB 
I 
由 An: 二 0, 得 (a ,a1z ,a13)| 1 一 az 一 aa 一 0 © 
st 
Cl 
取 aa = 二 1, 解 @ 得 a = 1,an = 一 2. 所 以 m 一 (一 2,1,1),4 一 区 (其 中 锯 ,ks 为 任意 常数 ). 
2Q2 
1 2 3 1 2 3 
CT 1 2|, 所 以 |14|= |0 1 2|=5 尖 0, 所 以 (4) = 3. 即 4 满 秩 . 
= 二 小 = 弄 


要 使 得 Ax = 二 5b 有 和 解 , 需 使 得 系数 矩阵 的 秩 = 增 广 和 矩阵 的 秩 , 即 ~ 


1 
un 


1 2 3 
下 


2 
十 2 | 上 ,其 中 &1 ,kz ,ks 为 任意 常数 . 
1 1 


EL 下 多 
(9 并 解 〗 由 题 设 AsxsXsxs 一 B, 又 因为 | A4|= | 一 1 2 1|=0， 
0 11 
4 一 1 3 
所 以 1B|1=|AI|XI=0, 即 |2 kk 0|= 4 一 6 一 6k 十 2 一 0 一 一 一 2. 
2 一 1 1 
2. (1 这 解 】 因 为 与 ,&; 的 对 应 分 量 不 成 比例 ,所 以 ,6 线性 无 关 . 所 以 方程 组 Ax 一 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 
量 个 数 大 于 2. 
区 下 
HF Aa 1 mea- 3 1 2| 尖 0, 即 r(4) 一 3, 即 4 满 秩 , 又 因为 4 是 三 阶 和 矩阵， 
1 1 ,| 
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所 以 Ax 一 0 只 有 零 解 ,排除 A; 


一 1 2 1 1 二 =1 
对 于 B, 因 为 4 二 | 上 | 1 所 以 7(A) 二 2. 所 以 方程 组 hx 二 0 的 基础 解 系 所 含 解 


i 二 > 交 0 1 
向 量 个 数 :3 一 r(4) = 1 一 2, 排除 B; 
0 1 人 包 
对 于 C, 因 为 4 一 |0 2 |- 0 1 0|, 所 以 r(4) = 2. 所 以 方程 组 Ax = 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 : 
3 复工 0 0 0 


3 一 r(4) = 1. 排除 C; 利 用 排除 法 ,答案 为 D. 
(2 这 解 】 假 设 ,6&1 十 6 ;61 十 & 十 & 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 0 的 实数 ,ks ,ks 使 得 
Ei 二 ko (bi 十 6&2) 十 ka(&i 十 & 十 6&3) 一 0， 
即 (十 ks 十 R39) 十 (ks 十 ka)bz 十 ks 二 0. 因为 刀 ,61,6; 是 Ax 二 0 的 基础 解 系 , 所 以 661,62 ,6 线性 无 
关 . 于 是 


ki 十 kz 十 ks Ps 0 
| 十 有 二 必 ,所 以 i 二 kz 二 3 二 0, 矛盾 ,所 以 和 十 总 和 十 后 十 名 线性 无 关 . 因此 它 也 可 以 是 
Ra 一 0 

方程 组 的 基础 解 系 .所 以 ,答案 是 C. 


1 多 
(3 并 解 〗 对 于 A,B: 反 例 4 一 ji 2 |" 不 可 道 ， 


对 于 C, 假 设 A4 为 n Xn 和 矩阵 ,A 为 4 的 增 广 矩 阵 . 当 r(4) 二 7(4) 二 n 时 ,Ax = 二 b 有 无 穷 多 解 ,但 A 不 可 道 ; 
用 排除 法 ,答案 是 D. 
3. (1 并 解 ]D 系数 矩阵 


3 1 一 6 一 和 32 = 一 人 
六 三 中洲 2 二 3 | 
lS =6  & =6 3 六 二 一生 遇 


ed 8 = 一 上 一 私下 
一 |0 12 9 一 21 15 | 一 |0 4 一 
0 ,16 12 一 28 20 0 0 0 0 0 


Zi 一 5zs 一 6z3s 十 8zi 一 6zs 一 0 


和 
号 方程 组 二 十 3z3 一 7z 十 5zs 一 0 


人 
邻 zz 一 1,z4 一 0,zs 一 0, 得 ( 闻 , 一 辣 ,1,0,0)， 


令 局 =0zx 一 1 一 0, 得 (这 , 工 ,0,1,0) ， 
令吉 二 0,z4 一 0,z5 一 1, 得 (一 士 ,一 号 ,0,0,1) ,于 是 该 方程 组 的 通 解 为 
| 9 | [3] [= 
4 4 4 
3 a 一 
天 = 两 | | 韦 如 | 和 | 夺 训 | 《|. 
1 0 0 
0 1 0 
L 0 LQ J Ll1 
@ 系数 矩阵 
1 这 3 一 交 1 3 ee 3 一 此 1 3 
2 6 一 -过 0 2 0 QO = 1 三 志 == 缠 
i i 二 下 世 二 加 一 4 
3 过 = 一 8 | 0 0 一 8 1 一 坊 一 外 


. 
~ 
二 
Oo 
. 
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1 六 洛 一 六 i 3 
六 站 一 攻 二 
i 0 ,7(A) 二 r(4) 一 3,4 为 系数 矩阵 ;4 为 增 广 矩 阵 . 
Gv = 0 6 :1 6 
所 以 基础 解 系 含 解 向 量 个 数 为 2. 


Ti 和 3m 3z3 一 2 十 去 = 
rama 5x3 | 工 4 2x5 一 0 9 


Za 一 0 


令 工 1,xs 一 0, 得 (一 3,1,0,0,0)T， 
令 zs = 二 0,zs 一 1 得 (3,0,0,2,177， 

Xi 二 3zz 二 3x = 2 十 wy 二 3 
rere 5zs 二 x4 一 2zs 一 一 4 


Za 一 0 


令 zz 三 0, 得 zz 二 一 4,ZXx1 一 一 5. 


得 到 特 解 :( 一 5,0,0,0, 一 4,0)T. 


3 3 
0 1 0 
于 是 , 原 方程 组 的 通 解 为 :x 二 | 0 | 十 有 | 0 | 十 101. 
= 0 2 
0 0 1 
(2 并 解 〗 将 条 件 方程 与 原 方程 组 构成 的 增 广 矩阵 记 为 A. 
证 二 
| 0 二 扳 多 "一 7 8 
类 用 四 二 一 站 
| i 
1 二 尖 入 = 儿 和 1 9 0 4 一 17 
人 二 二 入 区 6 28 
i 0 | 
np 0 0 0 1: 50 0 0 0 0 0 


可 得 到 条 件 方程 与 原 方程 组 兼容 , 即 加 上 条 件 后 的 方程 组 与 原 方程 组 有 相同 的 通 解 . 
r(4) = r(4) = 2, 方 程 组 有 解 . 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 含 解 向 量 的 个 数 为 4 一 r(4) = 2; 


Zi 十 9zz 十 4zi 一 0 
齐 次 方程 

a 14zsz 二 Zs 一 不 页 一 0 
令 xz = 0,zs 一 1 得 zi = 一 4,zx; 一 工 ， 
令 zz 一 1,zs 0 得 工 9 ,zs Uy 


基础 解 系 为 : (一 4,0, 卫 ,1) ,( 一 9,1,7,0)7， 


Xl1 十 9zz 十 4x4 一 一 17 
非 齐 次 方程， & 14xs + 2 一 7 = 8 
令 zs 一 0,Z4 一 0 得 补 = 1 ,2 一 一 2， 
得 到 特 解 :(1, 一 2,0,0)T. 
1 二 4 
二 区 1 
所 以 全 部 解 为 :| ， | 十 所 | | 二 如 | 了 
2 
0 0 


附录 课 后 习题 答案 详解 


1 SS 1 : 0 3 1 : 0 J 3 1 : 0 
一 1 4 m : k 0 了 汶 十 二 和 k 和 有 丽 才 王 辣 ) 天 一 北 


@ 当 闫 却 一 1 时 ,r(4) = r(4) = 3, 方 程 组 有 了 唯一 解 ; 

@ 当 m= 一 1 时 ,k 关 1 时 ,r(A4) 关 r+(4) ,方程 组 无 解 ; 

@ 当 m = 一 1 时 ,k 二 1 时 ,r(4) = r(4) = 2 二 3, 方程 组 有 无 穷 多 解 . 此 时 基础 解 系 含 解 向 量 个 数 为 
3 一 r(4) = 1. 

齐 次 方程 组 :了 所 以 西 一 0 

7xz; 一 0 

取 zi = 1, 得 zx = 一 1. 基 础 解 系 为 (一 1,0,1)7. 
zi 十 3zz 十 zs 一 
725 一 工 


3 


,所 以 . 
» os 

3 1 3 
取 zs 一 0, 得 zi 一 一 方 . 非 齐 次 方程 特 解 为 (一 方 ,地 '0) . 


非 齐 次 方程 组 : 


区 
a 
所 以 通 解 为 工 一 十 和 


全 0 | ,其 中 ,为 任意 常数 . 
7 
0 
0 1 A 0 1 A 0 ll ; A 
oon | 六 +s -| 外 ats- Ta -at 
6 1 4 : 2+3 0 TT 二 多 = 上 3 0 站 过 和 1 
当 一 4 十 1 = 二 0, 即 1 二 1 时 ,r(4) = r(4) = 2 一 3, 方 程 组 有 无 穷 多 解 . 此 时 基础 解 系 含 解 向 量 个 数 为 3 一 
r(A) 一 1. 
齐 次 方程 组 :人 
一 22o 三 0 


取 zi 二 1, 得 zx, = 2,zl 三 一 1. 基 础 解 系 为 :( 一 1,2,1) 7. 
Zl 十 Z3 一 1】 
Za 一 225 ==1 


非 者 次 方程 组 ,| 
取 了 = 0 ,得 WY 3 et 隔 非 齐 次 方程 特 解 为 :(1， SN 1a0):, 


1 | 
于 是 , 通 解 为 zx = - 中 2 | ,其 中 ,k 为 任意 常数 . 
0 1 
Er 1 和 和 六 
_ |10232 3 0 一 和 部 a 
6 并 解 ]4 一 | 5 3 2 3 yl | 下 一 人 一作 a 
I 0 i 1 OE i 
1 1 1 1 1 10 0 1 2 i 
Ca | 这 人 5 
六 二 人 二 人 pe | | 下 六 下 械 大 
二 和 00 0 0 0 7 
1 Od 1 3 1 
pe :和 
5 和 和 曾 1 
000 0 0 : 0 


当 a 一 1 时 ,r(4) = r(4) = 3 二 5, 方程 组 有 无 穷 多 解 .此 时 基础 解 系 含 解 向 量 个 数 为 5 一 r(4) = 2. 
。 720 。 
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Xi 十 十 2xzs 一 0 
x 一 Zi 一 Z5 一 0 


Za 十 Zi 一 0 
令 z= 二 1,zs 二 0, 得 工 1,zxz 一 1,zi 一 一 1. 得 到 :( 一 1,1, 一 1,1,0)7. 
令 工 一 0,Z5 一 1 ,得 Xa 0 ,ze 1 ,Zz1 2. 得 到 :;( 一 2,1;,0,0,1)7. 


于 是 基础 解 系 为 (一 1,1, 一 1,1,0)T,( 一 2,1,0,0,1)7， 
2 十 Zi 十 2zs 一 1 
Hi 二 一 1. 


aT Ws = 1 


令 zx, = 二 zxs = 二 0, 得 壕 i J sg 1,za 二 1. 非 齐 次 方程 特 解 为 (1 ,一 1,1,0,0)T. 


1 = 2 
= 一直 1 再 
于 是 , 通 解 为 z 一 1 | 二 ki | 一 1 | 十 0 ,其 中 ,ki ,ks 为 任意 常数 . 
0 1 0 
0 0 


(6 并 解 】 假设 2Z101 十 zz 0a 十 Za 0a = PB, 求 解 方程 组 , 求 19Z2 ,TX3. 


1 一 : 1 1 1 一 : 1 
增 广 矩 阵 4= |2 a+2 b+2 :; 3|>io «a b+4 : 1 
0 —34 0 二 20 ;'—3 0 一 3 2& 十 20 : 一 3 


下 = 下 
一 > 。 a b+4 sl 
0 0 a6++12 : 0 
Q@a = 0,6 任 意 ,r(4) < r(4) ,方程 组 无 解 , 即 甩 不 能 表示 成 w ,as ,as 的 线性 组 合 ; 
@a 关 0,a 十 56 十 12 关 0 时 ,7r(4) = 3 一 r(4) ,方程 组 有 唯一 解 , 即 p 能 表示 成 a1 ,az ,os 的 线性 组 合 , 且 表 
XI 十 Xs 一 X3 二 1 
示 法 唯一 . wr 十 (6 十 4)zs = 1. 
(a 十 56 十 12)zxs3 一 0 


解 得 :zs 一 0,zs 一 二 ,zi 一 1 一 二 ,表示 式 为 :p 一 (1 一 1)a J To, 二 0m， 


(7 并 解 〗3 依 题 意 :在 第 二 个 方程 组 中 求 一 组 特 解 . 令 zs = 1, 解 得 zs = 一 1,zs = 一 1,zl 二 0. 将 该 组 特 解 代 入 
第 一 个 方程 组 中 得 :a = 1,6b = 4,c 一 4. : 
(8 并 解 】0O 由 第 一 个 方程 组 : 


这 二 二 
增 广 矩 阵 和 | 1 一 1 一 1 : -| 一 5 一 1 7 : 
$= 时 “= QO 3 WV 二 和 一 6 |; 2 
Tr 六 0 一 2 一 6 
Qe 和 二 1 0 一 2 ， 上 。 1 0 = 2 -| 
一 > 5 5 —> |0 5 1 =7 3 =25|= |0 1 © =r Al, 
训 0 = 基 i 0 WW 5 0 0 一 1 21: 5 
r(A) = r(A) = 3, 齐 次 方程 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 :4 一 r(4) 一 1. 
Xl 十 Xs 一 2zx4 二 0 
| 一 允 一 0 , 令 必 三 1, 解 得 zs 一 2,z 一 lz 一 1. 
一 23 十 2z 一 0 


基础 解 系 为 :(1,1,2,1)". 
“ T21 * 


附录 课 后 习题 答案 详解 


Xl 十 Xs 一 2x4 一 一 6 
pi = . 令 工 = 二 0, 解 得 x; 一 一 5,zs 二 一 4,zx1 二 一 2. 
一 ZX3 十 2z4 一 5 
非 齐 次 方程 组 的 特 解 为 (一 2, 一 和, 一 5,0) 
尝 妆 I 
一 全 1 
所 以 第 一 个 方程 组 的 通 解 为 = | .| 十 |, | 
0 1 
二 多 
A 一 2 一 4m 十 5 二 一 5 1 一 2 
四 将 |_， (A= 4n 十 5 一 一 11 ~ 
0 一 5 一 一 上 十 1 1 一 0 
bi bz Dim a 
bzl D22 “Dzn OQ2 a je 
(9 放 解 】 令 了 一 ee l ;A 一 ; ,其 中 @;(i 二 1,2,…,m) 为 A 的 行 向 量 . 
Dai Banz Dm ar， 
bu bz … bm Ql bu@i TT bin@n 
则 BA 二 i oy a We 人 本 bai@i 十 … 十 ponGn 
ba bm 0 La ban@i + bn Om 


因为 BA 的 行 向 量 都 是 方程 组 Rx = 0 的 解 ,所 以 R( > jos ) 一 0,G 一 1,2，…yz0)。 


所 以 DbaRaT = 0,G = 1,2, ,mm) ,Bh BORe) =0,0G=1,2,%°,m). 即 | BI.| Ra! |=0. 
k=1 


因为 召 可 疼 ,所 以 | B | 关 0, 所 以 Ra;™ = 0,(i 下 工 ,272) 即 A 的 每 个 行 向 量 为 Rx 一 0 的 解 . 
(10 并 解 】 因 为 >(4) = m, 所 以 方程 组 hx = 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 n 一 7(4) 二 n 一 m. 
假设 B= (及 , 房 ，…, 肥 。)wxow 为 nX (ln 一 m) 矩阵 且 7(B) ==n 一 m. 其 中 ,pi 为 B 的 列 向 量 (i 二 1,2,…， 


7 一 m). 


因为 4B i 0, 所 以 (Ap1 ,4p， ，""" , AP, ) = 0, 即 B 的 列 向 量 都 是 Ax Sy 0 的 解 . 又 因为 r(B) = n 一 m, 所 以 


Bb ,Pp 和 有， 为 Ax 一 0 的 基础 解 系 . 


所 以 满足 hu = 0 的 任意 向 量 都 是 遍 , 忆 ，… ,B_» 的 唯一 线性 组 合 , 即 存在 唯一 的 一 组 数 色 ,ks，… ,kn ,使 


= kiPB 二 kz PB 二 丰 训 sab 


ki 
k2 
令 有 = Chiykasenskem); 则 GG= (P,P Bn)| ,|= Bp. 
Bm 
(11 江 解 ]@O 必要 性 : 
考查 4xr 一 ) (1) 
A'™z=0 (2) 
brz=0 (3) 


即 要 证 明 : 若 (1) 有 解 , 则 (2) 的 解 必 为 (3) 的 解 . 
假设 x 为 (1) 的 解 , 则 Ax = b. 取 转 置 , 得 xTr4T = 克 . 又 设 z 为 (2) 的 解 , 即 4"z< 一 0. 则 


biz= x'A'z = x'0 = 0. 


所 以 z 为 (3) 的 解 . 


@ 充分 性 : | 
假充 hx 二 b 的 系数 矩阵 为 4, 增 广 和 矩阵 为 A. 


* (22 * 
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4rx 一 0 
考查 :I .A'x 二 0 工 . 
px 一 0 


理 


A 二 
因为 hrZ = 0, 则 7Z = 0, 所 以 (I) 和 (I) 为 同 解 方程 组 ,所 以 rCAT) 一 a )- 即 (4) 二 rc4). 所 以 


Ax = 二 b 有 解 . 
(12 并 解 ]O 充分 性 : 
设 |14|= 0, 则 方程 组 hx = 0 有 非 零 解 x 二 《bi ,6,,…,b,). 构成 矩阵 
bi 0 aan 0 


b, 0 i 0 
则 B 关 0, 且 4B = 0. 
@ 必要 性 : 
( 反 证 法 ) 假设 | A | 关 0, 则 47! 存在 .在 4B = 0 的 两 边 同 右 乘 A 1! 得 B= 0, 与 存在 一 个 n 阶 非 零 矩 阵 B， 
使 4B = 0 矛盾 .所 以 | 4|= 0; 
(13 江 解 】 令 4 一 (ao ,az ，… ,a,) ,其 中 ;为 A 的 列 向 量 (i 二 1,2,…,). 取 居 二 (0,%…*,1,*…*,0) (i 二 1， 
2,…,n) ,只 有 第 i 个 分 量 为 1, 其余 全 为 0. 则 
0 


Ap;=A 1 = = 0 132 9 NR), 


0 


所 以 A==0. 
1 
= 
(14 并 解 】 将 了 一 1 | 代 人 4x 一 六 得 到 1 4 十 c 一 1 一 0,a 一 ec. 
| 
2 1 12 0 , La 0 
增 广 矩阵 A = |0 1 3 1 T 人 ER 4 3 1 1 
1 1 
奉天 -了 0 0 as 4 0 0 
普 凋 Eee 二 生 旦 ， 
2 
由 1 过 
和 
1 半 半 1 :0 0 0 gO :wo WW 人 语调， 讽 


于 是 r(4) = r(4) = 2, 基 础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 4 一 r(A4) = 2. 
2z1 一 2zs 十 Zi 一 0 

齐 次 方程 ， Xs 十 3X3 十 X44 二 0 l 

令 za ee la 3 0, 解 得 Xz 一 一 3，71 二 1, 解 向 量 为 (1, 一 3,1,0)7. 

令 x 二 0,Xx4 一 2, 解 得 za 一 一 2,zi 二 一 1, 解 向 量 为 (一 1, 一 2,0,2)". 


1 1 一 工 
一 工 二 六 一 也 
所 以 通 解 为 十 十 
1 L 0 
一 1 0 2 


于 是 ,基础 解 系 为 (1, 一 3,1,0)7,( 一 1, 一 2,0,2)7, 又 有 特 解 妇 一 (1 ,一 1,1, 一 1) 7. 
» 723 。 
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1 
当 a 二 c 隆 友 时 ， 
闪 /证 二 这 0 2 1 二 
增 广 矩阵 了 = | 131 :1 一 01 3 1 1 |， 
了 人 立 一 。 : 方 一 a 


于 是 r(4) = r(4) = 3, 所 以 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 4 一 ~(4) = 1. 
27z1 一 2z3 十 2z 一 0 


齐 次 方程 ; Z2 十 3zs 十 Zi 一 0 


G 一 oz 十 (于 一 Oz 一 0 
令 一 2, 解 得 Ta 1 ,zs 1 yi 一 2, 解 向 量 为 (一 2,1, 一 1,2)7T， 


即 基础 解 为 (一 2,1, 一 1,2)7. 
又 有 特 解 1 二 人 一 


1 人 
= 浊 
所 以 通 解 为 | 村 过 和 | 
一 外 2 
1 4 1 4 1 1 a : 1 4 
(15 并 解 ]|1] a 1 : 1 : -| 区 一 了 lw : 0 一 6 
a 1 二 和 = 多 0 1l—a 1—& 一 让 一 = 六 二 和 
1 1 a : 1 4 
-| 大 一 .一遍 : 0 有 | 
0 0 (l=a)(2 和 2》 #3 =2=@&@ —®=& 


当 4a 二 一 2 时 ,对 于 B 的 任 一 列 向 量 ,都 有 x(4) = r(4) = 2 一 3, 所 以 矩阵 方程 4AX = B 有 人 解 , 但 解 不 唯一 . 
(C16)【 解 JDA1 一 5,4 一 bh 天 玉 , 由 定理 知 太一 矿 是 齐 次 方程 Ax = 0 的 非 零 解 
假设 六 ,Ti 一 人 线性 相关 , 即 存在 不 全 为 0 的 实数 ki ,k;. 
使 得 名 mm 十 km 一? 二 0， 
则 (gi 十 2)h 一 如 1 一 0, 方 程 两 边 同 乘 以 4. 
则 A{ (ki 十 ks) — kz 7) 0. 
(ki kz)An — kAn: = 0,An = An: = b, 
所 以 (ki 十 ks 一 ko)b 二 0, 即 kb 二 0. 
因为 b 关 0, 所 以 & = 二 0, 于 是 (1 一 ?2) 二 0. 
因为 四 关 E; 所 以 & = 二 0. 向 量 组 加 ,加 一 训 线性 无 关 . 
@ 因为 r(4) = n 一 1, 则 方程 组 hx = 0 的 基础 解 系 含 解 向 量 个 数 为 x 一 (一 1) 二 1.6, 人 h 一 华 都 是 4x 一 0 
的 解 ,所 以 8&,h 一 zh 线性 相关 . 即 存 在 不 全 为 0 的 ,ks ,使 得 
AiE 十 ACT 一 入 ) 一 0， 
ki€++ km 一 Ag 一 0， 
故 ,7 ， 线性 相关 . 


第 五 章 ”特征 值 和 特征 向 量 


习题 五 
1. (1 这 解 】 因 为 44: 二 A 4 = 二 | 4 |E, 所 以 对 于 任意 nn 维 向 量 a 有 AA*a=|A|FEz=|Ala. 又 B=AA'， 
所 以 5 是 B 的 特征 值 ,任意 维 向 量 @ 为 对 应 的 特征 向 量 . 
(2 并 解 〗 设 A 的 特征 值 为 41 = 1,%s = 一 1,4s = 2, 则 B 的 特征 值 为 Xi 一 211 一 3X1 一 一 1 入 二 一 5 3 一 4. 


。 724 。 
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(3 并 解 〗 因 为 4,47 具有 相同 的 特征 值 .又 B= A" ,所 以 B 和 A 具有 相同 的 特征 值 . 所 以 B 的 特征 值 为 :2 和 
1(= 重 ). 


0 0 和 -9 站 
(4 并 解 】 因 为 A,B 相似 ,所 以 14|1=1B1, 即 |0 0 1 =|0 y 0 | , 即 2 王 一 2y,y 一 1. 
0 工 六 0 0 一 1 
又 相似 矩阵 的 迹 相等 ,所 以 tr(4) = tr(B), 即 2 二 一 y 十 2 一 1> 工 一 0. 


(5 并 解 】 因 为 | A | 关 0, 所 以 A 可 道 ,不 妨 令 P= 4, 于 是 PP 4BP 一 4 'ABA = BA. 即 4B 与 BA 相似 ,所 
以 P= A. 

2. (DT 解 ] 假设 4 的 所 有 特征 值 为 hz，…. 则 14| = 一 ha … hs. 若 0 为 4 的 特征 值 , 则 | A | 二 0， 
4 不 可 闭 , 若 4 不 可 道 , 则 14 | 冯 0, 则 0 不 为 4 的 特征 值 ,所 以 答案 为 C. 

(2 并 解 】3 因 为 h, ,4 为 和 的 二 个 相 异 的 特征 值 .所 以 存在 非 零 向 量 ,四 ,使 得 45 二 和 46,An 二 X29 成立, 而且 
,了 线性 无 关 ， 

假设 存在 和 满足 :A(k1E 二 kn) = 二 AC(kiE 十 ko) ,又 AE = 和 6€,An 一 2 人. 

所 以 和 iE 二 和 和 D 二 谈 1&E 十 炎 z0) 即 (41ki 一 克 )E 十 (hzks 一 炊 2)9g 二 0. 

因为 &, 线性 无 关 , 所 以 入 一 从 1 二 0,4 二 入 ;hks 一 炎 s 一 0 一 和 .得 到 一) 与 hs 相 异 矛盾 ,所 
以 答案 为 C. 

(3 并 解 】 因 为 齐 次 线性 方程 组 (io 下 一 人 A)x = 0 的 基础 解 系 为 h 和 h ,所 以 方程 组 (XoE 一 A)x 二 0 的 全 部 
解 为 Cin +Cs CCC 为 任意 常数 ). 又 特征 向 量 不 能 为 零 , 所 以 4 的 属于 A。 的 全 部 特征 向 量 是 :Com 十 
Cs (Ci ,Cs 为 不 全 为 零 的 任意 常数 ) , 即 答 案 为 D. 

(4 解答 案 为 B. 

(5 六 解 ] 令 P=E, 则 P= E. 所 以 P'EP = EEE = E. 所 以 为 C. 

(6 并 解 〗 因 为 4 一 了 ,所 以 存在 可 逆 方 阵 也 ,使 得 P 4P = B. 

则 | 古 一 下 | 三 | 三 一 天:hP | 王 | 天 11 垦 一 API=! 和 一 和， 

所 以 4,B 有 相同 的 特征 方程 ,答案 为 B. 

一 3 一 人 一 1 

3. (1 并 解 】| A4 一 AE |= 0 二 一 让 4 (3 十 1)(1 一 入 ) 一 4 十 24(1 十 人) == 0. 

0 到 

当 ) 王 1 时 ,一 4# 十 4 一 0, 所 以 上 为 任意 实数 . 

QO@ 当 X= 1,t 关 0 时 ， 

0 1 一 2 
一 。 0 8 


一 此 “一 4， 疙 一 此 二 上 多 1 0 © 
A = | 2 -| 一 2 和 0 1 a 
t 0 0 1 0 0 Ll © 0 0 0 0 


所 以 r(4 一代 ) = 2, 即 方程 组 (A 一代 )x 二 0 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 
3—r(A—XiE)=3—2=1. 


人 


令 x 二 1. 得 x 二 2. 则 基础 解 系 为 HE 二 1 的 全 部 特征 向 量 
1 
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所 以 (4 一 垦 ) = 2, 即 方程 组 (A 一半)x 一 0 基 础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 3 一 (4 一 开 ) =3 一 2 = 1. 


0 
1 0 
相应 的 方程 组 为 | a 令 x 二 1, 得 x 一 2. 则 上 基础 解 系 为 下 4 二 1 的 全 部 特征 向 量 
2 人 1 
0 
1 
一 1 
—A 1 
(2 并 解 】 依 题 意 得 : | 4 一 XE | 一 EE = (0" 一 0A= 0， 
一 和 1 
一 A 
1 
0 1 
则 A 一 并 = 四 Re Eo ee 
全 
0 
所 以 方程 组 (4A 一代 )x 一 4x = 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 n 一 (n 一 1) =1. 
Z2 一 0 
3 一 0 
相应 的 方程 组 为 4 ， “，, 令 zi 一 1, 得 基础 解 系 为 (1,0,…,0)"， 
zu 一 0 
1 
0 
于 是 = 0 的 全 部 特征 向 量 为 | ,| (& 夫 0)， 
0 
CI dl2 ”Qin 
Q21  Q22 ”a2n 二 
(3)【 解 ] 假 设 A4 二 |， .， ， |, 依 题 意 得 : >)ax = a(i= 1,2,…,n). 
1 » | 3 k=1 
Un Un “* Um 
1 1 


1 1 
车 4 二 a 是 4 的 特征 值 , 且 (1,1,…,1)" 是 其 对 应 的 特征 向 量 , 则 A| . |=a 


n 
3 yi 
k=1 


dz 22  Qa2n 1 ok a 1 ee 
又 因为 | . . De a i a 


DJ an 
4=1 


所 以 4 = a 为 4 的 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 为 (1,1，…，,1)7， 
因为 4 可逆 ,所 以 4-: 的 特征 值 为 二 ,对 应 的 特征 向 量 也 是 (1,1，… ,1)7. 
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二 | 1 | 1 1 
即 4 | ,| 一 二 | ; | .所以 4- 的 每 行 和 为 工 ， 
1 J 
Ax=0 /A 
(COI 解 】 考查 方程 组 (全 0.7() 壹 "(4) 十 r(B) 过 所 以 方程 组 有 非 零 解 4， 


则 解 向 量 a 为 4,B 的 公共 特征 向 量 ,对 应 的 特征 为 * 二 0. 


2 一 2 
(5 放 解 】 a 一 2 一 1|. 通 过 初等 变换 求 出 P， 
2 1 2 
和 2 泛 到 1 0 0 
即 12 二 ET : 1 OI = 一列 
2 1 2 :001 1 3 6 | 
1 2 一 2 1 0 0 
并 2 一 ? 0] 
= 2 Ea 
-| 二 六 消 = 史记 3 Q 3 
lo0 0 -9 2 1 一 ?| 省 工 记 
0 0 1 3 5 : 
- 1 2 27 
2 并 
人 9 9g 9 
2 二 2 
anit 9 9 9J 
1 22 
所 以 P 一 总 2 一 2 1 |, 由 题 知 4 的 特征 值 为 1,2,3. 
二 六 二 让 
1 ”六 1 让 
所 以 PAP 一 广 2 —2 1la|l2 -2 —1l= lo 2 101, 
三 久 二 洲 ) hl 次 1 二 各 0 0 3 
1 0 0 1 2 -2/10 0lf1 2 2 
所 以 A=Plo 2 olP*= 计 |2 -2 -1||lo 2 0 yl 
0 0 3 2 1 ?jloo3sjl- -1 2 
和 
并” 站 一 外 
| 3 -之 
= 地 | 0 15 -6l=| 。 3 |. 
人 攻 
3 3 
-一 = 名 2 y 0 0 
(6 并 解 〗】 因为 4 相似 于 B, 所 以 1|A4|=|1B|, 即 | 0 1 0|=|10 1 0|, 一 z= yQ@, 又 相似 矩阵 
a | 


有 相同 的 迹 , 即 tr(4) = tr(B), 所 以 z= yy 十 2@. 
求 @@ 得 x = 1,y = 一 1. 
由 B 的 表达 式 知 :4 的 二 个 特征 值 为 * = 一 1,4 = 1( 二 重 ). 


当 4 = 一 1 时 ， 
0 2 2 
tpeonl 2 0|x 一 0， 
人 0. 沁 
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0 一 2 2 0 性 
0 2 0I 一 |9 0 | ar 
0 0 2 0 0 0 


所 以 方程 组 (4 十 E)x = 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 :3 一 r(4 十 E) = 1. 


六 二 而 
相应 的 方程 组 为 | 一 令吉 一 1 于 是 ,得 特征 向 量 为 ， 中 
0 
7 
TT 0 et 
0 0 0 


方程 组 (4 十 E)x == 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 r(4 十 E) 一 2. 
相应 的 方程 组 为 zi 十 zz 一 x3 = 二 0. 令 zz 二 1,zs 一 0, 得 x;3 二 1; 
令 zi 一 0,Z2 一 1 ,得 zs 一 1. 


0]| fn 
于 是 二 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 | ， | | 
于 所 


j 源 于 
所 以 矩阵 己 一 1 0 
0 1 1 


[R 十 1 0 1 k+l] 0 1 
(7 并 解 】 B= (KE 十 A)’* = 0 k 十 2 ,| k 十 2 ,| 


L 1 0 k 十 1 1 0 天 十 1 
[十 ID 十 1 0 2k 十 2 
一 0 (k++ 2)? 0 ， 
| 2k 十 2 0 (gk 十 1)? 十 1 
(k 十 1)? 十 1 一 4 0 2k 十 2 
1B—X:E|= 0 锯 十 加? 二 0 
2k 十 2 0 Ck 十 1)? 十 1 一 A 


二 [CR 十 1)? 十 1 一 Aj?[Ck 十 2)? 一 4] 一 4C(k 十 1)*[Ck 十 2)* 一 A = 二 0. 
解 得 和 一 尼 ,= (4 十 2)*( 二 重 ). 要 使 B 可 对 角 化 ,只 须 验 证 当 Xs 二 (& 十 2)*,(B 一 亿 )x 二 0 有 两 个 不 


同 的 解 向 量 即 可 . 
当 和 一 (十 2)? 时 ,十 1)? 十 1 一 A 二 民 十 2k 十 1 十 1 一 有 一 48 一 4 二 一 2k 一 2， 
(RE 十 1)2 十 1 一 人 0 2 十 2 
及 一 ) 一 | 0 (RE 十 2)2 一 人 0 
2k 十 2 0 (k 十 1)? 十 1 一 4 


| 


一 2k 一 2 0 2 二 2 一 2k 一 2 0 2 十 2 
0 0 0 - 0 0 0 ， 
25 十 2 0 一 中 一 2 0 0 0 


7(B 一 XE) 一 1, 所 以 方程 组 (B 一 iEE)x == 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 r(B 一 六) 二 2. 所 以 B 可 


(k++ 2)? 0 0 
以 对 角 化 . mtr 0 (k 二 +2): 0 
0 0 k’ 


当头 一 2,k 关 0 时 ,B 的 特征 值 都 为 正 ,此 时 ,B 为 正定 阵 . 
(8)【 解 】 因为 4 的 特征 值 为 1,2,…,n, 所 以 24 十 E 的 特征 值 为 2i 十 1(i 二 1,2,…,n). 所 以 124 十 E|= 


I (2 十 1). 
i=1 
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(9 并 解 〗】 1A 一 XE |= 


(2 一 人 )(1 一 人 ) 一人) 一 42 一 人 ) 十 4 一 0， 


四 一 站 
A 2 一 1 加 一 4 (1) 

下 面 求 可 逆 和 矩阵 避 . 

@ 当 ) = 一 2 时 ， 


本 =2 0 2 二] 0 全 二 二 0 
A++2E= |—2 “一 | 到 | 和 2 -站 1 十 
0 一 2 2 0 下 0 0 0 


于 是 ~(4 一 逢 ) = 2, 基 础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 r(4 一 证 ) = 1. 


27zl 一 Za 一 0 
相应 的 方程 组 为 ，- 令 加 一 2, 解 得 z 一 2 一 1 


2 二 
1 
Wa 
2 
@ 当 Xs == 1 时 ， 
1 一 2 0 1 一 2 0 1 一 2 0 
| 0 | 一 4 -站 -| 2 | 
0 一 2 1 0 一 2 一 1 六 志 
于 是 r(4 一 公 ) = 2, 基 础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 r(A 一 X:E)= 二 1. 


[™ —2xs 三 0 


(27xzz 十 X73 三 0 


相应 的 方程 组 为 


. 令 工 ; Ss 2, 解 得 Xs = 一 1,x1 一 一 2， 


一 2 
则 4 == 1 的 特征 向 量 为 - | 
区 


@ 当 %3 一 4 时 ， 


一 0 1 1 0 1 1 必 
A—4E= 2 3 2 | = |0 1 2l=w |0 1 2 
(0 0 1 2 0 0 0 


于 是 r(4 一 炬 ) = 2, 基 础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 (4 一 诺 ) = 1. 


zi 十 za 一 0 。 
相应 的 方程 组 为 | 2 


xz 十 2zs 一 0 


2 
则 = 一 4 的 特征 向 量 为 - :| ;又 由 (1) 知 ,A 可 对 角 化 . 
1 


1 一 2 2 一 2 0 0 
所 以 U= |2 一 1 | 1 中 
基 ， 温 1 0 0 4 
1 一 1 2 0 
(10 江 解 】 | 4 一 大 |= 0 2 一 0 一 (1 一 M)(1 十 1)(2 一 人 ) 一 0， 
一 2 ”一 1 一 1 一 ， 
4 二 1 = 2 一 一 1,4A 有 三 个 不 同 的 特征 值 , 即 4 可 以 对 角 化 ,下 求 可 逆 和 矩阵 D, 使 得 0 4U 二 A. (4 为 对 角 
QO@ 当 如 = 二 1 时 ， 
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r(4A 一 证 ) 二 2, 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 r(4 一 XE) = 1. 


i 中 3 一 0 
相应 的 方程 组 为 人 ne 


Z2 一 0 


一 ] 
we 
1 


@ 当 Xs = 2 时， 
—1 2 0 = 台 0 
A=2E= 0 0 0 -| 0 | 
= 0 =—=3 一 
于 是 (4 一 是) = 2, 基 础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 r(4 一 XE) = 1. 
相应 的 方程 组 为 | 一 
一 5zy 一 3zs 一 0 5 5 


6 


本 

则 X = 2 的 特征 向 量 为 | 3 | . 
5 
二 


@ 当 hs 一 一 1 时 ， 


2 2 0 2 2 1 0 
4 十 五 一 0 3 0| 一 |0 3 0| 一 |0 1 0|， 
下 0 1 0 0 OO 


于 是 r(4 一 公 ) = 2, 基 础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 为 3 一 r(4 一 EE) = 1. 
和 2 一 0 
相应 的 方程 组 为 (令吉 一 1 解 得 z 一 0,z 一 0， 
0 
则 4 = 一 1 的 特征 向 量 为 : 
1 


0 


6 
5 
令 0U=| ，_ 3 0|, 下 求 U 的 逆 答 阵 U7 
5 
1 


r 6 
-1 一 号 。 1 0 0 i Bi 由 
3 | 0 10 
0 -总 0 0 1 0 5 
1 Ta 0 0 1 0 -到 1 i 0 
0 0 = 多 0 0 0 三 和 六 渤 省 
1 i 2 
lo 二 0 0 -于 0| .lol0 0 一 也 of 
1 1 
of 021 1 一 村 1 8 人 1 一 村 1 
1 六 必 
5 
= 0 
所 以 rr 一 | "0 一 3 
1 
1 一 到 1 
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6 0 
个” 必 剖 i 坟 0 5 
MOA" = | Vel| 0 | 人 
th tl 9 外 1 一 了 
二 3 
2 一 2 0 
= 0 2100 0 
0 (2m) 1 


C11 氏 解 〗 工 ) 由 题 设 可 得 以 下 递 推 关系 : 


第 年 一 月 份 统计 的 熟练 工 和 非 熟 练 工 所 占 百分比 分 别 为 x 和 y, ,熟练 工 的 言 , 即 万 z, 支援 其 他 生产 部 


门 ,缺额 招收 新 的 非 熟 练 工 ,所 以 总 的 非 熟练 工 为 二 十 y. 到 第 nn 十 1 年 ,其 中 的 三 成 为 熟练 工 , 二 还 是 非 熟 
练 工 . 所 以 得 到 

| 一 证 十 去 ( 言 z 十 yn) | 一 二 = 让 到 

， 即 


Sil de 3 
Yr 一 局 ( 6 Trt yn) Yntl 10z 十 5 


] 号 2 
四 


(了) 车 加 二 加 ES 六 


alw cn 


9 

Tntl 10 
ml | 

Vnt1 1 


10 


La 
411 = Aimh 
Anz = 12772 
re 2 
中- 四 区 过 me | | 是 4 的 特征 向 量 ,相应 的 特征 值 为 二 前 
0 
4m — | | 3 em ns 
和 写 喜 
各 要 
一 计 1 1 2 
cmD 假设 P 一 上 [ 由 王 = 志 | re- a 
1 0 有 | 0 4 二 (去) 4 一 4( 去 ) 
= 
由 ( 工 ) 知 ， 
1 
A] 
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| ( ) 4 一 4( ; ) : 
Yi ears( 二 7 
(12 氏 解 】3 由 题 设 知 :471; 一 Ai (Ci 一 1 2，7r) ,AE; 一 60 一 1 2，…5). 
假设 wh ，… 丰 ,8 线性 相关 , 则 存在 7 十 ;个 不 全 为 零 的 常数 …k, ,ki…kwis ,使 得 局 和 h 十 … 十 ;十 
有 NE 十 … 十 RE 一 0 成 立 . 
两 边 同 乘 以 4, 得 4( 语 们 十 … 十 怀 9) 十 和 CHE 十 十 人 th) 一 0 
于 是 (局 全 十 … 十 有 有) 十 和 (CE 十 …… 十 有 ) 一 0， 
所 以 (局 全 十 …… 十 用 人) 一 A 《hh 十 … 十 91;) 二 0， 
所 以 (AN 一 12)(Cmh 十 … 十 Rom ) 一 0. 
又 因为 几 天 ,所 以 及 人 十 … 十 &T1, 一 10. 


因为 1372" 线性 无 关 , 所 以 ki=k,= "=k,=0, 
所 以 kt & > bt 一 0. 
因为 ,2 js 线性 无 关 , 所 以 RH 一 RH 一 光一 Ar 一 0 与 假设 矛盾 . 


即 M1 Nr | sb 线性 无 关 . 


1. (1 六 解 】 由 题 意 可 得 :A = 


SS SO WW 擂 
OO ~ MY 


2x? 十 3x3 十 4Xizxz 十 8X1ZX3 一 2X2Xs. 


(2)【 解 】 由 题 意 可 得 :f(x1 ,xz ,zs) 二 zf 


hE 
(3)【 解 4 = 二 了 | ; 1 > 0 ll! 中 
= 
二 癌 “= 一 小 
且 | 至 工 2 = >058+4<0, 一 后 <t<0 @ 
-和 济 ，, 站 


由 O@ 知 : 当 一 千 过 + 之 0 时 ,二 次 型 


flxiszz sts) = XI 二 zi 二 5x4 二 2trizz 一 2zlzs 十 47z7s 是 正定 的 . 

(C4)[ 解 ] 假设 x 二 A 1y, 则 xT 二 y(471)T 二 (AT)7 ,又 因为 4 为 实 对 称 可 道 矩阵 ,所 以 碳 (4 "二 yA'. 
以 f=xiAx=yA'AA'y=y A'y. 

(5 六 解 】 因 为 4 的 特征 值 为 1,2,…,n, 所 以 碟 一 A 的 特征 值 为 1 一 1,t 一 2,…,t 一 .车 碟 一 A 是 正定 的 , 则 
El OE 0 0 

所 以 1: 汪 >n 时 ,三 一 A 是 正定 的 . 


0 1 0 0 9 0 
2. (1 江 解 】 对 于 A: 令 4== 。 0 | ,B= | 0 | 
0 0 0 0 


Tl 
四 ,XTAx 二 xTBx 二 zizxz ,所 以 排除 A. 
3 
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E 1 
0 v0 lo 
对 于 B: 取 反例 A 二 |1 0。 0|,B 二 10 0 0|,x'Ax 一 x'Bx, 所 以 排除 B. 
2 0 0 0 | 
[og % 
1 
pi 0 二 
对 于 C: 取 反例 A 二 |0 0 | ,了 B 一 | 0 0|,xAx 一 Bx, 所 以 排除 C. 
Lo 0 2 
0 0 0 


用 排除 法 , 选 D. 
2 pa 
(2 并 解 】 一 阶 主 行列 式 为 2 之 0, 二 阶 主 行列 式 为 | | 一 2>0, 三 阶 主 行列 式 为 |0 1 
0 2 


2 > 0, 所 以 答案 为 D. 
(3【 解 】 因 为 4,B 均 为 n 阶 正定 矩阵 , 则 A" ,B” 也 均 为 n 阶 正定 矩阵 ,所 以 A“ 十 B" 为 n 阶 正定 矩阵 . 所 
以 ,答案 为 A. 
3. 计算 证 明 题 
yi 一 一 2zl 十 Za 十 Zas 
(G 江 解 】 wa = Ww ， 
ys 一 Ti 十 Ta 一 2zs 
则 Fn yy) 一 2 十 2 十 2 


@ 依 题 意 , 令 ( 一” Yor rT? = 2 OO— Yo Ta = OO— Yl 
Zan = Yi 二 yan y Tonl 一 32 yar Tat = Yn Yntl 

则 f(z1 ,x2 Tn) = ZIlZon 二 Tz TX2ni 十 "十 TnTntl 

= (yi — yan) Vi 二 yar) 二 ye CO— Yar) yz Yan) 二 (Yn Yn) Cn + Yr) 
Se 


1 六 2 
OD WK 5 | 


2 =10 .2 
11 一 和 8 2 
5 一 和 10 8 8 
| 4 一 左 | 三 8 5 = 有 10 | = (11 | 四 [ta | 
16” 次 一 关 和 多 10， 2 一世 
2 -10 2 一 站 
一 一 和 3 十 1812 十 814 一 1458 一 0， 
解 得 :A1 一 9 一 18, ha 一 一 9. 
所 以 可 用 正 交 变 换 将 原 二 次 型 化 成 以 下 标准 型 ; 
(yi ,yz yys) = 9 十 18y2? 一 8567， 
2 32 
om, -was4- 1 中 
为 了 
下 一 这 2 
| 4 一 生 | 三 2 1 一 和 有 
2 2 工 一 六 
| 2 - 四 8 | | 2 | 
2 t==% 2 1—A 1 一 2 


一 (1 一 1)3 一 12(1 一 1) 十 16 一 0， 
解 得 :Ai = 一 1,43 三 5. 
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所 以 可 用 正 交 变换 将 原 二 次 型 化 成 以 下 标准 型 : 
fy »Y2 ，y3 ) = yu 一 3 十 By 


20 QO '0 
(3 并 解 】3 二 次 型 对 应 的 抢 阵 为 4 = | 3 | 
0 1 六 


2a—A 0 0 
0 3 一 1 
0 1 3 一 ) 

一 (2a 一 1)(3 一 1)2 一 (24 一 人 ) 一 0， 
解 得 1 一 2a 二 4,h 一 2. 与 上 一 好 十 ay 十 py 矛盾 ,所 以 该 题 无 解 . 
(4 并 解 】 假 设 和 为 4 的 特征 值 , 因 为 4 十 4h2 十 4 一 3 已 ,所 以 1 十 1 十 1 一 3 一 0. 解 得 三 1 一 


一 二 和 一 时 -一 1 士 M2i. 因为 4 为 实 对 称 矩 阵 ,所 以 只 能 有 一 1 一 一 1 士 X/2i 舍 去 .所 以 4 为 正定 矩阵 . 


(5 名 解 】3 因 为 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 全 大 于 a , 实 对 称 矩 阵 下 的 特征 值 全 大 于 2 ,所 以 (4 一 嗓 ) 十 (4 一 磷 ) 
的 特征 值 全 大 于 0, 即 (4 一 aE) 十 (4 一 碟 ) 为 正定 阵 . 

假设 4 为 4 十 B 的 特征 值 ,相应 的 特征 向 量 为 x, 则 (A 十 B)x = Xx. 
于 是 [(A 一 aE) 十 (B 一 bE)]x= (MA+B)x— (lait)Exr = [A (Cato)]x 
所 以 一 (a 十 人 为 (4 一 喇 ) 十 (4 一 更 ) 的 特征 值 . 又 因为 (4 一 aE) 十 (4 一 碟 ) 为 正定 阵 , 所 以 4 一 (a 十 5) 二 
0, 即 A 二 a 十 5. 

(6 郊 解 】“ 充 分 性 ”( 反 证 法 ) 

反 设 r(4) 二 n, 则 | 4 |= 0. 于 是 和 =0 是 4 的 特征 值 ,假设 相应 的 特征 向 量 为 zx, 即 4x 二 x 二 0x 二 0(z 关 
0). 所 以 xT47 = 0. 

所 以 xT(AB 十 BTA)x 一 xT4Bxr 十 xzTBTAr 一 0, 与 4B 十 BT4 是 正定 矩阵 矛盾 ,假设 不 成 立 , 所 以 ~(4) 三 并 

因为 >(4) = n, 所 以 4 的 特征 值 41,X;，… ,4, 全 不 为 0. 

取 B= A, 则 AB 十 BTA = AA 十 A4 = 24:, 它 的 特征 值 为 

2XA17 ,2427，… ,24,? 全 部 为 正 , 所 以 4B 十 BA 是 正定 矩阵 . 

(7 并 解 ]J@ < 因为 4B = BA , 则 (4B)T = BIT4T == BA 二 AB, 所 以 4B 为 对 称 矩 阵 . 

因为 4 为 正定 矩阵 ,所 以 存在 可 逆 抢 阵 王 使 得 4 = 已 P; 

因为 再 为 正定 矩阵 ,所 以 存在 可 逆 和 矩阵 Q 使 得 也 = QQ. 

所 以 0OC4B)0- = CCPTP)(OTO)0O 1 = OPTPOT = (PQT)T(PQ"7). 因 为 POT 可逆 ,所 以 (PQO") "(PQ') 为 正 
定 矩 阵 . 上 式 表明 4B 相似 于 正定 矩阵 ,又 因为 4B 对 称 ,所 以 4B 是 正定 矩阵 ， 

@ 四 二 因为 A,B,4B 均 为 nn 阶 正定 矩阵 ,所 以 A,B,AB 均 为 二 阶 实 对 称 和 矩阵 , 即 47 一 4,BT = B,AB = (4B) ”一 
BTAT 一 BA ,所 以 A 与 B 可 交换 . 

(8【 解 ](E 十 eA)T 二 EE 二 eAT 二 EE 十 eh , 且 又 e 为 充分 小 的 正 数 ,所 以 EE 十 eh 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 .对 于 nn 阶 
实 对 称 和 矩阵 4 ,假设 它 的 特征 值 为 入 ,X32，… ,4 ,EE 十 eh 的 特征 值 为 1 十 Qi,1 十 Bz ,1 十 

令 和 一 max(|hl, |X 1,… ,|4, 1), 取 e 使 2 二 1. 

又 s>0>0, 所 以 以 二 0. 
则 1 十 ai 之 0;1 十 Qs >0,…,1 十 ga 二 0, 所 以 五 十 为 正定 矩阵 . 


14 一 三 | 三 = (2 一 人 ) 


1 


1 一 尼 
(9 放 解 〗 依 题 知 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 4 = 1 a i 
i 1 
因为 二 次 型 FCm yz yz) 二 x? 十 az? 十 如 十 2Xizz 一 2arizs 一 2xzzs 的 正 负 惯性 指数 都 是 1, 所 以 矩阵 A 
有 一 个 为 0 的 特征 值 ,所 以 对 应 的 行列 式 | A |= 0. 
1 一 忆 
1 a 1 
二 光一 于 


于 是 | 4 | 三 一 4 十 十 a 一 4 一 1 一 1 一 3a 一 中 一 2 一 0， 


第 二 篇 ”线性 代数 


所 以 a = 一 一 2,a = 1, 


@ 当 a= 二 1 时 ， 
1—X 1 一 1 
1 一 一 1 一 一 1 
14 一 灵 | = 1 1 一 人 一 1 =a-»| -| + | 
A 1 1—X 一 1 
一 1 一 1 1—X 
一 (1 一 人 ) 十 2 一 (1 一 人 ) 一 (1 一 2) 一 (1 一 人 )， 
解 得 A = 0( 二 重 ) ,hs = 3. 和 二 次 型 的 正 负 惯 性 指数 都 是 1 矛盾 ; 
© 当 a = 一 2 时， 
1 一 和 2 
一 2 一 1 一 1 1 2 2 
|1A—XiE|= 1 2—A 1 | 人 代 | -| +a 
J 1 一 和 1 1 一 和 2 1 
2 一 1 1 一 人 


王 一 (2 十 1)(1 一 ))2 一 4 十 4(2 十 人 ) 一 (1 一人) 一 (1 一 人) 
= 一 入 十 2X 一 入 一 2 十 要 一 钢 ?十 2 十 仙 = 一 入 二 9 = 二 0， 
解 得 二 0 一 3, 3 一 一 3. 所 以 a = 一 2 为 正确 答案 . 
于 是 f(zi ,zzyza) 一 好 一 2 好 十 2 十 2zlzs 十 4z1zs 一 2zz2za。 
在 (1,1,0) 处 的 法 矢量 为 
严 一 《221 十 2zs 十 4z5， 一 4zz 十 22zi 一 2zs，2zs 一 2zs 十 4zi) lin 一 (人 4, 一 2,2)， 
所 以 在 (1,1,0) 处 的 切 平 面 为 :2(zl 一 1) 一 (zz 一 1) 十 za 一 0, 即 2z 一 zs 十 zs 一 1. 
〈10 并 解 】3 对 于 实 二 次 型 f = 二 x"Ax ,存在 正 交 变换 x = Qy ,使 得 : 
f =A 二 hz ya? 十 … 十 Mayn2. 
其 中 ,XA1 ,Xs，… ,4s 为 A 的 全 部 特征 值 .不妨 假定 :A 志和 声 … 声 久 . 
则 XA.x x=Ay QQy = Nly y, 
Ma 一 My QQy = Ay y, 


依 此 类 推 : 
Mx X= hy QQy = hy'y, 
Al se.0 0 
于 是 ,x?Ax 二 yQAQ0y =y | y= 二 haya? 十 十 Anyn. 
0 ee Ns 


又 和 yy 二 hy 十 和 ya? 十 十 jyn2?， 

hyTy 一 My12 十 Myz2 十 … 十 Mayn2， 

且 人 委 a 和 委 … 委 ). 
所 以 1Jy7 委 xTh4x = 和 yy 二 hye 十 十 A yn 鞍 Any Ty 

所 以 Aixtx 过 x Ax 过 Ax'x. 

当 寻 十 姥 十 … 十 刀 二 1, 即 当 xx 一 1 时 入 xThx 委 1 

由 )xzTx 一 7OIOy 二 yy 知 , 当 yy 二 1 时 ,xTx 二 1. 取 y= 二 (0,0,…,1)T 时 ,相应 地 ,x 有 xTAx = 
Ay 十 hzya 十 十 Mnyn 二 Ax. 

所 以 f 在 条 件 xi 十 zz 十 … 十 zs 二 1 下 的 最 大 值 恰 为 矩阵 4 的 最 大 特征 值 . 
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第 三 篇 ”概率 论 与 数理 统计 


第 一 章 ”随机 事件 和 概率 


1 CT 解 因 为 PUB = PIPEB) = PAB),PAUBUC = PANBNO = PABC). 
所 以 ,PCAB 一 C) = P(AB — ABC) = P(AB) 一 P(ABC) = 1 一 P(AB) 一 1 十 PCABC) 
一 0.97 一 0.9 一 0.07. 
(2 江 解 】 令 A = {二 件 产品 中 至 少 有 一 件 是 不 合格 品 } ,B = {二 件 都 是 不 合格 品 }, 则 A 站 B= AB = {二 
件 都 是 不 合格 品 }. 


Gs 
P(AB) _P(B)_ Ch _ 1 
POA) PA) 1 GO 5 


2 

10 

(3 并 解 jn = 100, 所 以 标准 差 D = 二 V100p(1 一 旋 ). 
dD 100(1—p)—100p 100(1— 2p) 

dp 2 Vi00p(1— p) 2 V1i00p(l1— p) 


解 之 得 :p 一 十 .于 是 最 大 标准 差 为 D 一 /100X 序 X 也 一 5 


(C4)【 解 ] 假设 落 点 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 ,D 为 半圆 . 则 依 题 意 可 知 ， 
PCX,YD E D) 一 上 十 ra? 二 1, 其 中 此 为 比例 系数 .所 以 & 一 二 


P(B | A) 


一 0. 


2 
假设 D, = {D 中 落 点 和 原点 连 线 与 轴 夹 角 小 于 地 的 区 域 }， 


2 


(村 xz 十 去 o) 一 1 


2 Ll 
(5 并 解 】 因 为 P(AB) = P(A) 十 P(B) 一 P(A 十 B) 一 0.4 十 0.3 一 0.6 一 0.1， 
所 以 P(AB) = P(A)— P(AB) = 0.4—0.1= 0.3. 
(6 并 解 】 假 设 A = { 订 日 报 },B = ( 订 晚 报 }. C= {至 少 订 这 两 种 报纸 中 的 一 种 }. 则 由 题 意 可 知 C= A 十 B. 
由 已 知 P(A) = 0.5,P(B) = 0.65,P(C) = 0. 85. 
所 以 P(AB) = P(A) 十 P(B) 一 P(A 十 B) = 0.5 十 0.65 一 0.85 二 0.3. 
(7 并 解 】 设 A; 事件 表示 第 i 台 机 器 运转 不 发 生 故 障 (i 二 1,2,3). 
则 PCA1) = 0.9,P(As) = 0.8,P(A;) = 0.7, 因 为 “至 少 有 一 台 发 生 故障 ” 的 对 立 事件 为 “全 都 不 发 生 故障 ”. 
所 以 PCAi 十 As 十 Ai) = P(A1As:A;) = 1— P(AiAsAs) = 1 一 PCA)P(A:)P(A;) 
=1—0.9X0.8X0.7=0.496. 
(8 并 解 】 假 设 事件 A,B,C 表示 元 件 A ,B,C 完好 . 
由 已 知 P(A) = 0.7,P(B) = 0.8,P(C) = 0.9. 因为 元 件 B,C 并 联 且 与 A 串联 ,所 以 事件 线路 完好 = A(B 十 
C) = 4AB 十 AC. 
P[A(B+C)] = P(AB+AC) = P(AB)+ P(AC)— P(ABC) 


则 PCCX,Y) € D1) 二 kX Di 的 面积 


ABC 损坏 与 否 相 互 独立 (4) p(B) 十 P(A)P(C) 一 P(A)P(B)P(C) 
0.7X0.840.7X0.9—0.7X0.8X0.9= 0.686. 
所 以 P( 电 路 断路 ) = 1 一 0. 686 二 0. 314. 
(9 并 解 】 设 X 表示 甲 进 球 数 ,Y 表示 乙 进 球 数 . 
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由 题 知 :P( 甲 比 乙 进 球 多 ) = P(X= 3,Y==2) 十 P(X=3,Y=1) 二 P(X= 3,Y = 二 0) 十 
P(X=2,Y=1)+P(X=2,Y=0)+P(X=1,Y= 0) 

= P(X= 3)P(Y = 2)+P(X= 3)P(Y = 1)+ P(X = 3)P(Y = 0)+ 
P(X=2)P(Y =1)+P(X= 2)P(Y = 0)+P(X = 1)P(Y = 0) 

一 0.73。CI .0.4.0.6: 十 0.73。C? 。0.42。0.6 十 0.73 。0. 43 十 
Ci"0.3 .0.72 CI 。0.6.0.42 十 CQ。0.3.。0.72 .0.43 十 CI。0.7。0.32 。0.43 

一 0. 43624. 

(10 并 解 〗3 设 A 表示 甲 单独 译 出 密码 ,B 表示 乙 单 独 译 出 密码 ,C 表示 两 单独 译 出 密码 ， 


1 1 1 
| = 至 
则 P(A) 5 ,P(B) 3 ,PC(C) 天 


P(A+B+C)= P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB)— P(AC)— P(BC)+ P(ABC) 
A,B,C 相互 独立 


P(A)+ P(B)+ PC(C)— P(A)P(B)— P(A)P(C)—P(B)P(C) + P(A)P(B)P(O) 


二 
5 3 4 5 3 Ha 8 4 5 4 8 


2. (1 多 解 】 易 知 答案 为 D. 

(2 并 解 】〗 对 于 D,A(4A 十 B+C) = 二 AABC = 6, 所 以 答案 为 D. 

(3)『 解 P(A 十 B)P(AB) 一 P(A)P(B) = [PCA) 十 PCB) 一 P(AB) |P(AB) — P(A)P(B) 

= P(A)P(AB)++ P(B)P(AB) — P(AB)P(AB) — P(A)P(B) 

=— P(A)[LP(B)— P(AB)]+ P(AB)[P(B) — P(AB)] 

=— [LP(B)— P(AB)]J[P(A)— P(AB)] 

P(B— A)P(A— B). 

又 P(B—A) 三 0,P(A—B) 宇 0, 所 以 一 P(B 一 A)P(A—B) 过 0o. 

即 答案 为 B. 

(4 解 】 至少 有 二 个 事件 发 生 相当 于 恰 有 二 个 事件 发 生 或 恰 有 三 个 事件 发 生 ,所 以 为 (A1As A; 十 Ai AsAs 十 
ys 

即 答案 为 B. 

(5 并 解 】 易 知 答案 为 B. 

(6OF 解 因为 A 一 B= A 一 AB, 所 以 P(A -B) = P(A— AB) P(A) 一 P(AB). 即 答案 为 C. 

(7 并 解 】 概 率 理论 中 P(A) = 0 不 能 推出 A 为 不 可 能 事件 . 所 以 答案 为 C. 

(8 六 解 ¥* 至 少 有 一 人 中 奖 ” 的 对 立 事件 为 “n 个 人 都 不 中 奖 ”. 


Pn 个 人 都 不 中 奖 ) 二 忆 记 ,所 以 P( 至 少 有 一 人 中 奖 ) 一 1 一 


GC 
[ee 


所 以 答案 为 A. 


AB) .PEAY py hi 
(9 这 解 ]P(A | B) = ED 一 EtBj ( 当 B == 0 时 等 式 成 立 ). 


又 因为 0 二 P(B) 之 1, 所 以 闻 铭 > P(A), 当 且 仅 当 B = 0Q 时 “一 ”成 立 . 答案 为 B. 


(10 氏 解 ] 由 PLCA, 十 A:) | Bj] = P(A | B) 十 P(A | B) 得 到 


P[(A!+A:)B] PCA,B) + PA:B) 
P(B) P(B) P(B) 


3. (1 并 解 〗 二 封 信 投 入 4 个 邮 简 的 方法 有 4? 种 ,I 卫 号 邮 简 恰好 投入 一 封 信 有 CC3 种 可 能 ， 


CaCs 2X3_ 3 
4 4X4 8 


,所 以 P(AB 十 A:B) = P(A1B) 十 P(AsB). 即 答案 为 B. 


所 以 ,p 


(2 并 解 J0D 依 题 意 : 恰 有 90 个 次 品 的 概率 为 P 二 1 一 C&C 


@ 依 题 意 :至 少 有 2 个 次 品 的 概率 为 P= 二 1 一 P( 没 有 次 品 ) 一 P( 恰 有 1 个 次 品 ) 
“37 “。 
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Ci Cioo Ciiao 

Clsbu Ci88o 

(3 并 解 】 该 批 产 品 合格 的 概率 为 P = PC 全 部 正品 ) 十 P( 恰 有 1 个 次 品 ) 
_ C3 , CaCl 


二 1 


Ci 一 0.2794. 
(4 并 解 】 假 设 A = {至 少 有 一 本 数学 书 } , 则 A ee 为 :A = (没有 数学 书 ) 
P(A) = Sa 于 , 即 P(A) =1— P(A) = 
(5 并 解 】 依 题 意 可 知 :学 生 情况 ， 女生 
北京 1 8 
免 修 英语 32 8 
总 数 80 20 
@P( 不 是 北京 | 男生 ) 一 如 一 站. 
@P( 男 生 | 北京 学 生 ) = 所 = 总 . 
3 
@P( 北 京 男生 ) 一 i = 高: 
@P( 女 生 | 非 北京 学 生 ) = = 语 
8 
@@P( 免 修 英语 男生 ) = 0 — = 充 . 
(6 并 解 】 令 A = {A 有 效 ),B 二 {B 有 效 ). 则 依 题 意 得 


P(A) = 0.92, P(B) = 0. 93, pe 85,P(B|A)=1—P(B|A)= 0.15. 
P(A+B) =1— PATB)=1— P(AB)=1—P(B|APA) =1— PB|A)— PA) 
一 1 一 0.15X0.08 一 0.988; 
PC(B| A)P(A) -PCB14)G1 一 PCA)) - 0.012 - 0.171， 
P(B) 1— P(B) 0.07 
P(A|B)=1—P(A|B)=1—0.171= 0.829. 
C7[ 解 ]D 白 球 的 概率 为 P 二 P( 白 球 | 第 一 箱 )P( 第 一 箱 ) + P( 白 球 | 第 二 箱 )P( 第 二 箱 ) 十 P( 白 球 | 第 
三 箱 )P( 第 三 箱 ) 


@P(A | B) = 


At Re A a A Mh 
人 了 十 8 了 一 3120 
33 .上 
a P( 白 球 | 第 二 箱 )P( 第 二 箱 ) _ 6 3 _20 
@ 白 球 属于 第 二 箱 的 概率 为 也 一 可 ee 
100 


WP(B) = P(B1 | A)P(CA) 十 PCB, | A)P(CA,) = 于 x 于 + 总 x 二 所 三 
@P(BB,) = PCB,B, | A P(A1) + P(BiB, | A:)P(A,) 
1 18 Ln 1 
= 若 X 苗 X 云 + 祁 0 
由 条 件 概率 公式 
P(Bi1B;) _ 0.194 _ 
P(B; | B) — -Beh 0. 485. 


5 
(9 并 解 ]@0 设 B; 表示 第 一 9 i 个 新 球 (i 二 0,1,2,3). A 表示 第 二 次 比赛 拍 到 的 都 是 新 球 . 则 


GC a 
有 CBA = Ch, ,P(A | Bi) = 安 
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3 i 3-i03 
PC = DPCBIP(AIB)— DD) Sr CCC + CCC GCC + CCC 
i=0 i=0 12 12 
_ 7056 _ 
”48400 QA 
84X1x20 
_ P(A|B)P(B)) (220)? _ 5 
@P(B, | A) P(A) 7056 21° 
48400 


(10【 解 3 假设 A 一 { 先 从 甲 袋 中 任 取 一 球 为 白 球 } ,也 一 { 先 从 甲 袋 中 任 取 一 球 为 红 球 } ,C = {再 从 乙 袋 中 
任 取 一 球 为 白 球 }， 


则 ;PCC) = P(C1A)P(CA) 十 P(C1 B)P(B) = — Mtl nn 


N 十 M 二 1I n+m 


N 


m 
er ri 


= n(N 十 1) 二 Nm 
(N+ M+1) m+t+n). 
(11 并 解 】 假 设 A = { 先 抽 的 一 份 为 女生 ),B = {后 抽 的 一 份 为 男生 )， 
C; = {从 第 i 个 地 区 考生 报名 表 中 抽取 } (i = 1,2,3). 
QO@ 依 题 意 : = P(A) = P(A | C1)P(C1) 二 P(A | C)P(C;)+ P(A | C;)P(C;) 
1 
@ 依 题 意 :P(AB) = P(AB | C1)P(Ci) 二 P(AB | C;)P(C;)+ P(AB | C3)P(C;) 
3 光 人 .了 TRB. TL -有 X20 1 20 


10X9"3 15X14" 3 25X24 3 90’ 


_ 7 了, 通 , 工 20 于 强 
P(B) = P(B | Ci)P(C)+P(B| C)P(C;) + POB | Cs)P(C;) 10" 3 15" 351t2a5°3 90， 
到 _ P(AB) _ 20 
q= P(A |B)= PB) 人- 


《12 这 解 〗3 设 B 一 { 只 有 长 机 到 达 目 的 地 } ,B: 一 { 长 机 与 任 一 架 僚 机 到 达 目的 地 } ,Bs 一 (三 架 飞机 都 到 达 
目的 地 } ,A = 《 炸 毁 目标 }. 

P(B,) = 0.8X 0.2X0.2 = 0.032, 

P(B:) 一 0.8X0.2X0.8 十 0.8X0.8X0.2 一 0.256， 

P(B;s) = 0.8X0.8X0.8 一 0.512. 

于 是 P(A | Bi) = 0.3， 

P(A|B:)=1—(1—0.3)(1—0.3) = 0.51, 

P(A|B)=1—(1—0.3)(1—0.3)(1—0.3) = 0.657. 

所 以 P(A) = P(A | Bi)P(B)+ P(A | B)P(B,)+ P(A | Bs)P(B,) = 0.477. 


第 二 章 ” 随机 变量 及 其 分 布 
习题 二 


1. (1)[ 解 ] 依 题 意 得 :P(X = 二 0) 二 1 一 P(X 宕 1) = 1 一 二 = 村 ， 


1 


则 (1 一 p)? 一 生 沁 一 


9 


3 
到 加 2 -3 了 9 

于 是 ,PCZD) 一 1 一 PTY=0=1-( 椰 ) = 元. 
二 

《2 并 解 】 依 题 意 得 :1 一 丈 十 让 十 瑟 十 1 一 16c 一 和 2 


(3 并 解 〗 依 题 意 得 :P(X 委 oa) = Fla);P(X=a)= P(X<a)—P(X<a)= F(a)— F(a 0); 
P(X>a)=1~ F(a);yP(z <XEz) 一 下 (zs) 一 下 (zi)， 
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1 
二 

(4 并 解 取 的 分 布 密度 为 fk) -1 5 
0， 其 他 

4z22 十 4kr 十 R 十 2 二 0 有 实 根 祝 A = 16k* 一 16k 一 32 宇 0. 


即 P{4zx? 十 4kz 十 k 十 2 二 0 有 实 根 } = P{16k? 一 16k 一 32 之 0} 


二 人 二 

P{k 过 1 或 4>2} 二 | 上 dk = 写 . 

(5 并 解 】 依 题 知 ,P{X 一 1) 十 P{X 一 2) 十 P{(X= 3} 一 4 十 名 十 各 二 1 请 : 
es 7 | 太 ed — 36 

P 人 一 一 上) 十 Pt 一 一 人 } 十 P(Y = 一 3) 一 0 十 全 十 二 一 10= 咎 . 


于 题 CX,Y) 的 联合 分 布 为 


1 2 


251a 126wu 72a 


a 二 /时 
ab = 216a,a = 539° 
ab 
P(Z = 一 2) = P(X= 1,Y =—3) 9 = 24cy 


十 ， 通 FE 
P(Z = 一 1D) = PIGX= 27Y= 一 3) 十 PCX 一 17Y= 一 2 一 到 十 全 一 (证 十 二 )216c = 66o， 
Pp(Z=0) =-PX=37=--3) 二 PKX=-27Y= 一 2) 十 P(X=1= 一 1) = 轩 D+ = 2510, 
pl(Z=1)= PX=2Y=—1)+PX=3,Y=—2)= + 忽 = 126an 

矿 
P(Z=2) = P(X=3,Y -l=—S= 720. 


(6)[ 解 】 依 题 意 得 :| | ”csinCz + y)dzdy ee 


QZ 二 IlDsinCz 十 六 ，0 福 zi2 近 王 
0， 其 他 

n 

4 时 ， 


所 以 pCz,y) -1 


当 0 寺 yy 各 


站 
4 


gr (y) 一 | g(x, dz 一 | (V2 十 1)sin(z 二 y)dzx = (V3 十 1)cos(z 十 y) es (V2 十 D| eosy 三 
gy 0 


cos( 王 +y) |. 


0 


w5+D(cosy 一 cos( 于 +y)|， 0 委 y 委 志 
0 其 他 


2 


(7 并 解 ] 依 题 意 得 :的 面积 = | 二 dz 二 2. 又 (X,Y) 在 D 上 服从 均匀 分 布 ,所 以 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 


ume = | 
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让 
加 
El 


密度 为 : 


1 

p(x,y) = {2¥ C2700 E D 
0， 其 他 

下 面 求 X 的 边缘 密度 : 

当 z<1 或 了 二 马 时 ， 

px (Z) = 0; 

当 1 受 z 委 es 时 ， 


-=| ue 1 a 
gx (Z) 一 __ p(T,y) dy 一 dy = 元: 所 以 px (2) 一 本 


(8)【 解 ] 下 (元 X ) 一 FD Ex) 和 DD( 二 DX)= 语 2DCX) = C， 
2 


(9 并 解 】 由 题 中 (X,Y) 的 联合 分 布 律 可 写成 如 下 形式 : 


本 
1 2 3 
X 


1 
. 6 9 


员 | 一 


1 
2 可 a B 


则 P(X=2) 一 于 十 < 十 p,PCY 一 2) 一 二 eyP(Y 一 3) 一 调 +B 


ii 下 林 
P(Y =])= 计 十 言 一 玄 ， 
PCY =D+PY=2)1PY=3) =atpt+ 1l. 


解 


B=P(X=2Y=3)— P(X=2P(Y=3)= (+atp) (i 


和 1 2 
得 a = 2B,pB 二 9 一 9， 


(10 这 解 】 依 题 意 可 得 :DZ 二 XX 十 Y 的 分 布 律 为 : 


附录 “ 课 后 习题 答案 详解 


2. (UK 解 ]A 不 满足 FCH co) 一 1, 排除 A;B 不 满足 单 增 ,排除 B;D 不 满足 F( 二 十 0) 一 下 (十) ,排除 Di 
所 以 答案 为 C. 
(2 并 解 ] 因 为 PCX 一 站 二 全 人才 一 0,2,4，) ,所 以 c> 0. 而 有 为 偶数 ,所 以 可 以 为 负 . 所 以 答案 为 也 


(3 并 解 】 因 为 ECX) = y==1, 所 以 p(X 过 1) = P(X 宇 1) = 0.5. 即 答案 为 C. 
1，0 和 用 xz 乏 1 1,， 0<y<<l 


(4 并 解 】X 一 w= | ,Y ~ p(y) = .所 以 
9 lo， 其 他 wo 一 0， 其 他 “下 
CK) ~ ts [ 0 人 TY 人 1 所 以 答案 为 A 
» 和 TX, és 合 ‘ 
和 0， 其 他 


(5 并 解 】 了 易 知 答案 为 D. 
(6 并 解 】3 因 为 F(GLI 十 0) 关 F(1), 所 以 F(x) 不 是 分 布 函 数 , 即 答案 为 B. 
(7 并 解 ]Fz(z) = P(Z 寺 2z) = P{max(X,Y) 过 zx} 一 P(X 雪 zz 且 Y 委 >z) 


ed 


即 答案 为 C. 

(8 并 解 】 因 为 Fz(z) = P(Z 才 xz)==1 一 P(Z 汪 2z)=1—P{min(X,Y) 汪 >z}=1—P{X>z 有 HY 2). 
因为 X,Y 相互 独立 ， 

所 以 Fz(z) = 二 1 一 [1 一 P(X 声 z)j[1 一 PC(Y 过 zxz)j] = 二 1 一 [1 一 Fx(z)][1 一 Fy(z)], 所 以 答案 是 DD. 


(9 并 解 】 因 为 Fr (y) = P(Y < 一 P(2X 过 y)} 一 P(X 和 < 学 )= Fx (学)， 


pr = CPW = [Fr(¥)] = m3) i -2 


答案 为 B. 
QOE 解 ]Z = 立 二 十 是 一 维 随机 变量 ,密度 函数 是 一 元 函数 ,所 以 排除 A,B. 


| 去 edz = 去 尖 1 所 以 排除 D, 即 答案 为 C 


(11 郊 解 〗 因 为 X 和 YY 分别 服从 正 态 分 布 N(0,1) 和 N(1,1), 且 和 Y 相互 独立 ,所 以 
XY~ N(,2),X—Y~ N(—1,2). 


于 是 PIX+Y 之 1}) = :PIX Y= 1) = 方 ,所 以 答案 为 B 


(12 并 解 】 分 布 函数 :Fy(y) = P(Y 过 y) = P[min(X,2) 之 y] = 1 一 PLmin(X,2) > yl]. 

当 y 宇 2 时 ,Fy(y) = 二 1 一 P[min(X,2) 之 y]=1 一 0=1. 

当 0 过 > 一 2 时 ,Fy(y) = 1 一 P[min(X,2)>>y]=1 一 P(X>y,2>») 
=1—P(X>»)= P(X<»Y)=1—e™*. 

1— PL[min(X,2)>y]=1—(X>y,2>») 

1-P(X>W=PXEY=0. 


当 y 二 0 时 ,Fy(y) 


| 


1 y 宇 2 
于 是 Fy (y) -1 0 委 > 忆 2 只 有 y= 2 一 个 间断 点 ,所 以 答案 为 D. 
0 要 < 位 


3. (1) 证 明 : 因 为 X ~ N(avo) ,对 于 了 一 导 一 4 来 说 ， 
FE(X-4)- =~E(X—-)- 
ECY) 一 也 (全 二 2) = 0,D(Y) = E(S)=1, 


所 以 了 一 NC0,1). 
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(2) 证 明 : 依 题 意 知 ,X 的 分 布 律 为 :P(X 一 有 = ea Hk = 0 0, 
Y 的 分 布 律 为 :P(Y = k) 一 em 知 ,(k = = 0132y 7), 


所 以 P(X+Y=)= DP(X=k,Y=i—k)= J i—k) 
k=0 k=0 
2 er 小 人 本 pie 
一 od Q1 142) 
0 Et EF 袜 痊 kl 1 


k=0 


+aA2) 


-= (A 十 42) 


(i = 0,1,2,°) 

即 证 得 Z 二 关 十 了 服从 参数 为 Ai 十 )a 的 泊 松 分 布 . 

(3) 证 明 : 设 分 布 函 数 F(z) 对 应 的 随机 变量 为 X. 构造 与 相互 独立 且 在 [一 h,h] 上 服从 均匀 分 布 的 随机 
变量 Y, 则 YY 的 分 布 函数 为 


0, 一 厂 
BD = hh<y<h 
1， y 之 由 


令 Z = X+TY, 又 设 了 的 分 布 函数 为 GCz), 则 
GL y= | Kt + wa PR i §| Fd 
a ee A Te DH) a NR 


即 g(z) 一 下 FCD 由 为 Z 一 十 Y 的 分 布 函数 


4. (1 江 解 】 假 设 X 表示 命中 目标 的 次 数 . 则 X ~ B(5, 二 ). 所 以 


(2 并 解 】 了 假设 X 表示 所 用 子弹 数 , 则 X= 1,2,3,4,5. 

P(X 二 i) = P( 前 i 一 1 次 不 中 ,第 i 次 命中 ) = (0.1) 二 。0.9,1 一 1,2,3，,4， 

当 i 一 5 时 ,只 要 前 四 次 不 中 ,无 论 第 五 次 中 与 不 中 ,都 要 结束 射击 (因为 只 有 五 发 子弹 )， 
所 以 P(X = 5) = (0. 1)*. 于 是 分 布 律 为 


(3 氏 解 】 依 题 意 得 :| PCz)dz 一 1, 即 4| er +zdz 一 4st| 一 EB de——Aet| ed 一 


1 
4 


Act Vr.A=—® 


nT 
(DOK 解 3 假设 A; 表示 第 i 次 取出 正品 (i 二 1,2,3,*…). 
@ 每 次 取出 的 产品 不 放 回 : 


ok _ 10 
P(X = = PA) = 

一 一 -一 10 . 3 
P(X =2)= P(As | A)P(A) = 7° 
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10 2 .3 


十 


P(X= 3)= P(A; | A;)P(A; 14D)PCA) = 


P(X = 4) 


P(A AD)PO AP 1)PO) =1. = a 
@ 每 次 抽取 后 将 原 产 品 放 回 ,X 的 分 布 律 为 : 


0 光一 人 二 二 0 二 
P(X=k)= pA A iAi) = P(A1).  . P(A 1)P(A,) ( ) , (k= 1,2,. 
@ 每 次 抽取 后 总 以 一 个 正品 放 回 ,X 的 分 布 律 为 : 


Ei 10 
P(GX= 1 一 PCA) =， 
P(X=2)= PA |AVPA)S=lL.3 
. , E 13 13” 
P(X=3)= PA IA AIPA |ANPAY) = 卫 . 二 .3 
有 ji 1 3 
P(X=4)= PA IA A AVPOA IA AVPOA; |AVP(AD)=1. 二 有， 证 
(5[ 解 ] 依 题 意 得 ,| 9(z)dz 一 -万 和 二 t 一 zcarcsinz| 一 2 a 
9 尽 体 : __ OZ1dZ 一 2 C 2 = BR ，C i 
1 
1 沸 -| 1 dz ee 1 
BPXE (3) A yh 
1 1 1 
,人 1 dr _2 1 ee 
所 以 | A | 本 dr 元吉 1 6 3 


(6)[ 解 ]0 当 z < 一 1 时 ,F(z) = | oOd= | ou= 


省 一 1 必 w 之 1 时 :Pty 二 | pd =| 2 而 二 区 出 2 arcsinz 广 : 
oo a 5 


区 1 
当 z 之 1 时 ,F(z) =| pd =| i 
< = 


0 区 和 一 1 
即 F(zx) 有 1 一 二 2 + 1 arcsinzx+ 立 相当 严 二 ] 
区 
1 二 下 玫 


@ 当 xz 一 0 时 ,FCD =| pWd= | 0d=0, 


工 及 2 
当 0<z<lN 时 ,Foz) = | pd = tdt= 和 于， 
oo 0 
1 
当 1 之 xz 过 2 时 ,F(z) = | pd | 1dt 1 | (2— dt 
一 ce 0 


2 


Tz 
2 ' 


3 1 p 
当 32 < 时 ,F(z) = | pd 一 | id 十 | 2—Dd=1, 
一 co 0 
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0， 页: 二 0 


0 过 zr<l 
即 F(x) = 
一 守 十 细 一 也 1 入 xz 二 2 


ii， zx 宇 2 


ee 一 
CE 解 ] 因 为 PCz) 一 1 exp (一 0 


@ 测量 误差 的 绝对 值 不 超过 30 的 概率 为 : 
P(| XI|=30) = P{ 一 30 一 X 一 30) 一 P{—1.25< 


) ;一 > 过 << 二 吕 , 所 以 X ~ N(20,407). 


和 一 
40 

= 有 (0. 25) 一 G( 一 1.25) = &(0.25) — (1 — (1.25) 

一 有 (0. 25) 十 更 (1.25) 一 1] 

一 0.5987 十 0.8944 一 1 三 0.4931. 


2 0.25) 


其 中 ,G(Cz) 为 N(0,1) 的 分 布 函数 . 
@“ 至 少 有 一 次 误差 的 绝对 值 不 超过 30” 的 对 立 事件 为 “三 次 误差 的 绝对 值 都 超过 30”. 
即 已 二 1 一 (0.4931)3 = 1—0.12 = 0.88. 

100 


(8 并 解 】 因 为 X 的 密度 g(x) = {= 
0 光志 .100 


100-< x 


.所 以 PCX < 150) = | Jaz 一 于 
100 工 3 


八方 三 P(X) =1 一 二 三 大. 
3 3 
@150 h 内 三 只 元 件 没有 一 只 损坏 的 概率 为 卫 一 如 一 区. 


@150 h 内 三 只 元 件 全 部 损坏 的 概率 为 P= (1 一 p)? 一 去. 


@150 h 内 三 只 元 件 只 有 一 只 损坏 的 概率 为 P 一 o( 村 ) ( 卫 ) 一 和. 
国 
0， 其 他 


假设 面积 为 X 一 一 ,X 的 分 布 丽 数 为 PCz). 


(9) 解 】 直 径 D 的 分 布 密度 为 p(d) 一 | 


2 
则 F(z) = P(X 二 xz) = P( < 7. 
(1)》 当 zw 和 0 时 sF(zx) = 0; 
2 
(2) 当 z 之 0 时 ,F(z) = P(XZz) = PE 入 了 此 P{- 


(3) 当 \/ 符 二 5, 即 之 3 时 ,F(z) 三 页 


(4) 当 5 之 /从 之 6, 即 信之 z 过 9x 时 ， 


nT n 


2 
F(z) = P(X<z) 一 PC < =P| /De | 
nT 开 


至 
“i 
5 工 


6 
(5) 当 工 之 9x 时 ,F(z) =| pdt = [a 一 1， 
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0， zr < 
即 FCz) 一 1 /4 _5， 25r gr 
4 
1， 工 之 9 


密度 函数 为 g(x) = F' (zx) - 傣 


了 三 


(10) 解 ]0 因为 X 在 | 一 到 ， 也 | 上 服从 均匀 分 布 ; 
ZT 
2 2 。 


所 以 ,X 一 p(x) -1 
0， 其 他 
又 Y= sin X， 
所 以 ,PC = P(Y <» = PsinX < »). 
(1) 当 y 声 一 1 时 ,Fy(y) = P(Y yy)= P(snX<y)= 0; 


(2) 当 一 1 二 y 二 1 时 ,Fy(y) = P(Y 寺 y) = Pl(sinXy) 一 了 (一 了 XS arcsiny) 


wy 1 a arcsiny 1 
3 


各 工 A 3 
(3) 当 y 宇 1 时 ,Fy(y) = P(Y 坟 3y) = Pl(sinX<y)=1. 
所 以 ,Y == sin X 的 密度 函数 
1 
pr (y) = Fy’(y) = < Vli—y 
0， 其 他 

Q@ 同 ,因为 X 在 [0,xj] 上 服从 均匀 分 布 ， 

{= 0 rn 
X 一 PCZ) = T 9 


0， ”其 他 


Pt | 


Y = sin X， 
Fy(y) = P(Y < y) = PlsinX < »). 
(1) 当 y 志 0 时 ,Fy(y) = P(Y 志 y)= Pl(sinXy)=0. 
(2) 当 0 二 y 二 1 时 ,Fy(y) = P(Y 二 y) = Pl(sinX < y) 
二 P(0 达 XX oR 7) 


| 二 dz 十 | eg 1 | iny + 二 z| 
0 r 一 arcsiny TA nT marcsiny 


a reaiy 不 Le 一 x 十 arcsiny) 一 -aresiay， 
开 开 开 


(3) 当 y 宇 1 时 ,Fy(y) = P(Y 坟 yy) = Pl(sinX<y)=1, 
即 Y == sin X 的 密度 函数 . 
2 
pr (y) = Ey Coy) = nm Yi—Y 
0， 其 他 
@ 同 @,X 在 [0,2xj] 上 服从 均匀 分 布 ， 


1 
KX gl) -二 SO 
0， 其 他 
即 Y = sinX,Fy(y) = P(Y < y) = Pl(sinX < »). 
(1) 当 y 志 一 1 时 ,Fy(y) = P(Y <y)= PlsinX<y)= 0. 
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(2) 当 一 1 二 y 志 0 时 ,Fy(y) = P(Y < y) = Pl(sinX < y) 
= P(x—arcsiny < XZ 2rx+t arcsiny)- 
EA 2r 一 arcsiny 时 加 arcsiny 1 
arcsiny es x Es 2 
(3) 当 0 二 yy 二 1 时 ,Fy(y) = P(Y yy) = P(sinX < y) 
= P(0Z XZarcsiny)++ P(x— arcsiny < XZ2n) 
a arcsiny 2r 1 
| | Br 


Ws arcsiny | a 
元 2 


(4) 当 y 宇 1 时 ,Fy(y) = P(Y 寺 y) = P(sinX<y)=1, 
即 Y 二 sin X 的 密度 函数 ， 
EF 一 一 # 
py) = Fy (y=Aan V1l—y 
0， 其 他 
(DE 解 】 依 题 意 得 :X 的 分 布 律 为 : 


又 
PK=17Y=DPY=1IX=DPX=-ID 一 于: 总 一 0.3， 
P(X=1,Y=2) PY-=2|IX-DPX-D)= 计 "=0.1, 
PK=1Y=3)=PY=31X=-DPX=-ID = = 0.2， 
PK=0o7Y=D=PY=1IX=0OPGX=0 一 于 :也 =0.1， 
PCX = 07 一 2) 一 PY 一 321 和 = OP(GX 一 0 一 于 ,三 =0.2， 
P(X=0,Y=3)=— PY=3lX—0PX=0)= 二 "所 =0.1 


所 以 Y 的 分 布 律 为 


所 以 (X,Y) 的 联合 概率 分 布 为 


_ P(X=0Y#D) 0.3 
P(X=0|Y 关 1) i 0 = 0.5， 
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PCX=1,Y¥1) 0.3 
P(Y #1) 0.6 


所 以 在 Y 关 1 时 ,zx 的 条 件 分 布 为 : 


P(X=1|Y 关 1) = 0.5. 


1, 0<zr<9 

Cn 信和 一 wo 一 vm- 
0， 其 他 

因为 X,Y 相互 独立 ,所 以 (X,Y) 联合 密度 为 


0， 其 他 


1 
er 0 过 . 之 9 
(XY) ~ px) = 中 A 


0， 其 他 
0 P( 专 入 =). 


y=xz(z<1) 
当 z 达 0 时 ,Fz(z) = 二 0. 
当 0 二 zz 二 1 时 ， 
Fz(z) = P(Z<#)— P(E Se)= PY < Xz) 
sf 1 tt 
一 81 ddy 81 D9 9z DT 
Dl 
当 = 之 1 时 ,Pr(a = P(Z<D -PY < -PY -| 
D2 
Say a wk 
81 (81 a9 3 Lg 
2 有 y=xz(z>1) 
1 
. 3 1 
所 以 ,pz(z) = Fiz(z) 一 42 0 
(13 并 解 】 因 为 X,Y 相互 独立 ,所 以 (X,Y) 的 联合 密度 为 
1 -得 - 志 
e233， Z 志 0,y 二 0 
(X,Y) ~ pCzyy) -| 6 
0s 其 他 
Fs(z) = P(ZZz) = P(X+Y SX) 
当 z 世 0 时 ,Fz(z) 二 0. 
当 z 之 0 时 ， 
刺 ( 丰 二 忆 ( 区 十 受过 动 三 J etdrdy 
I 之 0,y 之 0 
x+y<z 
-|ez[| | e- 译 。( 一 3)e 秀 ， dz 一 2e2 一 3e3 十 1， 
， 0， gs 
所 以 ,pz(z) = Fz(z) i 疾 号 
e (1 一 e6)， z 过 0 


< 
0， 其 他 
因为 X,Y 相互 独立 ,所 以 (X,Y) 的 联合 密度 为 

ls QiyR1 

0， 其 他 


1，0<y<1 


(14 并 解 】 依 题 意 得 X 一 px (x) 二 | 0， 其 他 


SY ~ pr (y) Ei | 


PCZ，y) = | 
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X: 十 2XX 十 Y == 0 有 实 根 仿 A = 4X’ 一 4Y 宇 0， 


| 
即 PCz? 十 2Xz 十 Y = 0 有 实 根 ) = P(X: 一 Y 了 之 0) = | 14zdy = | | dy |dz = 十 . 
0 0 


0 和 zy<1 
D<rz 


(5 并 解 JD 依 题 意 得 :gx (z) = | gCz,y)dy 


十 co 


当 z 达 0 或 Xx 宇 1 时 ,gx (zx) = | p(xz,y)dy = 0， 


十 ce 一 及 
当 0 过 z 之 1 时 ,gx(z) 一 上 glx)dy = | 24y(1 =z— Wdy=4( or, 


dl 1 
所 以 px(D) = | < 


0， 其 他 
6y(1— oy) 
ey -| 
We 0， 其 他 
下 
24y(1 一 2y)， 0 二 yy 二 一 
P| 让 2 . 
05 其 他 


@ 依 题 意 得 : 同 @ 
gr (y) = | crypdz 


oo 
当 y 达 0 或 y 宇 1 时 ,gy(y) = p(x,y)dzr 一 0. 


十 co l=y 
当 0 二 y 二 1 时 ,py(y) = | PCZ,y)dz = | 24y(1—z— ydz = 12y(]— yy)’, 


， 12y(1 一 y)2， 0=y<=1 
所 以 p(w = {0 
2(1 = 
i >0,y 记 0,z 十 y 三 1 
sree ly ey -| (I— yy) y 字 相 了 < 由 
权 5 其 他 
1 
I， 人 入 记过 东 
sre ls 二 -| 并 变 2 
0， 其 他 
站 和 区 有 
(16 并 解 】3 依 题 意 可 知 :Y 的 密度 分 布 为 p(y) 一 上 
0, Yl1 0,， Y<<2 
Xi = , X， 一 . 
1 1 ls 多 法 


F 
PX =0,X, =0) = PYZILYZ2) = PY = | edz i 
POX = 0,K; = 1)= P(Y LYS 2 0, 


2 


2 
P(X! = 1,X; = 0)= P(Y1,Y<2)= | sa = 
1 
十 co 


十 oo 
PCX =1,X; =1)=P(Y>1,Y>2)=P(Y>2)= 上 dr er 
于 是 (Xi ,X;) 的 联合 概率 分 布 为 


2 
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Xi 的 分 布 为 : 


Xs 的 分 布 为 : 


@E(CX ) = e',E(Xs) =e€’,E(X!+X)=e 十 e?. 
第 三 章 ”随机 变量 的 数字 特征 
习题 三 


1. (1 并 解 】〗 因 为 X,Y 相互 独立 , 且 D(X) 二 2,D(Y) 一 4， 

所 以 D(2X 一 Y) = 4DCX) 十 DCG7Y) = 12. 

(2 并 解 】 因 为 X 一 N( 一 3,1),Y ~ N(2,1),Z 一 X 一 27Y 十 7, 所 以 和 服从 正 态 分 布 ， 
E(Z) = E(X) — 2E(Y)+7=0. 

D(Z) = D(X—2Y++7) = D(X)+2D(Y) =1+4= 5. 所 以 Z ~ N(0,5) 

(3 并 解 】 假 设 X; 表示 第 i 颗 般 子 的 点 数 人 一 1,2,…,n). 则 


1 
6 


二 
ECXD =15 十 24 证 二 二 6 Fi = 1,2,% on). 


又 设 X 二 溃 X ,Xi 一 1 之 间 相互 独立 ; 则 ECX) 一 E( 2) Xi )= ECXi) 一 于. 
六 i=] 1 一 1 


(4 省 解 3X 一 BC2,p) ,所 以 下 (X) 一 0.9, 所 以 2p 二 0.9.p 二 0.45,g 二 1 一 p 二 0.55， 
D(X) = 2pg = 2 X 0.45 X 0.55 = 0.495. 


ee es 
(5 并 解 】 因 为 E(X) = 0,Y = X”,E(XY) = E(X”"!) 一 上 ee 


cov(X,Y) = E(X)E(Y) — E(XY) = 0， 


所 以 pxy 三 0. 
J 
(6 并 解 ]X ~ p(z) = | 3 Ty 
0， 其 他 
2 
因为 PY= 1D 一 P(X>>0) =| 二 dr 一 子 ， 
0 
Pp(Y =0)= P(X=0)=0, 
PY =—D)=PX<0=| a 
ek 晶 
2_l1-1 Wy 
于 是 ECY) 一 之 一 计 二 击 ,E(Y?) 一 也 十 言 一 1 
8 


1 
DCOY) = ECY’) — [EWJ =1—( 3 ) 


(7 并 解 】3X 服从 BC(3,0.2). 所 以 EC(X) = 3p 二 0.6,D(X) = 3pg 一 0.48. 
(8 并 解 】3 因 为 X 和 Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,所 以 cov(X,Y) 三 0. 


oo 
C9)f 解 ] 因 为 ECX) 一 | zp(z)dz = |.z:2zdz 一 本 ， 


oo oo 

E(Y) = 上 yp(y)dy = | ye dy= 6, 

又 义 和 Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,所 以 EC(XY) 一 E(X)E(Y) 一 4. 
“ 750 « 
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(10 并 解 】 因 为 Xi ,X; ,Xs 相互 独立 ,所 以 

D(Y) = DCX, 一 2X: 十 3Xs) = D(X1) + 4D(X;,) 十 9DCX:) = 46. 

2. (1 江 解 】〗 因 为 X 和 YY 同 分 布 ,所 以 E(U) = E(X) 一 E(Y) = 0,E(U)E(V) = 0. 
EC(UV) = ECX2:) — E(Y’) = 0. 

所 以 cov(X,Y) 二 EC(UV) 一 EC(U)EC(V) = 0. 所 以 答案 是 D. 


有 1 二 县 1 3 ~ 1 ye 
(2[ 解 JECX) 2 mT 2 2 二 万 ' 由 2 发 散 知 >， 20r 于 5 发散 所 以 答案 是 D. 


(3 并 解 】 因 为 Xi ,X;,X 都 服从 [0,2] 上 的 均匀 分 布 ， 


所 以 E(X1) = E(X:) = E(X;) = "3 二 1. 所 以 E(3Xi— X;, 十 2Xs) = 3E(X1)— E(X;:)++2E(X:) = 4. 


所 以 答案 为 C. 

(4 并 解 ]P(X 一 0) = 0.4,P(Y = 0) = 0.3. 

又 因为 0.1 = P(X==0,Y = 0) 关 P(X 二 0) XP(Y = 0). 所 以 答案 是 A. 

(5 并 解 】〗 因 为 ECX) = pi 十 xzpzs 十 Xs3ps 二 十 2pi 十 3(1 一 p11 一 p2) 二 3 一 2p1 一 pp 2.3 
即 2pi 十 ps = 二 0.7 中 

ECX’) = xi’:fi 二 ze?pstzx:ps = pit4p:t+9(l—p—p) = 5.9, 

即 8p 十 5p; = 二 3.1. @ 

解 DD@ 得 pi = 0.2,ps = 二 0.3,ps 二 0.5. 所 以 答案 为 B. 

(6 并 解 】 易 知 答案 为 A. 

(7 这 解 】3 假 设 X 表示 随机 地 无 放 回 地 抽取 3 张 , 抽 得 奖券 的 金额 . 


则 P(X = 6) = P(3 张 都 是 2 元 ) = 总- = 藻 ， 

P(X = 9) = P(2 张 2 元 ,1 张 5 元 ) 一 名 > = 玄 ， 

P(X 二 12) = PQ 张 2 元 ,2 张 5 元 ) = 多 -十 ， 
所 以 ,ECX) = 6 .至 十 9 在 十 12 ， 证 一 7.8, 所 以 答案 为 C. 


(8)【 解 因为 X ~ NC,42),Y ~ NC,57) 
发 一 ww 
4 


所 以 Pi 一 {Xp 一 4)=P{ <—1)= @(—D) =1 一 50)， 


工 一 & 
5 

[其 中 B(x) 为 N(0,1) 的 分 布 函数 ]. 所 以 答案 为 A. 

(9 六 解 ]cov(&,7D) = E(&y) 一 EC9E(7 

E(én) = E[(X+Y)(X—Y)]= E(X* +YX— XY—Y’) = E(X:)— E(Y’) 

EC9E(7) = [ECX) + ECYILE(X) 一 ECY)] = E(X)— EC(X)E(Y) + EC(Y)E(X) — FE’ (Y) 

= E:(X)— E:(Y). 
所 以 答案 为 B. . 
(10 并 解 】 邻 X; 表示 每 人 的 体重 (i = 1,2,…,10), 则 X; 独立 同 分 布 于 XX. 所 以 E(X;) = a. 


Xi 十 …… 十 Xio 1 i 
E( ) ToECX 十 … 十 Xio) 


已 =(>pz+5=P(<>1}=1 一 P{ <1}= 1 一 5) 


又 Y= 入 十 十 , 则 E(Y) 


证 CECXD) 十 … 十 ECXio)] 


at 二 
二 六 和 关 10 关 4 证 


所 以 答案 为 A. 
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3. (1) 证 明 : 因 为 E[(X 一 c)*] = E[X: 一 2cX 十 c= 二 c* 一 2cE(X) 二 E2(X). 

把 c 看 做 未 知 量 , 则 这 是 关于 c 的 二 次 三 项 式 . 当 。 = 2 一 ECX) 时 有 最 小 值 
所 以 D(X) 二 E{((X 一 c)) ,其 中 c 关 EC(X). 

(2) 证 明 :因为 X,Y 为 相互 独立 的 随机 变量 , 且 户 (z) 一 Le 芋 ,f(y) = 一 Le 六 . 


V2n V2 
所 以 Z 的 密度 
(2) [A )folz— zdr=| 一 el ead 
= Ea 总 一 天 jw 
1 -7 Vr Van 
2 oa 
一 二 ec e (Cr 二) dz 
2 一 cc 
1 2 i 3 Vn :eh 
二 二 e714 ed 一 ef 一 e z ~ N(0,2), 
2 元 py ox ME 2(2) 


即 证 得 Z = XX 十 Y 的 分 布 密度 服从 正 态 分 布 

(3) 证 明 : 因 为 X,Y 相互 独立 ， 

所 以 DCX)D(Y) 十 [ECX)]DCY7) + [LE(Y)JD(X) 

= {ECX) — [ECX)Y) (ECY)— [LEY)}+LEX T(EY)—[LEY)T}+LEW (EX )— LEX)T} 
= EL[(XY)’] — [EC(XY)J = D(XY). 

即 证 得 DCXY) = DCX)D(CY) 二 [ECX)8DCOY) 二 [ECY) D(X). 

(4) 证 明 : 由 (1) 知 :DCX) 是 E{(X 一 co)*) 对 于 一 切 c 的 最 小 值 ,所 以 


E[X— 了 > DX). 


加 ee Se ka* 二 a A 一 1 
4. (1 并 解 】 依 题 意 得 :ECX) 一 之/APCX k) 3 (1a 认 Dlrhsa) . 
令 f(z) = 2 
区 2 
pr 
则 写 em =- 袜 er -二 2 (让 二 二 | 人 二: 
Q2 
了 
| A , 即 ECX) = 上 ,a=a 
1 时 
1 十 @ 
3 k?a* a at 
RY 2 a | 
E(X*) = P(X = &) 2 i 2 Fi DH 
ea k 
= | 0  , 
Dt DE 2 TT TH Dt Day 站 


令 f(x) = 2 Et Dkr', 则 Dt Di 三 Ea i sa * 


= 了 二 — x — (le— Zz)2x 27 
下 一 冰 (1— Zz)’ (1—w)” 


2a 
a la 2 
ea, rr 2a(1+ a)?, 
1 十 a 
所 以 E(X) = T 。2a(1 十 a): 一 a 一 4 十 2a2. 


即 DCX) = EC(X’) — [EC(X)J] = a+2a’ 一 a2 一 4 十 4 
。 752 。 
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十 ee 2 工 COS 工 
(2 并 解 】 依 题 意 得 :ECX) = | zp dz 一 1 a 


D(X) = E(X’) — [EC(X)]’ = 下 = 2 | > + | cos2zdz 
-学 x To TJo 
$$ 2 Li We 1 
中 0 


即 得 :E| sin "OO 
(4 并 解 】 依 题 意 :假设 X 为 该 汽车 首次 遇 到 红 灯 已 通过 的 路 口 数 ， 
则 PCX = 0) = P{ 第 一 个 路 口 为 红 灯 } 一 广 . 


|]=oxo.45+1X0.40 二 (CDX0.15= 0.25. 


P(X = 1) 一 P{ 第 一 个 路 口 为 绿灯 ,第 二 个 路 口 为 红 灯 } = 二 ,于 = 元 ， 


P(X = 2) 


| 


P{ 第 一 ,二 路 口 为 绿灯 ,第 三 个 路 口 为 红 灯 } = 支 ， 


P(X = 3) = 了 (第 ,二 ,三 路 口 为 绿灯 ) 一 志 ， 
所 以 X 的 概率 分 布 为 


1 中 
ee 
(5 六 解 〗 依 题 意 得 : 
EC(VX’:++Y’:)= ab VX Ty pr,y)drdy = | Vr+y drye ®t drdy 


x>0 
>y>0 


Lb 


poo 
= oT cosbgsing 。r 。472 » er 。rdrdb = 3 wr 
0 


T 
0 4 “ 


即 ECV 更 干 到 ) = Vt. 


1 
0， 其 他 


co co 
则 ECX) = 上. LL Zp(Czyy)dzdy = 2 由 Zdzdy = ?| z[| adz 


0 和 > 入 zx 和 1 


» 


(6 并 解 】 依 题 意 得 :(X,Y) 的 联合 密度 为 pCz,y) = | 


一 人 


L 2 
过 | 
=2| zdz 2 | 了 


十 ce f+oo zx YY 2 
ED = 六 六 mczpdzay=2 | ydrdy =2] ,tyler = | r= 


1 
0 
0<y<rel 


“ 753 。 
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十 co [+o0 1 工 
ECX’) =| | zp(rx,y)drdy= 2 由 2Z2dzdy = 2| x [| dyjdz 
ee 0<y<z<1 : 
! 2 , 1 
= 3 4 二 
一 2 z dz fT ， 元 
十 co [+ 1 z el 
E(Y’) =| | yp(r,y)drdy = 2 ydzrdy = ?| z[| ydyjdz = 3| xidzx 
Zt 0<y<z<l 
i 
3 4 6 6“ 
十 co [+ 1 
ECXY) = | 小 pt = 由 ee er pa 由 z[| vai 
0<y<z<1 3 
3 1 4 7 Ee 1 
一 | > dz 一 iT ， 1 
所 以 ,D(X) = E(X’:)— [LE(X)] = 去 ,DC = = E(Y2) 一 {LECY): = 二， 
1 2 1 


ECXW— ECXWEY)_4 3 3_ 1 
VDTCX) VDC7) 并 / 工 2 
18 N18 


即 得 :pxr 一 方 


(7 并 解 】 依 题 意 :假设 X,Y 为 线段 上 的 两 点 . 则 它们 都 服从 [0, 站 上 的 均匀 分 布 , 且 它们 相互 独立 . 


则 pxy 


全 o<xX<! { oO<y<L 
X 服从 概率 密度 为 p(z) = 二 1! 的 分 布 ,Y 服从 概率 密度 为 p(y) = 二 47/ 的 分 
0， 其 他 0， 其 他 
布 , 则 (X,Y) 的 联合 分 布 为 
1 
Cy -全 Wi 
0， 其 他 
设 Z=|X—Y|,Di = (zzD>y0 委 zy 委 中 ,Di 一 (zy):z 魏 y,0 委 zy 委 /)， 


则 ED = 人 | 1z—y| g(r,ydrdy = = 去 Favtyt je 方 dzdy 


oo 


-He -moer Ho- 
加 | 人 ?dy ja 十 二 | Ddr |dy 

1 1 站 1 1 wy 

— 去 | (zy — 去 六 ) | Lazt 支 | (jr 一 2) od 
过， 2 Bad | y 六 
去 | pi Cea 了 dy 3” 
2 ee 各 1 y ZL 

Ey=| | 一 pzydzdy 一 去 人 -wazay= 乞 ， 

的 

天 LE 2 

即 D(Z) = E(22:) 一 [LE(Z)] = 全 一 三 = 


(8 并 解 】 因 为 X 一 N(a,o'),Y ~ N(a,0’)， 


放 训 二 2, 


2 2 
所 以 FLmin(X,Z)] 一 EX+Y XY | BO 十 EC 一 EL 一 A 
| z | e- 三 为 偶 函 数 

a 4 20 

BO 三 | 学 zd ze 区 三 到， 

| | SS Se 
1 1 20 0 村 本 o 
所 以 E[min(X,D] = a 一 十 E(| Z|)=a .2 二 a4 一世 , 即 求 得 Efmin(X,D] = a 一 工 . 
SR “2 2 并 a \ 属 
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(9 六 解 】 依 题 意 得 :ECX) | padz 一 六 言 e 天 li G+ ed 


二 ce 十 co 
= 却 | cd 十 去 | pe ll dt. 


因为 ie" 为 奇 函 数 ,e ”为 偶 函 数 ， 
所 以 ECX) = otx|, ea a 


区 有 二 co 
到 cdz 一 | GAOzer4d 


_， 
2 一 
ECX2) | 


co 十 co 
VCZ)dz 一 [zz 
一 | e dat| x e dt = 4 edi = 2+y, 
0 0 
所 以 DCX) = ECX2) 一 [ECX)] 一 2 十 只 一 尼 一 2， 
即 求 得 ECX) = w,DCX) = 2. 


(10 这 解 】 依 题 意 得 :ECX) 一 | [py dzdy = 1 由 ee 
IE n 积分 区 域 中 心 对 称 “ 
z2+y <1 
hoo foo 1 
同 理 :E(Y) 一 | 直 yp(Z,y)dzdy = 中 ydzdy 一 0， 
2z2 十 只 去 1 

十 ce [foo 1 i 2r 1 1 2r 1 
ECX:) = | | zp(x,y)drdy = 一 | zzdzdy = 二 | coszgdg| ndr 一 二 | cos20 。 

Ne A XJo 0 XJo 4 


1 


十 co 『 十 co 2r 1 2r 
E(Y’) = [ {ypcr,w drdy 一 二 | ydzrdy = 二 |， sinzbdg| =dr 一 二 | 4 sin’: 0d0 一 


z+y <1 
十 co [+o0 1 
E(XY) = 直 | zyp(x,y)drdy = | Zydzdy = 0， 
zy2<1 
所 以 ,DCX) = ECX2) 一 [ECX)]?: = 于,DC7) — ECY) 一 [ES 二 于 ， 


而 二 区- 
《 VD VD 


有 1 1 E(XY) — E(X)E(Y) 
即 求 得 DCX) = 开 ,DCZ) = 玫 ,pom 一 /Dy 三 和 
(11 并 解 】 假 设 X 表示 一 周 内 发 生 故 障 的 天 数 . 则 X 一 B(5,0. 8)， 
则 P(X = 0) = (0.8)5 = 0.33,P(X = 1)= Ci Xx0.2xX (0.8) 一 0.41， 
P(X = 2) = C: xX 0,2* Xx*0.8)’ = 0.20, 
P(X 宇 3)=1— P(X=0)— P(X=1)—P(X=3)=1—0.33—0.41—0.20= 0.06. 


又 设 Y 为 该 企业 的 利润 , 依 题 意 可 知 Y 的 分 布 律 为 

EE 
EEC 
则 ECY) = 10X0.33 十 5X0.41 十 0 X0.20 十 (一 2) X0.06 一 5.23( 万 元 )， 


即 求 得 一 周 内 期 望 利率 为 5. 23 万 元 . 
(12)〖 解 】 由 二 维 正 态 密度 的 性 质 得 : 


[gwd = es, pwdy = eT ,= 1,2) 
(TY) dz 一 e 5， i\T VIOY 一 BE Tk Thad). 
se D7 -a W 2 
中 而 加 1 十 co tos ExA 本 
Dfi(z) = [frydy 一 #1) ewayt] pray | S a 
加 we 加 1 十 co en 要 二 1 = 
fzly) = | era)dz 党 号 | 六 werepaz+ 站 mcepdz| jo 2 


即 可 知 :E(X) = 0,E(Y) = 0,D(X) = 1,D(Y) = 1， 
“ TH5 * 


附录 课 后 习题 答案 详解 


十 co 


EXD = | zyfCwdrdy = | [p(y +pey jdrdy = 二 [ 言 一 计 


_ ECXY — ECQOECY) _ 
Fx VD VD 
@ 由 已 知 条 件 得 : 


2x | 2 一 二) 


有 


PCZzyy) 一 


2 (4Z,y) = | 2(1 一 于 ) 


则 方 (z) 户 (>) 关 f(z,y). 因 此 X,Y 不 相互 独立 . 


第 四 章 ” 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 


习题 四 
本 章 中 B(x) 为 N(0,1) 的 分 布 函 数 . 
1. CD 解 】 由 伯 努 利 大 数 定律 知 :Ve = 0, 有 limP(| 奖 一 站 一 =)= 
moar (| 0 |=) =m (Eo) <) 
(2[ 解 JE(X 一 Y) = E(X) 一 E(Y) = 2 一 2 一 0， 
D(X—Y) = DCX) 十 DGY) 一 2ow VDCX) VDOY) =1+4—2X0.5X1xX2= 3, 


所 以 由 切 比 雪夫 不 等 式 PC|X 一 E(X) | 宇 6) 达 De: 得 : 


DX—Y》 .3.1 


P(| X—Y |> 6) < 一 下 3 一 于 


too co 
2. (DE 解 ] 依 题 意 得 :ECX) 一 | ”zf(z)dz 一 |， 广 z*e“dz 一 3， 


十 co 十 co 
ECX’) = | x Fa) dz = | Heder 二 j2 
kk 


所 以 DCXY = ECX)— [ECD = 12—9=3. 
令 了 一 X 一 3, 所 以 E(Y) = E(X) 一 3 二 0,D(Y) 二 3. 


P{0<X=6}=P{|X—3|<3}= P(|IY—E(Y) |<3} 二 1 


(2 并 解 】 依 题 意 : 假 设 X 表 示 400 台 机 器 中 发 生 故 障 的 台数 , 则 X 一 BC(400,0. 02)， 
由 德 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 : 
. X— 400 xX 0.02 

limP( VIO0XO.0 X098 ~ 


D(Y) 
32 


了 12 
去 z) = a ea 


X 一 8 一 了 

所 以 P(X 宇 2) = 1 一 PCXK 坟 1) = 1 了 (i A 
1 一 G6( 一 2.5) 一 1 一 [1 一 6(2.5)] = 0.9938. 

即 机 器 出 故障 的 台数 不 少 于 2 台 的 概率 为 0. 9938. 

(3 并 解 】 依 题 意 :假设 X 表示 10000 蔓 灯 中 开 着 的 灯 数 , 则 X ~ BC(10000,0.7) 

由 德 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 : 


EE Pp( X— 7000 
As 
az \VI0000X0.3X0.7 


1 | -和 
三 eid= Bz), 
) / 27 一 ce 
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所 以 P(6800 过 久 志 7200) 

( 6800 一 7000 < X 一 7000 = 7200 一 7000 ) 
V1io000X0.3X0.7 V1i0000X0.3X0.7 ~ V10000X0.3X0.7 

x G(4.36) — B(—4.36) = B(4.36)—1++@(4.36) 
一 26(4.36) 一 1 一 2X0.999993 一 1 一 0.999. 

即 在 6800 与 7200 之 间 的 概率 为 0. 999. 

(4 并 解 】3 依 题 意 :假设 X 表示 10000 中 不 合格 品 数 ,所 以 和 一 BC(10000,0. 005) 

由 德 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 : 


imP( 0 <2)— 二 [ -dt = Bz) 
1m 一 Z = 
"wm \VIO000X0.005X0.995 ~ PE 和 
X— 50 70 一 50 
P(XZ70)=P < 
i 人 (二 又 0.005 又 0.995 ~ V10000 又 0.005 又 0.995 ) 


2 BD(2. 84) = 0. 998. 
即 不 合格 品 不 多 于 70 件 的 概率 为 0. 998. 

[ 注 :(2),(3),(4) 为 同一 类 型 的 题 型 ] 

(5 郊 解 】 依 题 意 :假设 T; 表示 检查 i 个 产品 需要 的 时 间 , 则 T; 独立 同 分 布 . 
jm 世 10， 第 i 个 产品 没有 重复 检查 
20， 第 i 个 产品 需 重复 检查 


, 则 T; 的 分 布 律 为 : 


所 以 ECT;) = 10X0.5 十 20X0.5= 15,E(T?) = 100 X 0.5 十 400X0.5 = 250， 
D(T:) = E(T?)— E(T,)’? = 25. (i = 1,2,°",1900) 
由 林 德 伯 格 一 勒 维 定理 : 


1900 


岂 > 了 Ti 一 1900X 15 | i r a 
i=1 下 Ee 2 TX)， 
Vig900 X5 V2m 
1900 
le00 DT —1900 X15 
所 以 PC>) 下 过 8X3600)P| 所 — 8X3600—1900X5 
和 Vig00 X5 ~ Vig00 x5 


x B(1. 38) = 0. 9162. 
即 求 得 在 8 h 内 检查 员 检 查 的 产品 多 于 1900 个 的 概率 为 0. 9162. 


第 五 章 ”数理 统计 的 基本 概念 


习题 五 
第 五 .六 .七 章 中 B(x) 为 NC0,1) 的 分 布 函数 ;分 位 数 用 上 侧 分 位 数 ， 
1. (1 江 解 】 因 为 Xi , 义 ; ,… ,XX, 为 来 自 总 体 N (0,0) 的 样本 ， 


n 


. 2 X 
所 以 >) Xi; ~ NC(0,m), 则 三- 一 ~ N(0,1)， 
i=1 Vno 
业 1 
所 以 VC 一 ;C= 一 > 
Vno 了 


(2 并 解 】 因 为 (Xi ,X ,Xs ,X4) 取 自 正 态 总 体 和 一 NCO,2 )， 
则 Xi 一 2Xs 一 N(0,20),3X; 一 4X4 一 N(0,100)， 


Dn 


一 一 一 一 NI0,1)， 
V20 v100 
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1 4 1 
即 Va = ;a = 二 Wb = 6 二 一 一. 
V20 20 100 100 


Y 为 自由 度 2 的 x 分 布 . 


(3 并 解 】 依 题 意 得 ， 
ECX) = ns DO ) = 取信 = 1 
DCO)X) 
ER 
nz n 


Ss (1 放 解 】X， 和? Ye 来 自 总 体 N(0,o), 所 以 


. 本 4 4 
D(A:) =D( 二 D2. 一 = i = .所 以 答案 为 C. 


i=1 n n n 
(2 江 解 】 因 为 Xi 一 Np) ,Xi ~ NC,0 ). 假 设 Y = Xi 十 Xi,Y2 二 Xi 一 X:， 
则 ECY2s) = E(X1) — E(X;) = 0. 
cov(Y, ,7 ) = E(YiYs) — E(Y1)E(Y,) = E(X? — Xi) = E(X?) — E(Xi) 一 0. 
所 以 答案 为 B. 
(3 并 解 】 了 因为 X 一 N(0,2?),X;(i 二 1,…,15) 为 X 的 简单 随机 样本 ， 


wi 2 2 go. 2 
则 Xt 0) ,5), 
Xf 十 … 十 XX 和 
40 X? 十 … 十 Xio 
Dy 人 ~ 9)， 三 ~ F(10,5). 
所 Y= 
20 
所 以 答案 为 C. 
3. 计算 题 
(1 并 解 】3 依 题 意 :因为 KX1 ,Xz ,* ,Xio 为 总 体 N(0,0. 3 的 一 个 样本 ， 
所 以 让 ~ 0. 


i 
0 — PLY (0 > el Qs 


10 
Pp(V x? > 1.44)= PC 
i=1 te1 
10 
即 P(X 5S 1 )= Oe 


(2 并 解 】3 因 为 总 体 和 服从 N(po2 )， ,所 以 关 洛 ~ N(0,1). 由 PO(| Xp|> 4) = 0.02, 
G 


Xp | 4 V1) 0.02 
0 ) = 0.02， 


即 @( 一 上 企 YI0 Yn) = 0.01. 


知 P(| 


元 全 VB) -1-ol(t V10) ,所 以 @(4 V10 ) ~ 0.99， 


查 表 得 和 0 2 = 沁 病 ,得 Ff 二 10 = 5 


(3)【 解 ] 依 题 意 :假设 样本 容量 为 , 则 ~ NG72,10) ,2 ~ NC0,1), 


n 
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X—72 
WD ~ NGO,D). 
Mn 
R72 70—N2 
由 P(X>>70) 宇 0.95 得 P| 10 10 | 0.95, 
名 让 时 | 
所 以 @( 如 )<0. 95， 查 表 得 妈 > > 1.65, 即 nn 渤 68.0625. 


(4)[ 解 I]D 依 题 意 得 :E(| X 一 |:) = D(X) D(X) = 二 


过 0.1, 所 以 n 宇 40. 


加 因为 X~ N54), 所 以 X~N (jp A NC0,1), 


2 
Mn 
KX—p ,0.1Vn 
所 以 P(| Xp | 过 <0.D)=P|| 2 | 入 一 5 0. 95. 
人 


es 975, 查 表 得 让 V7 之 1. 96,n 之 1537. 


1) 


则 扣 二 5 ~ (nD 


2 2 
所 以 P(F<15)=-P| ee 


(n— 1)S? 
六 


<15xm—D |>0.95, 


即 P| >15x -DD |<1 一 0.95 一 0.05. 


由 和 分 布 的 上 侧 分 位 数 下 | 全 -六 


比较 (1》,(2》, 结 合 x* 分 布 密度 的 图 形 , 得 到 
1.5X( 一 1) > Xhos 《nn 一 1), 查 x 表 可 知 :n 写 27. 


2 
(6 并 解 JD 由 X ~ No ,HE 


> 好 sc 一 D |= 0. 05 ， 


15S? 


P( 气 >2.04)= P( 瑟 )= PLX (15) > 30. 615] = 0.01. 


® 1 ~ x 05, 所 以 D( Wh 
15S? 225D(s: gt 
于 是 30=D( )= 全 DCS) ,DCS) = 3950 = Teo 


(7 并 解 J0 Bn =X, 


be 一 /7 一 P= X 十 X 一 /2 = VR KDR BRD NET) 
i=] Er i=1 


= De —X)’ 2K— OX —nX) +nX— yp)’ 


i=1 


= DX Btn 
即 证 得 了 CX 一 /0 一 be —X): 十 m( 和 一 /02. 
@ Vx DD: = D0 —2X, K+ = Dx 2 Xn 
pe 和 大 全 
= Dx — 2n 7 + nx = De, 


i=1 
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《1》 


(2)» 


附录 ” 课 后 习题 答案 详解 


即 证 得 2)CX 一 -+ = DR nX?. 


(8 并 解 】 由 题 意 ， 根据 经 验 分 布 函数 定义 可 得 ， 
0， rz<—4 

1 

2 

2 过 工 去 2. 
Fio (ZD)< 


4 
10° 
了 
10 和 


二 
四 


辣 ， 3 过 


[| 


10， 3.2 委 五 过 人 
1 
(9 并 解 】 由 题 意 ,根据 经 验 分 布 函数 定义 可 得 : 
0， z=0 
襄 ， 0 适 区 志江 
Fs (z) 二 ee 
了 区 之 这 过 
8 ~ 一 
1，- 过 


( 注 :(8),(9) 为 同一 类 题 型 ) 


1. 填空 题 
(DE 解 】 因为 X~ NC,0?), 则 一 ~ NC0,1) 
小 
由 P{| ee | 二 2} = 加 则 XX 一 4 知人 <4<X+X 语 得 置信 区 
Vn 
1.I 和 Et 
间 (X 1 所,+ 个 )， 
所 以 A 二 ug. 
(2 并 解 】3 由 (1) 题 及 查 表 知 = wo.02s 二 1.96. 所 以 的 置信 区 间 为 
0.9 0.9 
5 一 1.96X 一 ,5 十 1.96X 一 )= ; . 
( V5 三 ) (4. 412,5.588) 
Ee WN 1998 
(SME (CX1 + ToX:)= CE(X) + T9505E(X) = (C+ 1655)4 = 所 以 C= 1555 


(4 并 解 】3 因 为 X 一 V(0,0 十 1)(0 之 0) 

1 志和 O01 
所 以 总 体 X 的 密度 为 pCz) 一 | re 
Q@ 矩 估计 量 : 
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8 十 1 L 
ECX) = | zdz 二 十 (29 十 1. 
0 


用 处 来 估计 ECX): 少 (29 十 1) 二 XK,9 十 去 一 XX,9 一 一 去 
@ 最 大 似 然 估 计 : 

1 B01 
因为 X; ~ gi(zi) 一 | i 

0， 其 他 
Ls 0 过 zyTn 0 二 1 
0， 其 他 
gz" sTa) 在 0 过 Zz,…,zs 忒 0 十 1 范围 中 为 常数 ,又 9 之 min(tz wz) 所 以 


所 以 CX ;Xs，…,X,) 的 联合 密度 为 g(z1，… ,Zz,) 一 | 


几 兰 min{ x1," ,Xn}. 


(5 并 解 】 因 为 (Xi ,X:,…X,) 来 自 正 态 总 体 No )， 


mE| > Cp (xX | PE A — DEX 
edt dn CHE 
所 以 ECX; 一 0? = no’. 
2. 选择 题 
(DE 解 ] 易 知 4 的 置信 区 间 为 (X 一 u 吐 丰 ' 久 + 性 大 )， , 当 1 一 a 缩小 时 ,us 缩小 . 置信 区 间 长 度 为 2us 
所 以 答案 为 A. 


(C2)【 解 3 由 (1) 知 的 置信 区 间 长 度 为 2us 了 三, 与 样本 的 取 值 无 关 ， 所 以 答案 为 C. 


9 


(3)〖 解 答案 为 A. 
(C4)[ 解 】 因为 6 为 9 的 无 偏 估计 ,所 以 E(B) = 9. 所 以 人 为 8 的 有 偏 估计 . 
又 EEC) = DO) 十 [ECG8)] = DCB) 十 FF 关 F, 所 以 如 为 8 的 有 偏 估计 . 即 答案 为 B. 


(5 并 解 】 按 矩 估计 方法 沁 一 /二 下, 二 小 (Xi 一 ?一 二 2 X? 一 开 ， 


所 以 各 十 二 蛋 十 二 DX 一 习 一 二 2》)XN. 即 答案 为 DD 
. i=1 i=1 
(6 并 解 】 易 知 答案 为 C. 
3. (1 并 解 〗3 依 题 意 可 得 :Xi ~ P(X; 二 有) 一 大 mm(R 一 0,1,2,…) 


@ 和 矩 估计 因为 ECX) = ), 所 以 人 = 


一 1 


@ 最 大 似 然 函数 为 
LA = J[P(X:=z)= [I 加 eo =e*]|I zf 
i=l z= t=d 
lnLC) =Ine*+InJ[ 和 2 =- tI Dz Inz; = InA Dzi—m — Dlnz. 
i=1 i: rp pe 


i a 


oA A 1 一 1 7 i=1 了 i=] 


| 


(2【 解 ]D 和 矩 估计 ， 
因为 入 服从 Ca 已 上 的 均匀 分 布 ,所 以 ECX) 一 十 
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b OS 
'D(X) = Ts a) 


oO 


引 | 


附录 课 后 习题 答案 详解 


所 以 2 二 - XA +6 = 2X (1) 
B64 — Mb — 2d — 2 VS (2) 
其 中 M, = D3 要 六。 
解 (1)(2) 得 一 广 + V3Mi ,4 一 了 ~ VS ， 
所 以 六 = (XVI) = (X— VIN). 
@ 最 大 似 然 估 计 : 
1l/(b—a), a zi<b 
Xi ~ g(xi) 一 .i= 1,2,.,n) 
” 0， 其 他 
汪汪 区 
所 以 (Xi ,Xs，…,X,) 的 联合 密度 为 pPCzl，…zn) 一 4 一 0) 
0， 其 他 
由 联合 密度 函数 的 方程 可 知 :2 一 a 越 小 ,p(xzi，… ,zx,) 就 越 大 ， 
但 6b 一 a 的 值 不 能 小 于 maxz 一 minz. 
所 以 = ihanz sd = pi = (minzi )3 ,23 一 Cminzi )3 。 
l<i<n l<i<n l<i<n l<i<n 

(3 解 】 依 题 意 可 得 最 大 似 然 函 数 为 

可 《laz, 一 2 
flzxi Ti ee ,L907 ) = I 1 Zier 2 9 

i=1 M2no 

Clnz,—p)2 到 
lnf = mIT Xxile 汪汪 二 ln(2r) -全 一 也 lno Da Dn = p). 

2 i=1 25 i=1 

al 1 
2 = D2 1 =0 (1) 
9lnf nn 1 Ee i 
cf 20° 2 > Bie 9 人 


解 (1) ,62) 得 凡 一 二 了 InXi 一 十 刀 CnX, 一 0, 即 和 a? 的 最 大 似 然 估计 分 别 为 


和 = 二 nx 这 一 二 2) CnX 一 人 
ed 
(4 并 解 】3 依 题 意 可 得 :总 体 X 一 PCz) -1 0 
0, 其 他 
Q@ 和 矩 估计 : 
因为 ECX) = 疙 ,所 以 = X,b, = 2X， 


EC(b,) = EC(2X) = 2 过 二 0, 所 以 外 是 9 的 无 偏 估计 ; 


因为 D(X) = 二 了)DCX,)， 
i=1 


DO = 4DGP ,所 以 4DGD = 去 2D D(X) 一 往生 = 估 一 0 一 co) 
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所 以 名 是 9 的 一 致 估计 . 
@ 最 大 似 然 估 计 : 
因为 和 服从 (0,0) 上 的 均匀 分 布 ,Xi ,及 2 i. 为 取 自 X 的 样本 ， 
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1 
所 以 (Xi ,Xi X,) 的 联合 密度 为 p(X Ca 2 7 
0， 其 他 
由 联合 密度 函数 可 知 
0 越 小 ,p(y ,zs) 就 越 大 .但 9 的 值 不 能 小 于 maxz. 
所 以 久 = maxz 


i 
1<i<n 


A 
假设 Z = 0, = maxzi. 又 设 Fx (zx) 是 总 体 X 的 分 布 函数 , 则 2Z 的 密度 函数 为 
Fx (z) = {Fx (zx)}", 
Z 的 密度 函数 为 
i 
(ZI, OS 
gz (x) = {[F,(z)J)’ = n{(Fx(z)}"™ yg(z) 一 下 0 0 
0， 其 他 
、 i 人 
所 以 E(2) =| pd = | m3 ) 王 本 dz 一 | n( 字 )"dz 一 -和 等 -| 一 ;4 
所 以 9, = maxz 不 是 9 的 无 偏 估计 . 
| 2) 了 dd 一 | 
了 KZ 过 | pz (z) dz = Rs n(g) $dz= | FF de = a eg 
三 吉 EN -一 »% n a > > 
= 区 2 一 [光一 


所 以 多 一 maxz; 是 9 的 一 致 估计 . 
(5【 解 】 依 题 意 可 得 最 大 似 然 函 数 为 


(zl，…ZnA) = Xra"e 2 本 [zx 
1 一 1 


lnf = lnX” + lna” Si 十 In Dl = nlnA 3 一 ln] 十 lna”， 
i=l 和 1 ti=1 i=1 


所 以 人 = 一 2 . 
六 
即 参 数 X 的 最 大 似 然 估 计量 为 { = 一 2 


3p: 
i=1 


(6 并 解 ]@ 依 题 意 得 :E( Sloan )= DuE(X) = DaE(X) ,OX = 1, 
i=1 i=1 1 一 1 1 一 1 


n 


所 以 E( DlaXi)= DaE(X) = E(X), 
i=1 


i=1 


即 得 aX, 为 ECX) 的 无 偏 估计 . 


@D( Dax) = SaDX) 一 DCX) Da. 
i=1 i=1 i=1 


该 问题 转化 为 :在 条 件 w 之 0, 》)a: = 1 下 ,a; 取 何 值 时 ， 2 最 小 . 


i=1 


条 件 极 值 ， 
目标 函数 :f(a ，,*…a,) 一 2 最 小 
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附录 课 后 习题 答案 详解 


下 面 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 算 : 
令 F(a an)A) 一 > +4(Da—1) 


aF 


3 一 2u 十 1 一 0,G 一 1 2 ts ede 
i n 


所 以 在 上 述 所 有 无 偏 估计 中 ,以 X = 二 》)X 最 有 效 . 
(7) 依 题 意 可 得 :1 一 a 二 0.95,a/2 二 0.025,n 一 20,s* 二 0,049. 


aa 2 2 
又 X~ ND) 
由 P{xf-s (19) 二 二 交 (19)} 二 1 一 a 一 0.95 查 X 表 , 查 得 
所 以 冤 (19) 一 Xo (19) 一 32.9,xi-s(19) = Xxé.ms (19) = 8. 91. 
o? 的 95% 置信 区 间 为 
(n—1)s: (nm1)s [a 049 19 X 0.049 
XB.02s (19) "x8.97s (19) 329 ' 691 


所 以 ,ao 的 95% 置信 区 间 为 [0. 17,0. 32]. 
(8 解 】 依 题 意 知 :m = 200,o = 2.18, 久 二 5.32;n 二 100,0s 二 1.76,y 二 5.76. 


因为 m ,os 已 知 ,所 以 置信 区 间 的 上 限 为 ( 叉 一 功 一 wg 和 /全 十 到， 


置信 区 间 的 下 限 为 (又 一 习 十 ASA/ 于 十 到 1 
有 (B18) (96)” 一 
Us 一 zo.025 一 1. 96 ,zx 号 一 ]. 200 100 0. 46 ， 


X— y=—0.44. 
即 得 yu 一 pe 的 置信 度 为 95% 的 置信 区 间 为 [一 0.9,0.02]. 


第 七 章 ”假设 检验 


习题 七 
1. (1 江 解 】〗 当 未 知 时 ,要 检验 Ho :一 mm ,应 选 统计 量 :车 二 双 r, 当 Ho 成 立时 ,该 统计 服从 tCn 一 1) 分 


布 . 
(2【 解 ] 在 显著 性 检验 中 ,对 于 犯 二 类 错误 的 概率 , 当 一 个 缩小 时 另 一 个 会 扩大 . 所 以 要 犯 两 类 错误 的 概率 
同时 变 小 ,只 能 增加 样本 容量 . 


~ x (19), 


]= [0. 03,0. 10]， 


一 Am 
2. (1 解 】 显 著 水 平 a 一 0. 05 下 拒绝 再 的 拒绝 域 为 : 


> Us 一 Mo.025 。 


和 一 和 
接受 昌 , 的 接受 域 为 二 过 US$ 二 Wo.025 ; 查 表 得 uo.02s 二 1. 96. 
n 
Xn 元 - 
显著 水 平 a 二 0.01 下 拒绝 Ho 的 拒绝 域 为 : I 之 地 一 wo.00s. 接受 Ho 的 接受 域 为 和 于- us = 
n Vn 


Mo. 005 , 查 表 得 Uo.005 = 2.57. 所 以 答案 为 B. 
(2 并 解 】 第 二 类 错误 的 定义 为 : H。 假 时 ,接受 Ho. 所 以 答案 为 C. 
(3 并 解 】 当 o? 未 知 时 ,检验 假设 Hs :py = po = 0 时 ,使 用 的 统计 量 为 


二 - Xx Vn )X .所 以 答案 为 A. 
ES 
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第 三 篇 。 概率 论 与 数理 统计 


3. (Df 解 】 依 题 意 知 :n 一 9,a = 二 0.05, 零 件 强度 服从 正 态 分 布 
4 未 知 ,检验 Ho:o? = 1. 67. 


选取 统计 量 好 一 全 一 ~ (8)， 


接受 域 为 2. 18 = X3.975 (8) < ~ Xi.02s (8) , 查 表 得 X3.025 (8) 一 17.535， 


(9 一 1)S? 
02 
(9 一 1)s _ i i 

而 一 3. 73. 所 以 认为 a? 没有 发 生 显著 变化 . 


(2 氏 解 】3 依 题 意 得 := 31,a 二 0.05， 
oc 未 知 检验 H, np 10.5, 


选取 统计 量 了 = 芝 志 各 Yr ~ :C30)( 当 HH, 成 立时 )， 


拒绝 域 为 | A | > to.0zs (30) , 查 表 得 to.0zs (30) 一 2.042， 


而 < 二 如 Yr = 比 3 二 40-05 WY30 一 6.26 > 2.042. 所 以 不 能 认为 机 床 正常 工作 


(3 并 解 】 依 题 意 得 :mm = n = 31,a 二 0.05, 其 中 m,n 分 别 为 甲 , 乙 的 样本 量 . 
a 二 02 未 知 的 情形 下 检验 Ho :mm 一 jz = 0. 


选取 统计 量 工 一 < 一 了 一 外 一 12) ym 十 4 一 2) 二 1(8)( 当 HH, 成 立时 )， 
Sw 过 站 过 
m n 
[Ca— DSt no DS 
其 中 ,Sw mn 一 2 
X—Y 
拒绝 域 为 | /1 1 |> 柜 (8) 一 2.306， 
m n 
/mm Dit Ds _ /4X2.07 +4X2.35 _ , >] 
现 十 站 一 2 5 十 5 一 2 
而 一 < 一 了” 一 .89.6 一 88 -1.36 一 2.306. 所 以 认为 可 用 乙 代替 甲 ， 


和 ee 


(4 并 解 】3 依 题 意 知 : = 100,a 一 0.01， 
cc = 二 已 知 的 情形 下 检验 Hh :二 pT 二 = 5 


选取 统计 量 U = Ee N(0,1)( 当 H。 成 立时 )， 
拒绝 域 为 | Tg he 一 Wo.005 :一 2 885 


而 Xr 3.32 一 5 100 = 3.2 > 2.58. 所 以 拒绝 有 ,接受 HH. 

@ 检验 Hi:w = 4. es 类 错误 的 概率 . 总 体 为 N(4. 8,1)， 

REN(48s de), 

| XX—5| 10 | XX 一 5| 
ew) P(A 


1 <us), 


8 二 P( 接 受 Ho | p=4.8) = P( Vio 


2 50 一 zo.oo5 去 -50 十 ioos 
硅 证 =X< 0 ) 


下 (2 | Uo. 005 ) D2 Uo.005 ) es DB(2 | 名; 58) 下 (2 2 58) 
= $B(4.58) — B(—0.58) = 8(4.58)—1+®(0.58) = 1—1+®(0.58) = 0.7190. 
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